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DALEMBERTIEN
Opérateur différentiel d’ordre deux :
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ou c est la célérité des ondes, étant entendu que les variables z, y et z décrivent ’espace,
et la variable ¢ le temps. Cet opérateur s’applique & des fonctions de classe €2.
Exemple : Si ¢ désigne la célérité de la lumiére dans le vide, alors les ondes électromagné-
tiques dans le vide suivent I’équation LJf = 0, o f représente 'une des quantités ¢, Ay,
Ay ou A, (potentiel scalaire et composantes du potentiel vecteur). i ALEMBERT.

DARBOUX Gaston (1842-1917)
(Mathématicien frangais)

Théoréme de Darboux Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction dérivable.
Alors, sa dérivée f’ vérifie la propriété des valeurs intermédiaires (méme si elle n’est
pas continue) : 'image de tout intervalle par f’ est un intervalle.

Ezemple : La fonction f : z — 22sin(1/z) est dérivable sur R. Sa dérivée, en tout point
z # 0, vaut f'(z) = 2zsin(1l/z) — cos(l/z), tandis que f'(0) = 0. Elle n’est donc pas
continue mais présente une *discontinuité de deuxiéme espéce en 0.

DECOMPOSITION
Décomposition en éléments simples == SiMPLE.

Décomposition en facteurs irréductibles Tout polynéme non nul de K[X] se décom-
pose, de maniére unique, sous la forme d’un produit a Py --- Py, ou P1,..., Py sont
des polynémes unitaires, irréductibles dans K[X], et @ un scalaire.

Décomposition en facteurs premiers Tout entier naturel n € Z non nul se décompose
de maniére unique sous la forme n = ¢ - p;nl ---p;nq, ol g est un entier naturel, € €
{=1,+1}, p1,...,pq des entiers premiers distincts et my, ..., mq des entiers naturels
non nuls.

Décomposition matricielle Synonyme de factorisation. Certaines décompositions de
matrices sont devenues des exercices d’oraux ou des morceaux de problémes trés clas-
siques. Ci-aprés, voir les décompositions de Cholesky, d’Iwasawa, LU, PJ,Q), et polaire.

Décomposition de Cholesky Soit A € % T (R) une matrice symétrique définie po-
sitive. Alors il existe une unique matrice T triangulaire supérieure & coefficients dia-
gonaux strictement positifs telle que A = *T - T. 4 Cette décomposition est un cas
particulier de la décomposition LU pour une matrice symétrique définie positive.

Décomposition LU Toute matrice inversible A € 9, (K) peut se factoriser sous la
forme A = PLU, ou P est une matrice de permutation, L est une matrice triangulaire
inférieure n’ayant que des 1 sur la diagonale et U une matrice triangulaire supérieure.
(U = « Upper » tandis que L = « Lower ».) 4 Dans la majorité des cas (en fait : si tous
les mineurs principaux de A, c’est-a-dire les déterminants obtenus en retirant les k
premiéres lignes et colonnes de A, sont non nuls; ce qui revient & dire que ’on pourra,
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sans permuter de lignes et de colonnes, trouver tous les pivots sur la diagonale), on
peut prendre P = I, et la décomposition est alors A = LU.

REMARQUES : Cette décomposition se fait en utilisant la méthode d’élimination de Gauss-
Jordan. On transforme, par étapes, la matrice A en une matrice triangulaire supérieure U
en éliminant les termes sous la diagonale par manipulation de lignes, ce qui revient a
multiplier A 4 gauche par une matrice triangulaire inférieure dont 'inverse est trés facile
a calculer. 4 L’intérét de la décomposition LU est qu’elle est simple & mettre en ceuvre
et permet ensuite trés rapidement de résoudre un systéme linéaire de la forme AX = B,
puisque résoudre un systéme triangulaire est particuliérement aisé. De plus, le calcul du
déterminant d’une matrice triangulaire étant immédiat, on accéde a det A = det L det U.
Décomposition PJ,.Q Soit M € My » (K) une matrice. Sil’on note 7 = rg M, il existe
deux matrices P € GLy(K) et Q € GLn(K) telles que M = PJ-Q, ot Jr est la matrice
de My »(K) définie par blocs par

J. = I'r O'r‘,n—r
" OpA'r',r Opf'r,nfr '
4 Cette décomposition n’est pas unique.

REMARQUES : En d’autres termes, si 'on définit sur 9, »(K) la relation d’équivalence Z
par : AZB si et seulement si il existe P € GL,(K) et Q € GL, (K) telles que A = PBQ), alors
la classe d’équivalence de A contient J,, o 7 est le rang de A ; cette classe d’équivalence
est en fait I’ensemble des matrices de rang r.

Décomposition d’Iwasawa Toute matrice inversible A € GLn(R) se décompose de
maniére unique sous la forme A = QR, ou Q est une matrice orthogonale et R une
matrice triangulaire supérieure & coefficients strictement positifs.

REMARQUES : Le résultat prouvé par Kenkichi Iwasawa est en fait plus général que celui
présenté ici. 4 Le résultat cité ici se démontre simplement : on orthonormalise, par le
procédé de Gram-Schmidt, 'image de la base canonique par la matrice A, et I’on utilise le
fait que la matrice de passage entre une base et son orthonormalisée est triangulaire supé-
rieure, ainsi que la matrice inverse. On peut donc interpréter cette décomposition comme
la traduction matricielle de I’algorithme de Gram-Schmidt.

Décomposition polaire ou de Cartan Soit A € 9, (R) une matrice inversible. Alors
il existe un unique couple (€2, S), ou Q est orthogonale et S symétrique définie positive,
tel que A = QS.

REMARQUES : Si A = QS selon cette décomposition, alors ||A — Q|| = d(A ; O, (R)) pour la
distance induite par la norme ||[M|| = /tr(t!M M). <4 Si la matrice A n’est pas inversible,
alors il existe une décomposition A = Q8S, ou cette fois-ci S n’est que symétrique positive,
et cette décomposition n’est plus unique.

Décomposition QR Synonyme de *décomposition d’Iwasawa.

DEFINI
Propriété relative & la stricte positivité (ou stricte négativité) de certaines quantités.
= POSITIF.

DEGENERE

Conique dégénérée s CONIQUE.

Forme bilinéaire dégénérée Forme bilinéaire qui n’est pas non dégénérée. = FORME
BILINEAIRE NON DEGENEREE.

Quadrique dégénérée s QQUADRIQUE.

DEGRE

Degré d’un polyndme 4 une indéterminée Par définition, si P est le polynéme nul, on
o

pose deg P = —co. Dans le cas contraire, si P est de la forme Y an X", ot (an),en

n=0
est une suite & support fini, le degré de P est le plus grand indice k tel que a # 0.
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REMARQUES : L’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal & n & coefficients dans
un corps K forme un espace vectoriel, noté K, [X], de dimension n 4 1, de base canonique
(1,X,...,X™). 4 Certains auteurs définissent le degré du polynéme nul comme égal a —1.

Ezemple : deg(l + 2X — X2 + 6X5) =5.

Degré total d’un polynéme a plusieurs indéterminées Si 'on note génériquement
k = (k1,...,kn) € N™ et si P est un polynéme non nul de la forme

P=Y apX{!- Xk,
k

alors le degré total de P est le plus grand entier k1 + - - - + kn tel que ay soit non nul.
Ezemple : Le polynéme 2XYZ3 +5X2Y?72 — XY est de degré total 6.
Degré d’une fraction rationnelle Si F € K(X) est une fraction rationnelle et (P, Q)
un représentant quelconque de F, alors le degré de F est I’élément de Z U {—oc} défini
par deg F = deg P — deg Q.

7X% 85X 41

Ezemple : La fraction rationnelle XL X247 est de degré —3.

DEMI-DROITE
Soient & un espace affine, A un point de & et w un vecteur non nul. La demi-droite
d’origine A et de vecteur directeur u est I’ensemble {A +twu; ¢t € RT}.

DEMI-TOUR

Dans un espace affine & de dimension 3, un demi-tour autour d’une droite A est une
rotation affine d’axe A et d’angle 7. C’est donc une symétrie orthogonale par rapport
aA.

Fig. 29 — Effet d’un demi-tour d’axe Oz sur une tasse & café, composée d’un morceau
de paraboloide de révolution, d’un disque et d’un tore.

DENOMBRABLE

Un ensemble A est dit dénombrable s’il existe une bijection ¢ : N — A. En d’autres
termes, on a pu numéroter tous les éléments de A par des entiers, c’est-a-dire écrire
A = {an ; n € N}, en notant (plus commodément) an = ¢(n). 4+ Une réunion dénom-
brable d’ensembles dénombrables est dénombrable. 4 Parfois, on emploie dénombrable
pour indiquer fini ou dénombrable.

REMARQUE : Si A est un ensemble et D un ensemble dénombrable, et s’il existe une injection
@ : A — D, alors A est dénombrable. 4 De méme, s’il existe une surjection 9 : D — A et
si D est dénombrable, alors A est dénombrable.

g1 DENSITE

Ezemples : N, Z, Q, N?,... sont dénombrables. 4 En revanche, [0; 1], R, C, B(N),... ne
le sont pas. 4 L’ensemble des nombres algébriques est dénombrable, celui des nombres
transcendants ne l’est pas.

= CARDINAL, EEQUIPOTENTS.

DENSITE

Partie dense d’un espace vectoriel normé Une partie D d’un espace vectoriel normé E
est dite dense si tout point de E lui est adhérent, c’est-a-dire si D = E. 4 En d’autres
termes, pour tout = € E, il existe une suite (d")nEN d’éléments de D qui converge
vers z. (== SEQUENTIEL.)

Ezemples : Q est dense dans R. 4 GLy(K) est dense dans 91, (K). 4 L’ensemble des
matrices diagonalisables est dense dans 91, (C). 4 L’espace des fonctions polynomiales est
dense dans l'espace des fonctions continues sur un segment, a valeurs dans C, muni de la
norme ||-||,, (& WEIERSTRASS.).

Raisonnement par densité Si f est une application continue sur un espace vectoriel
normé E et si elle est nulle sur une partie D dense de E, alors elle est nulle sur E tout
entier.

Ezemple : Pour toute matrice M € 91, (C), notons xm son polynéme caractéristique. Soit
B € 9, (C). Alors, pour toute matrice A inversible,

xaB(X) = det(AB — XI,) =det (A (B— XA™1)) =det ((B—XA™!)  A) = xpa(X).

L’application ¢ : A = xAB — xBA étant continue et GL, (C) étant dense dans M, (C), la
formule est vraie pour toute matrice A € 9, (C).

w LEMME DE *RIEMANN-LEBESGUE.

Densité de probabilité Fonction f: R — R, positive, continue sauf peut-étre en un
nombre fini de points, intégrable sur R et telle que f_Oo: f(z)dz = 1. 4 Soit X une
variable aléatoire admettant une fonction de répartition Fx continue sur R. S’il existe
une densité de probabilité f telle que

vz € R I"‘(q:):/xI f()de

alors f est appelée densité de probabilité de la variable X. 4 Le point de vue réciproque
est le suivant : si F continue sur R, dérivable en tout point de R, sauf peut-étre en un

nombre fini z1,...,2z, de points, si sa dérivée f = F’/ est continue sauf peut-étre en
T1,...,%n, alors f est appelée densité de X. Elle peut &tre arbitrairement prolongée
sur R, par exemple en posant f(z1) = --- = f(zn) = 0.

REMARQUE : Si une variable aléatoire X admet une densité de probabilité f, alors pour tout
intervalle I de R, on a

PXel = /f(t) dt.
I

Densité conjointe On dit que le couple de variables aléatoires (X,Y) admet une
densité s’il existe une fonction p : R? — R telle que, pour tous z,y € R, on ait

déf.

z Y
F(z,y) = P[X<zet Y <] :/ / (s, t) dtds.

On dit alors que p est la densité (conjointe) du couple (X,Y). 4 On admet que cette
densité est, essentiellement, unique (on peut la modifier sur une partie négligeable

de R?) et est donnée par
2

F (@),

wz,y) = m
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REMARQUE : Si D est une partie mesurable du plan et si (X,Y) admet une densité u, alors
P Y) € D] = [ u(z,v)dody.
D

Densité marginale Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires admettant une den-
sité i : R? — RT. La densité marginale de X est la densité fx de la seule variable
aléatoire X ; elle est définie pour presque tout z et reliée & la densité conjointe par

+oo
fx(z) = /_ (e, £) dt

Variable a densité Variable admettant une densité de probabilité. = VARIABLE.

DEPLACEMENT
Isométrie positive de 1'espace affine R3, c’est-a-dire isométrie dont I’application linéaire
associée est une rotation.

= DEMI-TOUR, ROTATION.

DERANGEMENT
Si E est un ensemble fini, un dérangement de E est une permutation de E sans point
fixe, c’est-a-dire une permutation o telle que o(z) # z pour tout z € E.

REMARQUE : Si l’on note dp = 1 et dn, le cardinal de I’ensemble des dérangements de [1; n],
alors dn41 = n [dn + dn—1] pour tout n > 1. On a de plus

. n ; 2 (—-1)k n!
n! = Z (k> d dn :n.z ] et dn n:w:.

DERIVABLE

Dérivabilité en un point Soit f : I — F une fonction définie sur un intervalle I de R
et & valeurs dans un espace vectoriel normé F. On dit que f est dérivable en un point
a € I si la fonction @ définie sur I\ {a} par

_ f(@) - f(a)

r—a

0(z)

admet une limite finie en a. Cette limite est appelée vecteur dérivé de f en a, et
noté f'(a). 4 Si F =R, on parle plutét de nombre dérivé en a. 4 Par construction,
f est dérivable en a si et seulement si

fa+h)=f@+hf@+ o ().

w DIFFERENTIABLE, TAYLOR.

Dérivabilité sur I’ensemble de définition On dit que f : I — F est dérivable sur I si
elle est dérivable en tout point de I.

Dérivabilité sur une partie Soit A une partie de I. On dit que f est dérivable sur A
si la restriction f| & de f & A est dérivable en tout point de A.

Egzemple : La fonction f : z + |z| est définie sur R dérivable en tout point de R*, mais

pas en 0. En revanche, elle est dérivable sur RT, puisque sa restriction & R™ est la fonction
Idg+, qui est dérivable en tout point (méme en 0).
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DERIVE

n
Polynéme dérivé SiP = > ay X* son polynéme dérivé est, par définition,
k=0

n n—1
P'=) kap Xl = (k+1)ap1 X5
k=1 k=0

REMARQUE : Bien évidemment, lorsque 1’on travaille dans le corps des réels, une fonction
polynomiale P est dérivable et admet pour dérivée la fonction polynomiale P’.

= MULTIPLICITE.

DERIVEE
Dérivée en un point Soit f : I — F une fonction définie sur un intervalle I de R et &

valeurs dans un espace vectoriel normé F. On suppose que f est dérivable en un point
a € I; alors sa dérivée en a est

f’(a) = Jim f(z) = f(a) )
z—a TrT—a
Dérivée a gauche/a droite Soient I un intervalle de R et a un point de I tel que
INJ]a; +oo[ # @. Une fonction f définie sur I et & valeurs dans un espace vectoriel
normé F est dérivable & droite en a si la fonction 84 définie sur IN]a; +oo | par

f(z) — f(a)

ba(z) = P

admet une limite finie & droite en a. Cette limite est appelée nombre (ou vecteur)
dérivé & droite de f en a et noté fj(a). 4 On définit de méme la dérivée & gauche
grice & la fonction 6 définie sur IN] —o0; a|.

REMARQUE : Si a est un point intérieur & I, une fonction f : I — F est dérivable en a si et
seulement si elle est dérivable & gauche en a, elle est dérivable a droite en a et fz(a) = fi(a).
Fonction dérivée Soit f : I — R une fonction dérivable sur I. L’application f’ qui
a a associe f/(a) est la dérivée de f.

Dérivée logarithmique Soit f : I — R une fonction & valeurs non nulles et dérivable.
La dérivée de In |f|, appelée dérivée logarithmique de f, est f'/f.

REMARQUES : Si l’on note DZ I’application dérivée logarithmique, on a les régles de calcul
suivantes : D2(fg) = D2(f) + D£(g) et D4(f/g) = DL(f) — D£(g). 4 De méme, pour tout

o réel, on a DE(|f|*) = a DL(f). + La dérivée logarithmique est utile pour calculer, au
premier ordre, des erreurs relatives.

Dérivée partielle Soit f : © — F une fonction définie sur un ouvert 2 de R™ et &

valeurs dans un espace vectoriel normé F. Soit @ = (a1,...,an) € Q et soit i € [1; n].
La dérivée partielle de f par rapport & la variable z; est définie par

ﬁ't(a) - flay,...,a; —I-h,..‘,an)—f(al,.”,an).

Oz; h—0 h

4 On la note également D;f(a), ou 9;f(a). 4 Elle est égale a la dérivée selon le
i-iéme vecteur e; de la base canonique de R™.

REMARQUE : Lorsque ’espace de départ est R? ou Ra, il est d’usage de noter x, y et z les
coordonnées et de noter

o 9 H_ P Ly SO

8z  Oz1’ 8y  Oza 8z  Ozz’
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flz1,z2) \ //

=3

(al s G/Q)

Fig. 30 — Dérivées partielles d’une fonction f : R2 — R en un point (a1,az).

On fait apparaitre les fonctions auxiliaires 1 — f(z1,a2) (en brun) et
z2 — f(a1,z2) (en vert). Les dérivées de ces fonctions sont, par définition,
les dérivées 8f/Ox1 et Of/Oz2 au point (a1, az).

Dérivée selon un vecteur Soit f : E — F une application définie sur un ouvert U d’un
espace vectoriel normé E et & valeurs dans un espace vectoriel normé F. Soient a € U
et v € E. On dit que f est dérivable en a selon v si 'application ¢, : t — f(a + tv)
est dérivable en 0, c’est-a-dire si la limite

aet. 1. Pu(t) — pu(0)
Duf(a) =" lim ——————— = ¢,,(0)
existe. On I'appelle alors dérivée de f en a selon v. 4 Si f est différentiable en a,
alors f admet une dérivée en a selon tout vecteur v; on a dans ce cas, pour tout
vecteur v de E, la relation Dy f(a) = df(a)(v).
= DIFFERENTIELLE.

Dérivée d’un prolongement Soit f:]a; b] — R une fonction continue et dérivable

sur Ja; b]. On suppose que f’ admet une limite finie en a; alors f admet également

une limite finie £ en a et le prolongement f de f sur [a; b] est dérivable; de plus,

f'(a) = £. 4 Notamment, si f est de classe ¥ sur |a; b], alors f est de classe ¥

sur [a; b].

Dérivée de la bijection réciproque Soit f : I — J une bijection strictement monotone.

On suppose que f est dérivable sur I et que la dérivée de f ne s’annule en aucun point

de I. Alors la bijection réciproque f~! :J — I est dérivable sur J et

1

veel (@)= rmg
f1(f~1()’

. 1

- flo f—l :

c’est-a-dire que (f~1)’
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REMARQUE : Dans le langage des physiciens, si I’on note par exemple t = f(z) et z = FE (%),
cette derniére relation s’écrit sympathiquement
dz 1

dt ~ dt/dz’

les points en lesquels les fonctions sont évaluées étant sous-entendus.

w DIFFEOMORPHISME, TAYLOR.

Dérivation sous le signe somme = LEIBNIZ.

DETERMINANT

Déterminant de n vecteurs relativement 4 une base Soient E un K-espace vectoriel
de dimension n et B = (e1,...,en) une base de E. L’unique forme n-linéaire alternée
o vérifiant @(e1,...,en) = 1 est appelée déterminant dans la base B et notée dety.

REMARQUES : Une famille de n vecteurs (z1,...,%n) est une base de E si et seulement
si det(x1,...,Tn) est non nul. 4 Si B et C sont deux bases, alors dets(z1,...,%n) =
dets(C) - detc(z1, ..., Tn).

ww PRODUIT MIXTE.

Déterminant dans une base orthonormée directe Soit E un espace vectoriel euclidien
orienté. La forme déterminant dans une base 3 orthonormée directe est indépendante
du choix de la base (si C est également orthonormée directe, detg = detc). On note
Det (avec une majuscule) la forme déterminant dans une base orthonormée directe.

= COURBURE, ORIENTATION.

Déterminant d’une matrice Soit A = (a;,;j) une matrice carrée d’ordre n. Son déter-

minant est n
det A = Z e(o) H Ao (k)
IS SP k=1

ot &, est le groupe symétrique d’indice n et £(o) la signature de la permutation o.
4 C’est également le déterminant, relativement & la base canonique de My 1(K), des
n colonnes de la matrice A.

REMARQUE : De la formule det(AB) = det(A) det(B), on déduit que det(P~'AP) = det(A)
pour toute matrice P inversible; le déterminant est donc un invariant de similitude.

= COFACTEUR, COMATRICE, MINEUR, INVARIANT DE SIMILITUDE.

Déterminant d’un endomorphisme Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E
de dimension finie n. Le déterminant de u, noté det u, est le déterminant de la matrice
de u relativement & n’importe quelle base de E. 4 Pour toute base B = (e1,...,en),
on a detu = detp (u(el), - u(en)).

DEVELOPPABLE

Fonction développable en série entiére Soit f : A — C une fonction définie sur une
partie A de R. On dit que f est développable en série entiére centrée en 0 s’il existe
une série entiére »  an z™ de rayon de convergence R > 0 et un réel 7 > 0 tel que
]—r; r[ C A vérifiant, pour tout z € ] —r; 7

flz) = Z an .
n=0

Dans ce cas, la formule de Mac Laurin stipule que les coefficients a, sont reliés aux
dérivées successives de f en 0 : pour tout z € | —r; 7|,

O r(n)

n
n=0
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REMARQUE : On généralise cette notion a une fonction définie sur un ouvert U de C et & un
développement centré en un point zg de C : une fonction f est développable en série entiére
centrée en zg s’il existe r > 0 et une suite ("'")nem tels que

Vz € B(z0; ) F2)=> an(z—2)"
n=0

Fonction développable en série de Fourier Fonction égale en tout point & sa série de
*Fourier.

& DIRICHLET.

DEVELOPPEMENT

Développement d’un déterminant par rapport & une rangée Soit M = (m;)i; une
matrice carrée de i, (K). On note comM = (M;;);; sa comatrice. Alors, pour tout
j € [1; n], le déterminant de M se développe par rapport & la j-iéme colonne :

n
det M = Zmij Mij-
=1
De méme, pour tout i € [1; n], on a le développement par rapport & la i-iéme ligne

detM = Zmi]‘ I\/Iij.
Jj=1

1w COFACTEUR, COMATRICE, MINEUR.

Développement d’un réel en base décimale Tout réel positif peut s’écrire sous la
forme
2 a
n
= |z|+ —_—
Ed :L_“,I e

ot |z| désigne la partie entiére de x et ou, pour tout n € N*, 'entier an appartient a
{0,1,2,...,9}. Si I'on impose de plus que la suite (an)neN* ne soit pas stationnaire
en 9, alors cette écriture est unique et s’appelle le développement décimal propre de .
Les coefficients a, sont alors égaux &

_ l1onz) —10 [10"! 2]
- 10 '

An

Ezemple : Prenons z = 7 = 3,14159.... Alors

31-10-3 314 — 10 - 31
= =-=— =1 = =4 tei
[#=8 10 a2 100 ¢

REMARQUE : Un réel x est un rationnel si et seulement si la suite (a”’-)nefi* est ultimement
périodique, c’est-a-dire s’il existe deux entiers N et T tels que, pour tout n 2 N, on ait
An = An4T-

Développement en série entiére Soit f une fonction développable en série entiére.
Son développement en série entiére est 1’écriture de f sous la forme de sa série de Mac
Laurin :

> £(n)
Yz €]—r; +r] f(a:)zzi—'r—u(i)x"
n=0 :
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4 Une telle écriture se généralise en centrant la série en un point zg et/ou en I’étendant
4 un ouvert du plan complexe :

2 f(n)
VieBlaoir) @)=Y ) (o)

Développement en série de Fourier Soit f une fonction 27-périodique. Le dévelop-
pement en série de Fourier de f est I’écriture

VEER  f(t) =co+ Y (cne™ +cpe™),
n=1

ot les ¢, sont les coefficients de Fourier de f ; cette écriture est valable sous certaines
conditions de régularité de f, données notamment par le théoréme de *Dirichlet. 4 Le
développement en série de Fourier trigonométrique est 1’écriture

a oo
vVt € R @) = ?04-2 (ancosnt+bnsinnt),

n=1

avec les mémes restrictions de validité. 4 Parfois, ce développement désigne sim-
plement la série de Fourier, ou sa somme, que la fonction soit ou non égale & cette
somme.

= DIRICHLET.

DIAGONAL
Diagonale (principale) d’une matrice carrée d’ordre n Si M = (a5 );; est une matrice
carrée, sa diagonale principale est le n-uplet (a11,. .., ann) des coeflicients dont ’indice

de ligne est égal a l’indice de colonne.

Matrice diagonale Matrice carrée M = (a;;)i; dont les coefficients hors de la diago-
nale principale sont nuls : si ¢ # j, alors a;; = 0. On note parfois

A1 0---0
diag(A1,...,An) = 0/\2 0
0---0 Apn

DIAGONALISABLE

Matrice diagonalisable Une matrice carrée M € I, (K) est dite diagonalisable s’il
existe une matrice inversible P € GL,, (K) et une matrice diagonale D = diag(A1, ..., An)
telles que P~1MP = D. 4 Les *valeurs propres de M sont alors A1,..., An. De plus,
les colonnes Cy,...,Cy, de la matrice P sont des vecteurs propres pour M.

Endomorphisme diagonalisable Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soit
u € Z(E). On dit que u est diagonalisable s’il existe une base B = (e1,...,en) et des
scalaires A1, ..., An tels que u(e;) = A;e; pour i = 1,...,n, ce qui revient a dire que
sa matrice représentative dans B est diagonale :

A
mBat(f) = ( - /\n> :
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4 Les *valeurs propres de M sont alors Ay, ..., An, et B est appelée base propre pour u.
4 Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si sa matrice représentative
(dans une base quelconque) est diagonalisable.

= SEMBLABLE, VALEUR PROPRE, VECTEUR PROPRE, BASE PROPRE, POLYNOME CARACTERIS-
TIQUE, POLYNOME MINIMAL.

DIAGONALISATION

Diagonaliser un endomorphisme, c’est trouver une base propre pour cet endomor-
phisme, c’est-a-dire une base dans laquelle la matrice de I’endomorphisme est diago-
nale. 4 Diagonaliser une matrice M € 9y, (K), c’est trouver une matrice inversible
P € GLyn (K) telle que P~1MP soit diagonale.

Diagonalisation simultanée Une famille us,...,u, d’endomorphismes de E est dite
simultanément diagonalisable s’il existe une base dans laquelle les matrices de tous les
endomorphismes sont diagonales (base de diagonalisation simultanée). 4 Une famille
d’endomorphismes est simultanément diagonalisable si et seulement si :

— chaque endomorphisme est diagonalisable;

— ils commutent deux & deux.
REMARQUE : La diagonalisation simultanée a une grande importance théorique en méca-
nique quantique : elle correspond & ’observation simultanée de deux grandeurs compatibles,
comme la vitesse et I’énergie. Deux endomorphismes qui ne commutent pas correspondent a
deux quantités qui ne sont pas simultanément observables (position et vitesse, par exemple).
ww BASE PROPRE, POLYNOME CARACTERISTIQUE, POLYNOME MINIMAL, SEMBLABLE, VALEUR
PROPRE, VECTEUR PROPRE.

DIAMETRE

Diamétre d’une partie A bornée d’un espace vectoriel normé E  Nombre défini par

D(A) = SupAllﬂc —yll-
z,y€

Ezemple : Si A est une boule de rayon r d’un espace vectoriel normé réel, son diameétre est
égal a 2r.

Diamétre d’un cercle Corde maximale d’un cercle; segment [A; B] dont les ex-
trémités sont sur le cercle, et distants de 2r, ol 7 est le rayon du cercle. 4 Cette
définition est compatible avec la définition générale du diamétre d’une partie d’un
espace vectoriel normé, lorsque le plan est muni de sa structure euclidienne et de la
norme associée.
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Ezemple : Soient A et B deux points du plan affine euclidien. L’ensemble des points M tels
que MA - MB = 0 est le cercle de diamétre [A; B]. = LIGNES DE *NIVEAU.

DIFFEOMORPHISME

Difféeomorphisme entre deux intervalles Soient I, J deux intervalles ouverts de R.
Soit f : I — J. On dit que f est un ¥*-diffeomorphisme de I dans J si les trois
propriétés suivantes sont vérifiées :

— f est une bijection de I dans J;

— f est de classe €% sur I;

— 1 est de classe €% sur J.
4 Un ¥°-difféomorphisme est appelé homéomorphisme.

Difféeomorphisme entre deux ouverts Soient U et V deux ouverts de E = R™. Un
#1-difféomorphisme de U sur V est une application ¢ : U — V telle que :

—  est bijective;

— ¢ est de classe €' sur U;

— 1 est de classe ¥! sur V.
REMARQUE : Un difféomorphisme ne peut &tre établi qu’entre des ouverts d’un méme espace
vectoriel ou de deux espaces vectoriels de méme dimension.
Caractérisation des difféomorphismes Soient I et J deux intervallesde R. Si f: 1 —J
est bijective et de classe €%, alors c’est un @*-diffeomorphisme si et seulement si sa
dérivée ne s’annule pas sur I. 4 Si ¢ : U — V est une fonction, bijective et de classe €!
d’un ouvert U C R” vers un ouvert V C R", alors ¢ est un %'-difféomorphisme si et
seulement si son jacobien ne s’annule pas sur U.

w THEOREMES D’ *INVERSION LOCALE ET GLOBALE.

DIFFERENTIABLE

Soient 2 un ouvert de E = RP et f : 2 — F = R™ une application. On dit que f est
différentiable en un point a de §2 s’il existe une application linéaire u € Z(E, F) telle
que

fla+h) — f(a) —u(h) = o (||k]|)

quand h — 0. L’application u est unique : on ’appelle différentielle de f en a, ou
application linéaire tangente & f en a, et on la note df(a) ou dfa.

REMARQUES : Une fonction différentiable en a est nécessairement continue en a. 4 Si f est
différentiable en a, alors f admet une dérivée en a selon tout vecteur h; on a de plus la
formule Dy, f(a) = df(a)(h). ¢ Notamment, si f est différentiable en a, alors elle admet
des dérivées partielles en a. 4 Cependant, la réciproque est fausse : une fonction peut
trés bien ne pas étre différentiable, et admettre malgré tout des dérivées partielles en tous
points. Ainsi, posons et £(0,0) = 0 et f(z,y) = zy?/(z?+v°) si (z,y) # (0, 0). La fonction
f admet des dérivées partielles en tout point de R*, y compris en (0,0). Cependant, elle
n’est méme pas continue en 0, puisque par exemple f(ts,t) = 1/2t diverge quand ¢ tend
vers 0, et n’est donc a fortior: par différentiable.

DIFFERENTIELLE

Différentielle en un point Soit f : & — R™ une fonction de classe €* sur un ouvert
de RP. On suppose f différentiable en un point a de 2. La différentielle de f en a € Q2
est 'unique forme linéaire df(a) : RP — R™ vérifiant

fla+h)=f(a)+df(a)h+o(|R]).

(On note habituellement df(a).h au lieu de df(a)(h).) 4 Elle est reliée aux dérivées
partielles par la relation

P
df(a) :hr— Y :Ti(a) R
k=1
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ou encore, en notant (dz1,...,dzn) les formes coordonnées (c’est-a-dire la base duale
de la base canonique) :

P
dfa) =3 2L (a) dzy.

oz
k=1 k

REMARQUES : En utilisant le gradient, on peut également écrire df(a).h = Vf(a) - h.
4 Parfois, on note df, la différentielle en a, ce qui permet de noter dfa(h) 'image de h
par cette application.

Ezemple : Soit A € M, (R). La différentielle en A de l'application ¢ : M, (R) — My (R)
définie par @ : M — M? est dp(A) : H — AH + HA.

= APPLICATION *AFFINE TANGENTE, FORME DIFFERENTIELLE, GRADIENT, TAYLOR.
Différentielle La différentielle de f est 'application df qui & a € 2 associe df(a).
En utilisant les formes coordonnées, la différentielle de f s’écrit donc

n
of
df = For dzy.
k=1

Différentielle d’une composée Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés de
dimension finie et U un ouvert de E. Soient f : U = F et g : F — G deux applications
composables de classe €1, alors go f est également de classe %1 et sa différentielle est
donnée, en tout point a de U, par

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df(a).

REMARQUE : Cela implique notamment que la jacobienne de g o f (en un point a) est le
produit des jacobiennes de g (en f(a)) et de f (en a). Sous forme développée, cette relation
donne les régles usuelles de dérivation d’une fonction composée.

Equation différentielle s EquaTion.

Forme différentielle = ForME.

DIMENSION

Dimension d’un espace vectoriel Soit E un espace vectoriel. S’il admet une base de
cardinal n, alors toute base de E est de méme cardinal n. On dit alors que E est de
dimension finie et que sa dimension est dimE = n. 4 Si E n’admet aucune base de
cardinal fini, on dit que E est de dimension infinie.

Ezemple : K[X] est de dimension infinie, mais K, [X] est de dimension n + 1.

REMARQUE : Si E est de dimension finie, la dimension de E est égale au cardinal maximal

d’une famille libre, et au cardinal minimal d’une famille génératrice.

= CODIMENSION, GRASSMANN, RANG.

Espace Dimension
K" n
Kn[X] n+1
Mp,q(K) prq

Z(E,F) dimE x dim F
UV dimU +dimV
U+Vv dim U + dimV — dim(U N V)
ExF dimE + dimF

TABLE 2 — Quelques formules concernant la dimension des espaces vectoriels. Les
espaces U et V sont des sous-espaces vectoriels d’un méme espace vecto-
riel.
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DIOPHANTIENNE

Equation diophantienne Equation algébrique & coefficients entiers dont on cherche
les solutions entiéres.

1w ALGEBRIQUE, FERMAT.

DIRAC Paul Adrien Maurice (1902—1984)
(Physicien et mathématicien anglais)

Suite de Dirac  Soit (¢n),cy une suite de fonctions de R dans R, continues par
morceaux, positives, intégrables et d’intégrale égale a 1 telles que, pour tout réel
€ > 0, la suite (¢n),, oy converge uniformément vers 0 sur | —oo; —¢] et sur [&; 400 .
4 Synonyme : suite d’approzimations de l'unité

REMARQUES : Si f est une fonction bornée et continue en 0, alors
. +oc —
Tim_ [+ £(1) on (1) dt = £(0).

4 Plus généralement, si f est continue et bornée, alors f * ¢, existe pour tout n € N
et la suite de terme général f * ¢, converge uniformément vers f sur tout compact de R.
4 La définition d’une suite de Dirac peut étre étendue en abandonnant certaines hypothéses
(positivité de la fonction) ou en les affaiblissant (on remplace la convergence uniforme par

la condition : nli_)mw fj’; f = 1 pour tout £ > 0). On calcule alors [ f ¢, pour des classes
plus restreintes de fonctions f : fonctions & support compact par exemple.

wz?

Ezemple : Notons ¢ : & — e~

et @n @ & = np(nwz). Alors la suite (¢n),cyx est une
suite de Dirac.

= CONVOLUTION, WEIERSTRASS.

DIRECTE
Base directe s ORIENTATION.

Somme directe = SomME.

DIRECTION
Direction asymptotique = AsYMPTOTIQUE.

Direction d’une droite Soit £ une droite du plan, de ’espace ou d’un espace vec-
toriel E quelconque. Cette droite est entiérement caractérisée par la donnée de deux
de ses points, A et B, distincts, ou bien d’un point A et d’un vecteur « non nul. La
direction de 2 est alors la droite vectorielle

D = Vect(AB) ou D = Vect(u).

On dit également que 2 est une droite affine de direction D.
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/

Direction d’un sous-espace affine Soit &/ un sous-espace affine d’un espace affine &
sur un espace vectoriel E. La direction de 7 est le sous-espace A C E auquel & est
attaché. 4 Sia € &, alors & = a+ A.

DIRECTRICE

= BELLIPSE, HYPERBOLE, SURFACE DE “REVOLUTION.

DIRICHLET Peter Gustav Lejeune- (1805-1859)
(Mathématicien allemand)

Fonction de Dirichlet Nom donné & deux fonctions distinctes. La fonction x de
Dirichlet est définie sur R par : x(z) = 1 si  est rationnel, et x(z) = 0 sinon. C’est
donc l'indicatrice de 'ensemble Q ; elle n’est continue en aucun point. 4 La fonction 7
de Dirichlet, également appelée fonction de Riemann alternée, est définie sur R** par

Vs > 0 n(s) = Z (_1)71.
n=1

nS

= ZETA.

Noyau de Dirichlet Pour tout entier n et tout u réel, notons

| . 1 sin [(n+ 2)u
Dn(u) - Z e——lk:’u, — = [( 2) ]
2m 2w sin(u/2)
k=—n
(voir figure 31). Si f est une fonction continue par morceaux et 2m-périodique, sa
n-idéme somme partielle de *Fourier est alors donnée par convolution de f avec Dp :

Snf(z) = /7r f(u) Dn(z — u) du.

Théoréme de Dirichlet Soit f : R — C une fonction de classe %1 par morceaux et
2m-périodique. La série de Fourier converge simplement sur R et a pour somme la
fonction régularisée de f définie par

7,y def. 1

Foy & S (1) + £¢7),

oul 'on a noté

fET) = lim f(t4+h) et f(ET)= lim f(t—h).
h—0+ h—0Tt
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Fig. 31 — Les noyaux de Dirichlet d’indice 4, 8 et 12.

4 En d’autres termes, en notant (cn)nez les coefficients de Fourier de f, on a :

(FED) +£67)).

N[ =

(o)
vt € R co + Z (cnei"t + c,ne*i"t) —
n=1
4 En notations trigonométriques :

(FaM) + £7)).

N |

oo
vt e R QEO—I—;(ancosnt—i—bnsinnt) =

REMARQUE : Sans la condition de régularité de la dérivée, il n’est généralement pas possible
de conclure & la convergence de la série de Fourier. On sait d’ailleurs qu'il existe des fonctions
continues et 2m-périodiques dont la série de Fourier peut diverger en un point.

DISCONTINUITE

Point de discontinuité d’une fonction Point en lequel la fonction n’est pas continue.
4 Dans le cas d’une fonction de la variable réelle, la fonction peut admettre en ce
point une limite & gauche et une limite & droite. On parle alors de discontinuité de
premiére espéce. Elle peut également ne pas admettre de limite & gauche ou & droite
(discontinuité de deuxiéme espéce).

A A

Y

Fig. 32 — Discontinuités de 1™ et de 2¢ espéce.

Ezemples : La fonction z + sin(1/z) admet en 0 une discontinuité de deuxiéme espéce.
4 La fonction « signe », qui & = associe 1 siz >0,0siz=0et —1 si z < 0, admet en 0
une discontinuité de premiére espéce.
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REMARQUES : Le théoréme de Darboux implique que, si f cst une fonction dérivable mais
non de classe €, la dérivée f’ ne saurait admettre de discontinuité de premiére espéce (elle
ne vérifierait pas la propriété des valeurs intermédiaires). 4 Si f : I — R est une fonction
croissante de la variable réelle, alors ses discontinuités éventuelles sont toutes de premiére
espéce; I’ensemble de ses points de discontinuité est alors nécessairement dénombrable.

DISCRET

Par opposition & « continu », le mot « discret » est parfois utilisé pour « dénombrable ».
4 La discrétisation est le passage d’un modéle continu & un modéle discret d’un
systéme.

Ezemple : Lorsque l'on ne sait pas résoudre une équation différentielle (c’est-a-dire, dans la
plupart des cas!), on peut tenter d’en obtenir une solution numérique approchée. Pour cela,
on discrétise le temps, c’est-a-dire qu’on remplace la variable continue ¢ € [a; b] par une
variable discréte t1, ..., %, & valeurs dans [a; b] — vérifiant par exemple tp41 — i = Cte,
On cherche alors une valeur approchée des f(tx) en écrivant des relations (toujours ap-
prochées) entre ces valeurs, basées sur des approximations de type Taylor. (i METHODE
D’*EULER.) 4 On peut également calculer une valeur approchée d’intégrale par discrétisa-
tion : méthode des trapézes, de Simpson, etc. (== SiMPsON, TRAPEZES.)

Partie discréte d’un espace vectoriel normé Partie dont tous les points sont *isolés.
Ezemple : Z est une partie discréte de R.

Variable aléatoire discréte Variable aléatoire X dont 'image X(2) est un ensemble
réel fini ou dénombrable.

DISCRIMINANT
Le discriminant d’un polynéme du second degré P = aX? + bX + ¢ est A = b? — 4ac.
C’est une quantité qui apparait naturellement lors de la mise sous forme canonique

de P(X) :
b\? A
Pl = X | =i
X)=a ( + 2a> =
Si § est une racine carrée (dans C) de A, alors
-b-46 —b+6
P(X)=a(X ~ /\)(X — ) avec A= et pu= o+ )
2a 2a

DISJOINTS
Deux parties A et B d’un ensemble E sont disjointes si leur intersection est vide :
ANB=g.

DISQUE

Disque ouvert de convergence Soit Y an 2™ une série entiére de rayon r > 0. Le
disque ouvert B (0; 7) est appelé disque ouvert de convergence. 4 Sur ce disque, la
série entiére converge absolument ; elle converge normalement sur tout compact inclus
dans ce disque. Notamment, la somme de la série entiére est de classe ¥ sur le disque
ouvert de convergence.

1w CERCLE DE CONVERGENCE, RAYON, THEOREME RADIAL D' *ABEL.

DISTANCE
Distance sur un ensemble E Application d : E x E — R vérifiant les propriétés :
- Séparation : d(xz,y) = 0 si et seulement si z = y;

- Symétrie : d(z,y) = d(y,z);
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— Inégalité triangulaire : d(z, z) < d(z,y) + d(y, z).
Ezemple : L’application (z,y) — |y — z| /(1 + (z — y)?) définit une distance sur R.
w5 ESPACE *METRIQUE.
Distance sur un espace vectoriel normé (E, ||-||) Application d : (z,y) — ||z — y||.

Distance entre deux parties d’un espace vectoriel normé Soient A et B deux parties
d’un espace vectoriel normé; la distance de A 4 B est

d(A; B) = inf lla —b].
(a,b)eAXB

Distance entre un point et une partie A d’un espace vectoriel normé Borne infé-
rieure des distances de z & tous les points de A :

d(z 5 A) = inf o —al .

REMARQUE : Dans un espace vectoriel normé complet (par exemple, en dimension finie), la
distance 4 un fermé est atteinte.
Distance entre un point et une droite Soit 2 une droite affine du plan euclidien R2,
d’équation az + by + ¢ = 0 dans un repére orthonormé (O, ¢, 7). Soit Mo(zo, yo) un
point du plan. Alors
_lazo + byo + ¢

VaZ 12

4 Si 9 est définie par un point A et un vecteur directeur u, la distance de Mgy a D
est

d(Mop ; 2)

| Det(AMy, u)|
[l '
Distance entre un point et un plan de I’espace Soit & un plan affine de 'espace

euclidien R3, d’équation az + by + cz + d = 0 dans un repére orthonormé (0,4,3, k).
Soit Mo(zo, ¥0, 20) un point du plan. Alors

dMo ; 2) =

_lamo + byo + cz0 + d|
VaZ o2+

4 Si 2 est définie par un point A et un vecteur directeur wu, la distance de Mg a D
est

d(Mg ; P)

| AMo A

HMo s B) =

DIVERGENCE
Soit f : R® — R3 un champ de vecteurs de classe €'. Notons f = (fz, fy, f=) ses
composantes. Sa divergence est la quantité scalaire

0 0, 0

4 Elle est égale a la trace de la jacobienne (et donc de la différentielle) de f.

REMARQUES : La divergence d’un champ de classe %' est une quantité intrinséque : elle
peut se calculer, via un changement de variables, dans toute base orthonormée directe; le
résultat du calcul ne dépend pas de la base orthogonale choisie pour le calcul des dérivées
partielles. 4 Une extension du théoréme de Poincaré nous assure que, si f est un champ
de divergence nulle sur un ouvert étoilé Q2 de R?, alors il dérive d’un potentiel vecteur A,
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c’est-a-dire qu’il existe un champ vectoriel A de classe %2 sur Q tel que f = rot A. 4 Ceci
a une application immédiate en électromagnétisme. Une des équations de Maxwell étant
divB = 0, on en déduit que le champ magnétique dérive d’un potentiel vecteur (du moins
si l'on travaille dans l'espace R®).

1z GRADIENT, LAPLACIEN, NABLA, ROTATIONNEL.

DIVISEUR

Diviseur d’un entier Soient a et b deux entiers relatifs. On dit que a est un diviseur
de b, ou que a divise b, ou encore que b est un multiple de qa, s'il existe n € Z tel que
na = b. On note alors « alb ».

w AssociEs, DiIvisIoN *EUCLIDIENNE, PGCD.

Diviseur d’un polynéme Soient P et Q deux polynémes de A[X], olt A est un anneau
commutatif. On dit que P est un diviseur de Q, ou que P divise Q, ou encore que Q
est un multiple de P, s’il existe T € A[X] tel que TP = Q. On note alors « P|Q ».

i Associis, DIVISION *EUCLIDIENNE, PGCD.

Diviseur de zéro = ZERO.

DIVISION

Division euclidienne = EUCLIDIENNE.

DOMINANTE

Matrice 4 diagonale dominante sur les lignes Matrice carrée M = (my;;) telle que,
pour tout i € [1; n], on ait [myi| > 37, Imij|. Une telle matrice est inversible. 4 La
matrice M est diagonale dominante sur les colonnes si *M est dominante sur les lignes,
pour tout i € [1; 7], on a [mis| > 30, ; Imyil.

3 2 0
Exemple : La matrice {1 —5 3| est dominante sur les lignes.
2 -3 6

= HADAMARD.

DOMINATION

Domination uniforme Soient A une partie d’un espace vectoriel normé (généralement,
A est un intervalle de R) et I un intervalle de R. Soit f : A x I — K une fonction. On
dit que f est uniformément dominée par ¢ : I — R¥ si

VzeA Vtel  |[f(zt)| < olt)

C’est la « version continue » de la notion de domination d’une suite de fonctions, et
elle sert & montrer la continuité d’une intégrale & paramétre.

= LEIBNIZ.

DOMINEE

Fonction dominée par une autre Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A une
partie non vide de E, a € E adhérent & A, f une application définie sur A & valeurs
dans F et ¢ une fonction définie sur A & valeurs dans R. On dit que f est dominée
par ¢ au voisinage de a s’il existe un réel M et un réel 7 > 0 tel que, pour tout z dans
B(a;r)NA, on ait ||f(z)|] < M|p(z)|. On écrit

f@)= O (v®) ou f=O().
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REMARQUE : Si ¢ ne s’annule pas au voisinage de a, cette propriété est équivalente a : f/p
est bornée au voisinage de a.

Norme dominée par une autre Sur un espace vectoriel E, une norme N est dite do-
minée par la norme N’ s’il existe o > 0 tel que N < aN’, c’est-a-dire si N(z) < oN'(z)
pour tout 2 € E. 4 Si N’ domine N, toute suite convergente de (E,N’) est une suite
convergente de (E, N).

Exzemple : Notons E I’espace des fonctions continues sur [a; b] et & valeurs réelles. Notons
1/llo = suPsefa;v) [F@)] et £y = [ 1f]. Alors ||} < (b= a) |||l Notamment, la
convergence uniforme dans E entraine la convergence en moyenne.

s NORMES *EQUIVALENTES.

Suite dominée par une autre Soit u = (un), ¢y Une suite & valeurs dans un espace
vectoriel normé E et soit o = (an)nGN une suite & valeurs réelles. On dit que la suite
('u,,,,)nGN est dominée par la suite (an)ﬂEN s'il existe un réel A € Rt et un entier
N € N tel que ||un|| < Alan| pour tout n > N. 4 On écrit alors, avec les notations
de Landau,

un, = O(am) ou u = O(a).

REMARQUE : Si la suite (an), ¢y ne s’annule pas, alors un = O(an) si et seulement si la
suite de terme général u, /an, est bornée.

s HARDY, NEGLIGEABLE.

Suite de fonctions dominée par une fonction Une suite (fn),cy de fonctions I —+ K
est dominée par une fonction ¢ : I — R* si |f| < ¢ pour tout n € N.

s THEOREME DE *CONVERGENCE DOMINEE.

Théoréme de convergence dominée Soit (fn),cn une suite de fonctions & valeurs
dans K, eontinues par morceaux et intégrables sur un intervalle I. Si (fn),, cy converge
simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I et s’il existe une
fonction ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur I telle que |fn| < ¢ pour
tout n € N (on dit que ¢ domine la suite (fr), cy) alors f est intégrable sur I et 'on
peut permuter limite et intégrale :

/f:/lim fn= lim /an

IFig. 33 — Théoréme de convergence dominée. La fonction ¢, intégrable, domine la
suite de fonctions de terme général f,, ainsi que sa limite f.
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DOUBLE
Racine double Racine d’ordre 2.
Intégrale double = CHANGEMENT DE VARIABLE, FUBINI, INTEGRALE, JACOBIEN.

Théoréme de la double limite = LimiTE.

DROITE
Droite d’Euler = TRIANGLE.
Droite de régression linéaire = REGRESSION.

Droite vectorielle Espace ou sous-espace vectoriel de dimension 1.

DUAL

Dual d’un espace vectoriel E Espace vectoriel E* des formes linéaires sur E.
REMARQUE : Si E est de dimension finie, E* est de méme dimension que E, et ces deux
espaces sont donc isomorphes.

Base duale & Bask.

DUHAMEL Jean-Marie Constant (1797-1872)
(Mathématicien et physicien frangais)

Régle de Raabe-Duhamel Soit ) un unc séric & termes réels strictement positifs.
On suppose que Un+1/un admet le développement limité

u 1
da 0o R é +o0 <_> .
Un n n
Si B > 1, alors la série > un converge. Si 8 < 1, alors la série Y un diverge. 4 Cette
régle permet donc d’affiner celle de d’Alembert.
2.4.6---2n ) Unt1 1 1
Ezemple : La série ————— divergecar ——— =1 - — - ).
P Zl~3~5--~(2n+1) A T W
REMARQUE : Si 8 = 1, on ne peut en général pas conclure. Si toutefois ’on peut affiner le

développement sous la forme

Yntr _, 1
U s T

ou la série > v, converge absolument, alors la série Y u, diverge.

DUNFORD Nelson (1906—1986)
(Mathématicien américain)

Décomposition de Dunford Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie, et
u un endomorphisme de E. Alors, il existe un unique couple (d,n) d’endomorphismes
tel que : u = d + n, d est diagonalisable, n est nilpotent et dn = nd. 4 Cette
décomposition est également appelée décomposition d+mn ou décomposition de Jordan-
Chevalley.

REMARQUE : Les endomorphismes d et n peuvent s’exprimer comme des polyndémes en u.
4 Ce théoréme s’étend & un espace vectoriel réel, pour peu que le polynéme minimal de u
soit scindé. 4 La partie diagonalisable de u s’exprime simplement en décomposant ’espace
ambiant E comme la somme directe des sous-espaces vectoriels *caractéristiques de u : la
restriction de d & chaque sous-espace F»(u) est ’homothétie de rapport A. En d’autres
termes, si ’on note py le projecteur sur le sous-espace caractéristique F (u) parallélement
aux autres sous-espaces, alors d = >, Apa.

E

E
La lettre « e » désigne un nombre que ’on peut définir (de fagon équivalente) comme :
— la base de la fonction logarithme népérien : c’est donc 'unique réel dont le
logarithme vaut 1;
— la valeur de la fonction exponentielle en 1, c’est-a-dire la somme

oo
1
o=,
n!
n=0
1 EXPONENTIELLE, LOGARITHME.

ECART-TYPE

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2; son écart-type est la
racine carrée de sa variance : o(X) = /V(X). 4 L’écart-type mesure la dispersion
des valeurs prises par X autour de la valeur moyenne. Il s’exprime dans les mémes
unités que X (si X a la dimension d’une longueur, alors o(X) a la dimension d’une
longueur).

REMARQUE : Si X admet un écart-type nul, alors X est presque stirement égale & sa valeur
moyenne m = E(X).

1o CORRELATION, REDUITE.

ECHANTILLON
Une suite (X;)1gign de variables aléatoires indépendantes et de méme loi qu'une
variable aléatoire X s’appelle un n-échantillon de X.

s KSTIMATEUR.

EGALITE
1 ACCROISSEMENTS FINIS, LAGRANGE, MOYENNE, PARSEVAL, PARALLELOGRAMME.

ELEMENTAIRE

Fonctions symétriques élémentaires = SYMETRIQUE.

Opérations élémentaires Considérons une matrice M € M ¢(K) et un vecteur co-
lonne B € My, 1(K) ou, de maniére équivalente, un systéme linéaire 4 p lignes et ¢
inconnues, représenté matriciellement par 1’équation MX = B. Notons symbolique-
ment L; la i-iéme ligne du systéme (avec son second membre). Alors, les opérations
suivantes transforment le systéme . en un systéme .’ équivalent : elles ne changent
donc ni le rang du systéme, ni I’ensemble de ses solutions.

— transvections élémentaires L; <— L; + AL; avec j #1;

— dilatation élémentaire L; < AL;, A #0;

— transposition L; <> L.
Du point de vue matriciel, ces opérations reviennent & multiplier & gauche la matrice A
par une matrice élémentaire :

— matrice de transvection Tyi;(A) = In + AE;j ;

— matrice de dilatation D;(\) = diag(1,...,A,...,1);




