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Y(t1),v(t2),...,¥(tn). Sil’ensemble {£(c) ; o € C} est borné, l’arc ~ est dit rectifiable. La
longueur de ’arc £ () est alors la borne supérieure de cet ensemble.

Fig. 61 — Ligne polygonale inscrite dans une courbe rectifiable.

LU

w DEcomposITION LU,

MACHIN  John (1680-1751)

(Mathématicien et astronome anglais)

Formule de Machin 1 1
L. 4 Arctan — — Arctan —.
4 5 239

4+ Combinée & un développement de Taylor de la fonction Arctan, cette formule

permet d’obtenir une série convergeant rapidement vers w. 4 Machin put calculer

100 décimales de 7 en 1706 grice & cette formule, plus efficace que la série originelle
de Gregory

oo
™ (=1~
— = Arctanl =
4 Z 2n+1
n=0
précédemment utilisée.

MAC LAURIN  Colin (1698-1746)
(Mathématicien écossais)

Formules de Mac Laurin Autre nom donné aux diverses formules de Taylor, Porigine

Gltant prise en 0. = TAYLOR.

Formule de Mac Laurin pour un polynéme Si P € K,[X], alors on a la formule
oxacte

n! k!

(n) n_ pk)
P=PO)+POX++ QD yn = 3 PO i
k=0

MAJORANT

Majorant d’une partie Soit (X, <) un ensemble ordonné, et soit A une partie de X.
Un majorant de A est un élément m de X tel que a < m pour tout a € A.

R1:MARQUE : Un majorant de A n’a pas besoin d’étre dans A, contrairement au plus *grand
¢lément de A (s'il existe).

Majorant d’une partie A de R Nombre réel m tel que a < m pour tout élément a
de A. 4 Tout réel m’ > m est encore un majorant de A.
Majorant d’une fonction f a valeurs dans R Majorant de I'image de f.

s« BORNE SUPERIEURE.

Majorant d’une suite (u”"')nEN réelle Réel m tel que unp, < M pour tout n € N.
4 C’est donc un majorant de I'ensemble {u, ; n € N}.

MAJORE
Partie majorée Partie d’un ensemble ordonné qui admet un majorant.

Suite majorée Suite réelle dont I’ensemble des termes admet un majorant. 4 Toute
suite réelle croissante majorée est convergente.
Fonction majorée Fonction réelle admettant un majorant.

REMARQUE : Toute fonction f : [a; b[ — R croissante et majorée admet une limite en b, qui
est également sa borne supérieure. Toute fonction f : ]a; b] — R décroissante et majorée
admet une limite en a, qui est également sa borne supérieure.
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MANDELBROT Benott (1924—2010)

(Mathématicien franco-américain, né en Pologne)

Ensemble de Mandelbrot Pour tout nombre complexe ¢, considérons la suite (zn) neN
définie par zg = 0 et la relation de récurrence zn41 = zn2 + ¢. L’ensemble des com-
plexes c tels que la suite associée est bornée constitue I’ensemble 99t de Mandelbrot.
4 Cet ensemble posséde de nombreuses propriétés intéressantes : c’est un ensemble
fractal, connexe, dont le bord est de longueur infinie. 4 De nombreuses propriétés
arithmétiques lui sont attachées; un certain nombre de conjectures restent encore a
démontrer.

w5 JULIA.

Fig. 62 — L’ensemble de Mandelbrot (en haut a gauche, en noir ; I’axe réel est axe de
symétrie de I’ensemble) et quelques agrandissements successifs. Des repro- -
ductions (déformées) de l’ensemble tout entier sont visibles & trés petite
échelle. Tout ce qui est en couleur est en dehors de I’ensemble 901; les dif-
férentes couleurs traduisent la vitesse de divergence de la suite (zn)neﬁ'

MARKOV Andrei Andreievitch (1856-1922)

(Mathématicien russe)

Chaine de Markov Considérons une suite (Xn),cy de variables aléatoires, prenant
des valeurs dans un ensemble I d’indices (par exemple, I = [1; d]), dont I'interprétation
est la suivante : le systéme étudié est dans I’état X, au temps discret n. Cette suite
posséde la propriété (faible) de Markov si, pour tout n € N et pour tous indices
J,90,%81, -y In—1,%n €1,

P[Xn+1 =7 | Xo =10, Xn-1 =in—1,Xn :in] = P[Xn+l :j‘xn:in]-

En d’autres termes, pour déterminer le futur immédiat (X, 41), seule la connaissance
du présent (X») est utile, la connaissance du passé (Xo,...,Xn—1) étant inutile :
le systéme évolue avec une « mémoire courte » (une étape). La suite (Xn),cy est
appelée chaine de Markov. 4 Cette chaine de Markov est dite homogeéne si de plus,
la loi d’évolution du systéme ne dépend pas du temps :

Vi,j €Il VYneN PXnt1=7|Xn=14=P[X1 =j|Xo=1]=pij.

195 MATRICE

Dans ce cas, la matrice P = (p;;) est appelée matrice de *transition de la chaine ; c’est
une matrice *stochastique : la somme des coeflicients sur chaque ligne vaut 1. L’étude
asymptotique des états du systéme quand n — co est ramené & 1’étude du sous-espace
propre associé a la valeur propre 1 de la matrice P.

REMARQUE : La notion de chaine de Markov a été introduite par Andrei Markov qui étudiait
la loi régissant la probabilité d’apparition d’une lettre de I’alphabet cyrillique, connaissant la,
lettre précédente, dans le roman en vers Fugéne Onéguine de Pouchkine. Elle est devenue un
concept essentiel dans de nombreux problémes scientifiques, depuis le mouvement brownien
(avec applications a la physique des particules aussi bien qu’a 1’6conomie) et la physique
statistique, jusqu’a des problémes d’informatique théorique ou appliquée (PageRank) ou
de biologie mathématique.

= TRANSITION.

Inégalité de Markov Soit Y une variable aléatoire & valeurs positives, admettant une
espérance. Alors, pour tout ¢t > 0,
tP[Y > t] < E(Y).

4 On peut I’écrire sous la forme suivante : soit X une variable aléatoire réelle admettant
une variance. Alors, pour tout € > 0,
E(X?)

PIX| > < =5

4 Cette inégalité permet notamment de démontrer ’inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

MATRICE

Soient p et ¢ deux entiers. Une matrice & p lignes et g colonnes sur un corps K, ou
(p, ¢)-matrice, est un pg-uplet d’éléments de K, indicé par [1; p] X [1; q]. La matrice
A = (aij)ieq1; p] est notée sous forme de tableau

j€ll;ql
a1 a2 - Glig
a1 ag2 -+ G2q
A=
Gpl  ap2 "' Gpq
4 La (1, ¢)-matrice (ax1 ag2 ... Grq) est la k-iéme ligne de A. 4 La (p, 1)-matrice
Y(a1k @k ... apk) est la k-iéme colonne de A. 4 On définit la somme de deux

matrices & méme nombre de lignes et de colonnes A = (a;;)s; et B = (by;)45, et le
produit par un scalaire A :

M+ B = ()\aij —+ bij)ij-

Muni de ces deux opérations, I’ensemble M, 4(K) des matrices & p lignes et g colonnes
sur K est un K-espace vectoriel de dimension finie pg. 4 Muni du *produit matriciel,
Pespace vectoriel 9, (K) des matrices carrées a n lignes et n colonnes est une algébre
(non commutative dés que m > 2). 4 Les (p,q)-matrices représentent de maniére
univoque les applications linéaires d’un espace vectoriel E de dimension ¢ dans un
espace vectoriel F de dimension p, une fois ces espaces munis d’une base chacun.
= MATRICE REPRESENTATIVE D’UNE APPLICATION LINEAIRE.

= ADJOINT, TRANSCONJUGUEE, TRANSPOSEE.
Matrice carrée Une matrice est dite carrée lorsqu’elle posséde autant de lignes que
de colonnes. 4 Les matrices carrées permettent notamment de représenter des endo-

morphismes d’un espace vectoriel de dimension finie. 4 I’ordre d’une matrice carrée
est le nombre de ses lignes (ou de ses colonnes).
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Matrice des variances-covariances Soit X1, ..., Xy des variables aléatoires admettant
une espérance et une variance. La matrice des variances-covariances est la matrice de
M, (R) de coefficients m;; = Cov(X;,X;). 4 Elle est symétrique et ses coefficients
diagonaux sont les variances V(X;). 4 C’est une matrice *symétrique positive (ses
valeurs propres sont toutes positives). Si de plus il n’existe aucune relation affine
presque siire entre les variables, alors elle est définie positive.

Matrice diagonale Une matrice est diagonale lorsque seuls ses coefficients diagonaux
sont non nuls. 4 Les coefficients nuls de la matrice sont fréquemment omis, et on
note habituellement une matrice diagonale sous la forme

A1
dia’g(kl’---,An):
An

= DIAGONALISABLE.

Matrices équivalentes Deux matrices A et B sont équivalentes s’il existe deux ma-
trices P et Q inversibles telles que A = P~1BQ.

REMARQUES : Les matrices A et B ne sont pas nécessairement carrées; les matrices P et
Q doivent avoir une taille compatible avec les produits effectués. 4 Deux (p, g)-matrices
sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang. ss DEcomposITION PJ-Q, RaNG.
4 Le relation & définie par AZb si et seulement si A et B sont équivalentes, est une relation
d’équivalence; les classes d’équivalences modulo £ sont les ensembles de matrices de méme
rang.

Matrice hessienne = HESSIENNE.

Matrice inversible Une matrice carrée A € 9, (K) est dite inversible s’il existe une
matrice B € M, (K) telle que AB = BA = I,. On note alors B = A~!. 4 L’ensemble
des matrices inversibles de My, (K) est noté GLn (K).

REMARQUES : S’il existe une matrice B € M, (K) telle que AB = I,, alors nécessairement
BA = I,, et B est 'inverse de A. De méme, s’il existe une matrice B telle que BA = I,,
alors AB = I,,. 4 La matrice représentative d’un endomorphisme u € #Z(E) est inversible
si et seulement si u est un automorphisme. -

5> (GROUPE LINEAIRE.
Matrice jacobienne s JACOBI.
Matrice orhogonale = ORTHOGONAL.

Matrice de passage Soient B = (b1,...,bn) et C = (c1,...,cn) deux bases d’un
espace vectoriel E de dimension finie n. La matrice de passage de B & C est la matrice
représentative de la famille C dans la famille B.

cq co Cn
mi1 mi2 - Mmia\ M
ma1 M2z - Mman | b
P = Pass(B,C) = ’
Mn,1 Mmn 2 Mn,n by,

n
REMARQUES : Avec ces notations, c; = >~ msj; b; ; on retiendra que la matrice de passage
i=1

de B a C permet d’exprimer les vecteurs de la base C dans ceux de la base B. 4 Une telle
matrice est inversible, et son inverse est P~ = Pass(C,B). 4 La matrice P = Pass(B, C)
est également la matrice représentative de I’identité dans les bases C et B (dans cet ordre!) :

Pass(B,C) = Iélqaét(ld).
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Matrice représentative d’une famille de vecteurs Soit F un espace vectoriel de di-

mension finie p, muni d’une base C = (c1,...,¢p). Soit (z1,...,Zn) une famille de n
vecteurs de F. La matrice représentative de la famille (z1,...,z») dans la base C est
la (p,n)-matrice M = (m;)1<igp telle que :
1<jsn
pour tout j € [1; n], les coefficients m1j,. .. ,Mp; représentent les coeffi-

cients de z; dans la base C.

En d’autres termes, pour tout j € [1; n], le vecteur z; se décompose de maniére
unique en

p
;=Y myjc.
=1

On peut ainsi lire, & méme la matrice, le vecteur colonne représentant z; dans la
base C :

mi1 mij Min
ma1 mao; mon
M=
Mp1 -+ Mpj -+ Mpn
T

vecteur x;

« vu dans C »

Matrice représentative d’un vecteur Soit E un espace vectoriel de dimension finie n,

muni d’une base B = (b1, ...,bn). Soit z un vecteur de E : ce vecteur se décompose
. n

de maniére unique sous la forme z = 3 zj bg. Sa matrice colonne représentative
k=1

(ou vecteur colonne représentatif) dans la base B est la (n, 1)-matrice de coefficient
mg1 = Tk pour k =1,...,n. Ainsi,

z1
o n
X:mBat(a:): = x:szbk.
k=1
Tn

Matrice représentative d’une application linéaire Soient E un espace vectoriel de
dimension ¢, muni d’une base B = (b1,...,bq), et F un espace vectoriel de dimension p,
muni d’une base C = (c1,...,¢p). Soit f € £ (E,F). La matrice représentative de f
dans les bases B et C est la (p, g)-matrice m = matg c(f) représentative de la famille
(f(bl),l.‘,f(bq)) dans la base C. ‘

mi1 .- M1 o Mg
mz1 - 2 s M2g
M=
Mpl -+ Mpj - Mpg
T

vecteur f(bj )
« vu dans C »
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P
4 On a donc f(b;) = Y myjc; pour tout j € [1; gq]. 4 Afin de rappeler le réle des
i=1

bases B et C, on écrit parfois

for)  flb2) o flbg)

mi1 mi2 0 Mlg\ €l

m2,1 m2 2 m2.q 2
M =

Mp,1 Mp,2 Mp,q Cp

4 Si z est un vecteur de E, représenté dans la base B par un vecteur colonne X, alors
y = f(z) est représenté dans C par le vecteur colonne Y = MX.

REMARQUE : En utilisant la base C* duale de C, les coefficients de la matrice s’écrivent
formellement m;; = c} (f(bs)).

Matrice représentative d’'un endomorphisme Soit E un espace vectoriel de dimension
finie n. Trés souvent, on choisit de représenter un endomorphisme par une matrice en
utilisant la méme base B au départ et & ’arrivée; on note alors matg(f) sa matrice
représentative, c’est-a-dire

fler) fle2) -+ flen)

mi,1 mi2 o Mia\ el

mo1 Mmo2 - Man | e
A= '

Mn,1 mMn,2 Mn,n En

REMARQUE : En utilisant la base B* duale de B, les coefficients de la matrice s’écrivent for-
mellement m;; = b} (f(b;)). 4 Si E est muni d’une structure euclidienne et si (e1, ..., en)
est une base orthonormée de E, alors le calcul des coordonnées selon les vecteurs de base
se fait par produits scalaires : m;; = (e;|f(e;))-

Matrice représentative d’une forme bilinéaire ¢ ~Matrice & € MM, (R) définie par
®;; = p(ei,e;), olt (e1,...,en) est une base d’un espace vectoriel euclidien E. 4 Si ®
est une forme bilinéaire symétrique, alors sa matrice représentative (dans n’importe
quelle base) est symétrique.

Matrice stochastique Une matrice M € 91, (R) est dite stochastique sur les lignes
si ses coefficients sont tous positifs et si la somme des coefficients sur chaque ligne
est égale & 1. 4 Si M est stochastique, alors le vecteur X = (1 1 --- 1) est vecteur
propre pour la valeur propre 1. 4 De plus, pour toute valeur propre A de M, [A| < 1.
4 Une matrice M € 9, (R) est dite bistochastique si elle est stochastique, ainsi que
sa transposée.

iz MARKOV, T'RANSITION.
Matrice symétrique = SYMETRIQUE.

Matrice triangulaire (supérieure) Matrice carrée A = (as5);,; telle que a;; = 0 pour
tous 14,7 tels que 4 > j. 4 On la note symboliquement

aplp k - %
0 age -. -
A - .22.

*

0 -+ Oann
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4 Une matrice carrée est dite triangulaire supérieure stricte si elle est triangulaire
supérieure et si tous ses coefficients diagonaux sont nuls. 4 Une matrice carrée est
triangulaire inférieure si sa transposée est triangulaire supérieure.

REMARQUEs : L’ensemble des matrices triangulaires supérieures est stable par multipli-
cation : si A et B sont triangulaires supérieures, alors le produit AB est triangulaire
supérieure, et ses coefficients diagonaux sont donnés par (AB);; = a;; b;;. 4 Une ma-
trice triangulaire supérieure est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux
sont non nuls. Si c’est le cas, alors son inverse est encore triangulaire supérieure. 4 Le
spectre d’une matrice triangulaire supérieure est ’ensemble de ses coefficients diagonaux :
SpA:{aii; lglg?‘b}

Matrices semblables s SEMBLABLES.

MAXIMALE

= SOLUTION MAXIMALE.

MAXIMUM

Maximum d’un ensemble ordonné Soit (A, <) un ensemble ordonné. Un élément
m € A est appelé maximum de A, ou plus grand élément de A, s’il est supérieur a
tous les éléments de A :

Va € A a<<m.

4 Un tel élément, s’il existe, est unique; on le note m = max A.

REMARQUE : Contrairement 4 un majorant, le maximum d’une partie A doit nécessairement
étre dans A.

Ezemples : Le maximum de [1; 2] dans (R, <) est 2. 4 En revanche, l'intervalle [1; 2
n’admet pas de maximum. 4 L’ensemble {r € Q; 0 < r\/i} n’admet pas de maximum.

w ATTEINDRE, BORNE SUPERIEURE, WEIERSTRASS (THEOREME SUR LES COMPACTS).

Maximum d’une fonction a valeurs réelles Soit f : A — R une fonction définie sur
un ensemble A. On dit que f atteint son maximum M = f(a) en un point a de A si
M est le maximum de Im f, c’est-a-dire si f(z) < f(a) pour tout z € A. 4 Le terme
maximum est synonyme de mazimum global, ou mazimum absolu.

REMARQUE : Le réel f(a) est parfois appelé maximum de la fonction, mais il est plus correct
de dire que c’est le maximum de Im f. Dans certains ouvrages, c’est le point a qui est appelé
maximum de f. L’usage est, pour tout dire, quelque peu fluctuant, mais le contexte permet
généralement de comprendre si maximum désigne a ou f(a).

= WEIERSTRASS (THEOREME SUR LES COMPACTS).

Maximum local d’une fonction & valeurs réelles Soit A une partie d’'un espace vec-
toriel normé E et soit f : A — R une fonction numérique. Soit a un élément de A. On
dit que f admet un maximum local (ou : mazimum relatif) M = f(a) en a s’il existe
un voisinage ¥ de a tel que la restriction de f & ¥ admette un maximum en a. En
d’autres termes, s’il existe € > 0 tel que, pour tout z € A tel que ||z — a|| < &, on ait
f(z) < fla).

Exzemple : Tout réel, non entier, est maximum local dc la fonction partic entiére f : © — |[z].

Tout entier est également maximum local de f. Cette fonction, non constante, est donc telle
que tout point est maximum local!
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I
|
1
I
1

L
a—€e a a+¢€

Fig. 63 — Maximum global (en rouge) et maxima locaux (en noir) d’une fonction
numérique. Autour du maximum local a, un intervalle [a — &; a + €] sur
lequel a est un maximum absolu.

= POINT *INTERIEUR, POINT *CRITIQUE.

MEDIANE

Soit (ABC) un triangle du plan. La médiane issue de A est la droite (AI) oi1 I est le mi-
lieu de [B; C]. 4 Les trois médianes d’un triangle non plat sont concourantes, et leur
intersection est le barycentre des points pondérés (A, 1), (B, 1) et (C, 1) (*isobarycentre
du triangle).

A

= TRIANGLE.

MEDIATRICE
Soient A et B deux points distincts du plan euclidien &. La médiatrice du segment
[A; B] est la droite des points équidistants & A et B :

2={Meé&; AM=BM}.

4 C’est donc également ’ensemble des points M vérifiant AB L IM, ou1 I est le milieu
du segment [A; B].

w CERCLE CIRCONSCRIT, TRIANGLE.
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METHODE

Méthode de Laplace = LAPLACE.

Meéthode de variation de la constante == VariaTION.
Meéthode du point fixe = THEOREME DU POINT *FIXE.

Méthode des éléments finis Nom générique de méthodes de résolution numérique
de divers problémes de mathématiques, et notamment des équations différentielles
et des équations aux dérivées partielles. Elle est basée sur I’approximation de la dé-
rivée f/(z) d’une fonction en un point, par exemple par un taux d’accroissement
[f(w +e) — f(z)] /e, ot € > 0 est le pas de la méthode, ou par une formule plus
sophistiquée.

METRIQUE
Espace métrique Espace E muni d’une *distance d sur E.

Métrique de Minkowski L’espace R%, muni de sa base canonique (e1, e2, 3, e4) peut
étre muni de la forme bilinéaire symétrique ¢ définie par

0 sii#j,
plei,ej) =< +1 sii=jet1<i<3,
—1 sii=j=4.

4 La matrice représentative de ¢ dans la base canonique de R* est donc diagonale :
® = diag(+1,+1,+1,—1). 4 N’étant pas positive, la forme bilinéaire ¢ ne définit
pas un produit scalaire, mais un pseudo-produit scalaire ; c’est I'outil fondamental de
la mathématisation de la Relativité restreinte d’Einstein. 4 L’ensemble des points
a € R* vérifiant ¢(a,a) = 0, d’équation z2 + y2 + 22 — ¢2 = 0, est appelé cone
de lumiére; la quatriéme variable correspond au temps (divisé par la vitesse de la
lumiére).

MINEUR

Si M € Myp(K) est une matrice carrée de coefficients (mye)k ¢, on appelle mineur
associé & ’élément m;; le déterminant, souvent noté M;;, de la matrice carrée d’ordre
n — 1 obtenue en supprimant dans M la ¢-iéme ligne et la j-iéme colonne.

a1,1 creG1,5-1 a1,j+1 s aln

az,1 ceeoG2,5-1 a2,j+1 cee o A2n

a;—1,1 0 Gi—15-1 Qi—1,44+1 “°° GQi—1n
Mi]‘ = "

Ait1,1 0 @id1,5—1 Qit1,54+1 0 Qitln

Qn,1 o OGnj—1 te 7 Ongt1 o Qnn

ww COFACTEUR, COMATRICE, DETERMINANT, DEVELOPPEMENT.
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MINIMUM
Minimum d’un ensemble ordonné Soit (A, <) un ensemble ordonné. Un élément
m € A est appelé minimum de A, ou plus petit élément de A, s’il est inférieur & tous
les éléments de A :

Va € A m < a.
4 Un tel élément, s'il existe, est unique; on le note m = min A.
w ATTEINDRE, BORNE INFERIEURE, MAXIMUM, WEIERSTRASS (THEOREME SUR LES COMPACTS).

Minimum d’une fonction & valeurs réelles Soit f : A — R une fonction définie sur
un ensemble A. On dit que f atteint son minimum m en un point a de A si f(a) =m
est le minimum de Im f, c’est-a-dire si f(a) < f(z) pour tout z € A. 4 Le terme
minimum est synonyme de minimum global, ou minimum absolu.

w MAXIMUM, WEIERSTRASS (THEOREME SUR LES COMPACTS).

Minimum local d’une fonction & valeurs réelles Soit A une partie d’un espace vectoriel
normé E et soit f : A — R une fonction numérique. Soit a un élément de A. On dit
que f admet un minimum local (ou : minimum relatif) m = f(a) en a s'il existe
un voisinage ¥ de a tel que la restriction de f & ¥ admette un minimum en a. En
d’autres termes, s'il existe € > 0 tel que, pour tout z € A tel que ||z — al| < €, on ait

fla) < f(=).

s MAXIMUM LOCAL.

MINKOWSKI Hermann (1864—1909)
(Mathématicien et physicien (théoricien) allemand)

Inégalité de Minkowski Si (E, ) est un espace préhilbertien, et si on note g(z) =
o(z, ) la forme quadratique associée, alors

Va(z+y) < Va) +vVa(y).

4 Cette inégalité permet de prouver 'inégalité triangulaire pour /g, et donc le fait
que ,/q est une norme.

Meétrique de Minkowski s METRIQUE.

MINORANT

Minorant d’une partie A de R Nombre réel m tel que m < a pour tout élément a
de A. 4 Tout réel m’ < m est encore un minorant de A.

REMARQUE : Un minorant de A n’est pas nécessairement un élément de A.
Minorant d’une fonction f a valeurs dans R Minorant de I'image de f.
= BORNE INFERIEURE.

Minorant d’une suite (u")neN réelle Réel m tel que M < up, pour tout n € N.

MINORE
Partie minorée de R Partie de R qui admet un minorant.

Suite minorée Suite réelle dont I’ensemble des termes admet un minorant. 4 Toute
suite réelle décroissante et minorée est convergente.
Fonction minorée Fonction réelle admettant un minorant.

REMARQUE : Toute fonction f : [a; b[ — R décroissante et minorée admet une limite en b,
qui est également sa borne inférieure. Toute fonction f : Ja; b] — R croissante et minorée
admet une limite en a, qui est également sa borne supérieure.
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MIXTE
= PRODUIT MIXTE.

MOBIUS  Augustus Ferdinand (1790—1868)
(Mathématicien et astronome allemand)

Fonction de Mébius On définit sur N* la fonction . de Mobius par :

- p(l)=1;

— p(n) = 0 si n posséde un diviseur, autre que 1, et carré d'un entier;

— w(n) = (=1)* si n = p1 - - - pi, produit de k facteurs premiers distincts.
4 SiaAb=1, alors u(ab) = u(a) u(b). 4 Pour tout n =2, > u(d) =0.

din

Formule d’inversion de Mdbius Si f et g sont deux fonctions de N dans C (ou dans
n’importe quel groupe additif), vérifiant la relation

vneN  f(n)=>_g(d),
d|n

alors il est possible d’inverser cette relation et d’obtenir g en fonction de f :

vneN g =3 u (%) £(d).
d|n

MODULE

Module d’un nombre complexe Soit z € C un nombre complexe; décomposons-le
sous la forme z = z + iy, avec z,y € R. Alors le module de z est

|z| = V&2 + 32

4 La fonction module définit une norme sur C. 4 L’espace vectoriel normé ((C, ||)
est complet.

 C, UNIMODULAIRE.

MODULO
i CLASSE D’ *EQUIVALENCE, CONGRUENCE.

MOINDRES CARRES

Théoréme des moindres carrés de Gauss Soient p et n deux entiers, p > n. Soient
A € Mpn(R) une matrice rectangulaire, et B un vecteur colonne & p composantes.
L’équation AX = B, d’inconnue X € 9M,1(R), n’admet pas toujours de solution (il
y a « trop de contraintes » sur X, elle est surdéterminée). Cependant, la norme (eu-
clidienne) de la différence, ||[AX — B||?, est minimale si et seulement si X vérifie le
systéme 'AAX = *AB. 4 Si A est de rang n, ce systéme est un systéme de Cramer et
admet donc une unique solution.

REMARQUES : La méthode des moindres carrés, plus générale que celle exposée ici, a été
mise au point par Gauss au début de sa carriére de mathématicien pour retrouver la petite

planéte Cérés, découverte par Piazzi, et que ces distraits d’astronomes avaient perdue.
4 Elle permet également de déterminer la droite de *régression linéaire.
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MOIVRE Abraham de (1667-1754)
(Mathématicien frangais)

Formule de de Moivre Pour tout réel ¢t et tout entier naturel n,
(cost +isint)™ = cosnt + isinnt.

4 Cette formule permet de *linéariser des expressions polynomiales en cost et sint.

5w LINEARISER, T'CHEBYCHEV.

MOMENTS

Moments d’une fonction Soit f : R — C une fonction continue par morceaux. On
dit que f admet un moment d’ordre k € N* si la fonction = — z® f(z) est intégrable
sur R.

Ezemple : La fonction f : & — 1/(1 + z2)? admet des moments d’ordre 1 et 2, mais pas
d’ordre supérieur.

Moment d’une variable aléatoire Soient X une variable aléatoire et k& un entier naturel
non nul. Le moment d’ordre k d’une variable aléatoire, s’il existe, est défini comme
’espérance de X* : up(X) = E(X*). 4 Si X est une variable aléatoire discréte a
valeurs dans Z, et si la famille (|n|]c P [X = n] ) nez est sommable, alors X admet un
moment d’ordre k et

+o0
(X)) =EXF) = > nFP[X=n].

n=—oo

4 Si X est une variable aléatoire & densité et si x — |z|® f(z) est intégrable sur R,
alors X admet un moment d’ordre k et

+oco
i) = £ = [ ok fo) as,
—o0
5w ESPERANCE, TRANSFERT.

Moments centrés Si X est une variable aléatoire qui admet un moment d’ordre k > 2,
alors elle admet des moments d’ordre 1,2,...,k; notamment, elle admet une espé-

rance. On définit alors le moment centré d’ordre k par u(X*) = E([X — E(X)]k)
REMARQUE : Le moment centré d’ordre 2, s’il existe, est égal a la variance.

v ESPERANCE, VARIANCE.

MONGE Gaspard (1746-1818)
(Mathématicien et homme politique francais)

Notations de Monge Soit f une fonction de classe %2 sur un ouvert U de R2. Monge
proposa de noter les dérivées partielles secondes de f par les lettres r, s et ¢ :

62f 82f 62f
r=—% s = =—5.
Oz Oz Oy oy

2
REMARQUE : En vertu du théoréme de Schwarz, la dérivée

S
a0 ).

est égale a s et la matrice

hessienne de f est donc

205 MORCEAUX

L’étude de la possibilité d’existence d’un extremum local de f en un point critique (2o, yo)
commence par ’étude du signe du déterminant A = rt — s? de cette matrice.

i EXTREMUM LOCAL, HESSIENNE, TAYLOR.

MONOGENE

iz GROUPE MONOGENE.

MONOIDE

Couple (E, *) ou E est un ensemble, muni d’une *loi de composition interne *, asso-
ciative et unitaire, c’est-a-dire vérifiant (z *y)* 2z = z * (y % z) pour tous z,y,z € E, et
telle qu’il existe un élément e € E, appelé élément *neutre, vérifiant cxe =e*xx = x
pour tout = € E.

Ezemple : (N,+) est un monoide commutatif (dit additif pour rappeler que 'opération
est une addition!) 4 Si E est un ensemble, (B(E),U) est un monoide commutatif, dont
I’élément neutre est ’ensemble vide @.

= SYMETRISABLE, SYMETRIQUE.

MONOME
Polyndéme dont un seul coefficient est non nul.

Ezemple : 3X5 et /2 X" sont des monémes.

MONOTONE

Application monotone Application d’un ensemble ordonné (A, <) dans un ensemble
ordonné (B, %) et qui est, soit croissante, soit décroissante. 4 Elle est dite strictement
monotone si elle est strictement croissante, ou strictement décroissante.

Ezemple : Soit f : R — R une application croissante, et soit ug € R. On définit la suite
(un)pen Par la relation de récurrence unt1 = f(un). Alors la suite (un),, ¢y est monotone,
car la suite de terme général v, = un4+1 — un est de signe constant.

Théoréme de convergence monotone Soit (fn),cn une suite de fonctions, définies
sur un méme intervalle I, continues par morceaux, & valeurs positives, et intégrables
sur I. On suppose que la suite (frn),cn est croissante, c’est-a-dire que frn < fat1
pour tout n € N, et converge simplement vers une fonction f : I — R continue par
morceaux. Si la suite de terme général fI f est majorée, alors f est intégrable et

[~ fom

4 Ce théoréme est également appelé théoréme de Beppo Leuvi.

MORCEAUX

Fonction affine par morceaux Fonction numeérique f : [a; b] — K définie sur un seg-
ment telle qu’il existe un entier n et des réels

a=70 <71 <T2< " <Tp-1<Tpn=">0

vérifiant : la restriction de f & chaque intervalle | z;; ;41 [ est affine. 4 Si T est un
intervalle quelconque, une fonction f : I — K est dite affine par morceaux sur I si sa
restriction & tout segment de I est affine par morceaux.

Exzemple : La fonction ¢ — z — |z] est affine par morceaux sur R.
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Fonction continue par morceaux Fonction f: [a; b] = F définie sur un segment et
& valeurs dans un espace vectoriel F telle qu’il existe un entier n et des réels

a=20<21 <2< < ZTp-1<xTp=2">

vérifiant : la restriction de f & chaque intervalle | z;; z;+1 [ est continue et admet un
prolongement par continuité sur [z;; T;41].

i : : : i
a = xg T To X3 x4 = b
Fig. 64 — Une fonction continue par morceaux. Ici, n = 4. Le prolongement sur
chaque segment est indépendant de la valeur réelle de la fonction en chaque
point zg,...,Zn.

4 SiI est un intervalle, une application f : I — R, est dite continue par morceaux si
sa restriction & tout segment de I est continue par morceaux.

Ezemples : La fonction « partie entiére » est continue par morceaux sur R. 4 La fonction
x — 1/z n’est pas continue par morceaux car elle n’admet, ni & gauche ni a droite, de
prolongement par continuité en 0.

Fonction de classe €F par morceaux Soit f : [a; b] — E. On dit que f est de
classe #* par morceaux s'il existe une subdivision ¢ = (ag, a1,. .., an) de [a; b], avec
a=ap <a1 < - <an =b, telle que, pour tout 7 € [0; n — 1], la restriction de f &
Jai; ai41 [ est de classe % et admet un prolongement de classe €% sur [a;; aji1].
4 Si I est un intervalle quelconque, f est de classe ¥* par morceaux sur I si la
restriction de f & tout segment de I est de classe ¥* par morceaux.

MORPHISME

Application préservant une certaine structure entre 1’espace de départ et ’espace d’ar-
rivée. 4 Si un ensemble A est muni d’une loi de composition interne « * » et si B
est muni d’une autre loi interne « * », un morphisme de A vers B est une application
¢ : A — B telle que f(a *b) = f(a) x f(b) pour tous a,b € A. 4 Plus la struc-
ture des espaces de départ et d’arrivée est riche, plus I’application doit vérifier de
contraintes. 4 Un morphisme bijectif est appelé isomorphisme. 4 Un morphisme de
A vers lui-méme est appelé endomorphisme. 4 Un endomorphisme bijectif est appelé
automorphisme.

REMARQUE : En fait, la définition d’un isomorphisme est plutét : f : A — B est un iso-
morphisme si c¢’est un morphisme de A vers B et s’il existe un morphisme g : B — A tel
que fog = Idp et go f = Ida. En d’autres termes, c’est un morphisme bijectif tel que
son inverse soit encore un morphisme. 4 Cependant, tant que 'on ne considére que des
morphismes entre structures algébriques sans se soucier de topologie, comme c’est le cas
ici, la définition « isomorphisme = morphisme bijectif » est valide.

Morphisme d’algébres Soient A et B deux K-algébres. Un morphisme d’algébres est
une application linéaire entre A et B vérifiant de plus f(z -y) = f(z) - f(y) pour tous
z,y € A. 4 Cest donc 4 la fois un morphisme d’espaces vectoriels et un morphisme
d’anneaux.

207 MOYENNE

Ezemple : Soient E un espace vectoriel et u un endomorphisme de E. L’application @, :
K[X] — Z(E) définie par @, : P — P(u) est un morphisme d’algebre. Son noyau est I'idéal
des polyndmes annulateurs de E. w IDEAL, POLYNOME MINIMAL.

Morphisme d’anneaux Application ¢ d’un anneau A vers un anneau B, qui est un
morphisme de groupes de (A, +) vers (B, +), et un morphisme de (A, -) vers (B,-) :

wla+b) =p(a)+wb)  plab) = p(a)p(d),

et vérifiant de plus ¢(1a) = 1p.

Morphisme de corps Application ¢ d’un corps commutatif K dans un corps commu-
tatif L, et qui est un morphisme d’anneau.

Morphisme d’espaces vectoriels Synonyme de : application linéaire. Application w :
E — F d’un K-espace vectoriel E vers un K-espace vectoriel F, telle que u(Az +y) =
u(z) + u(y) pour tous z,y € E et tout A € K.

Morphisme de groupes Application ¢ : G — H d’un groupe G dans un groupe H
telle que ¢(zy) = @(z) ¢(y) pour tous z,y € G. 4 Il vérifie donc ¢(eg) = en, et
w(z™1) = p(z)~! pour tout z € G. ¥ Plus généralement, siz € Getsin€ Z, alors
©(z™) = o(z)"

Exzemples : L’application ¢ : R — U définie par ¢(8) = e'? vérifie (0 + p) = (0K =
e . ¢i* pour tous #, u € R. C’est donc un morphisme de groupes de (R, +) dans (U, -). Son
noyau est le sous-groupe 277 de R. 4 L’application det : GL, (K) — R* qui & une matrice
inversible associe son déterminant est un morphisme du groupe (GLn (K), -) dans le groupe
(R*, x).

REMARQUE : Pour montrer que p(eg) = en, il suffit de remarquer que le seul élément
*idempotent d’un groupe est ’élément neutre.

Automorphisme Morphisme bijectif d’un ensemble sur lui-méme.

Endomorphisme Morphisme d’un ensemble vers lui-méme.

Isomorphisme Morphisme bijectif.

MOYENNE

Inégalité de la moyenne Soit f : [a; b] — F une fonction & valeurs dans un espace
vectoriel normé, et supposée continue par morceaux. Alors

b
[
a
Egalité de la moyenne Soient f.g : [a; b] — R deux applications continues par

morceaux ; on suppose que f est & valeurs positives : f > 0. Si I'on note m le minimum
de g sur [a; b] et M son maximum, alors il existe un réel 8 € [m; M] tel que

} <p=4 _pgw ([ £

b b
/f(t)g(t)dtzef f(t)dt.

4 Si de plus g est continue, il existe = € [a; b] tel que 8 = g(x), ce qui donne
b b
[ 1 ewar=g@ [ rea
a a

REMARQUE : Si f n’est pas identiquement nulle, le nombre § = g(x) est la moyenne de g
sur [a; b], pondérée par le « poids » f :

J2 9 f() &

Y TORT
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Moyenne d’une variable aléatoire Synonyme (déconseillé) d’*espérance de cette va-
riable.

Moyenne empirique Si Xj,...,X, sont des variables aléatoires indépendantes et de
n
méme loi, la variable aléatoire % >~ X est appelée moyenne empirique de X1, ..., Xn.
k=1

w ESTIMATEUR, LOI DES *GRANDS NOMBRES.

MULTIPLE
Multiple d’un entier, d’un polynéme = DIVISEUR.

Pole, racine multiple Pble ou racine de multiplicité supérieure ou égale i deux.

MULTIPLICATEUR

Multiplicateur de Lagrange = LAGRANGE.

MULTIPLICITE

Ordre de multiplicité d’un pdle d’une fraction rationnelle Si (P, Q) est un représen-
tant irréductible d’une fraction rationnelle F, ’ordre de multiplicité d’une racine a
de Q est appelé ordre de multiplicité du péle a.

Ordre de multiplicité d’une racine Si P est un polynéme non nul, ’ordre de multipli-
cité de z en tant que racine du polynéme est le plus grand entier m tel que (X — 2)™
divise P, c’est-a-dire tel que P se factorise sous la forme P = (X —2)™ - Q, le polynéme
Q ne s’annulant pas en z. 4 Dans R, C et plus généralement dans un corps K de
caractéristique nulle, c’est 'entier m vérifiant

P(z) = =Pm=(z) =0 et PM(z)£0.

4 Une racine de multiplicité 1 est dite simple, une racine de multiplicité 2 est dite
double. 4 De méme, si F est une fraction rationnelle et si P/Q en est un représentant
irréductible, ’ordre de multiplicité d’une racine de P est appelé ordre de multiplicité

de la racine a de F.

Fig. 65 — En a et b : racines simples. En ¢ : racine (au moins) double, de multiplicité
paire.

Ordre de multiplicité d’une valeur propre Soit u € .Z(E) un endomorphisme ; 'ordre
de multiplicité d’une valeur propre A est l’ordre de multiplicité de A en tant que racine
du polynéme caractéristique de u. 4 De méme, si A est une matrice carrée, ’ordre de
multiplicité d’une valeur propre A est ’ordre de multiplicité de A en tant que racine
du polyndéme caractéristique de A.

N

N

Ensemble des entiers naturels. 4 C’est un ensemble infini. Muni de I’addition, il a une
structure de monoide commutatif. Muni de la multiplication, a une structure de mo-
noide commutatif. 4 Toute partie non vide de N admet un plus *petit élément. Toute
partie non vide et majorée admet un plus *grand élément. 4 N est, par définition,
dénombrable ; son cardinal est dénoté Rg.

= ALEPH.

NABLA
Notation symbolique « V » permettant d’écrire des opérateurs différentiels en analyse
vectorielle dans R%. On peut le considérer comme un « vecteur » de coordonnées

8 9 9
V=|l——,=— -
(8m’8y'8z>

On écrit alors symboliquement

grad f =V f divF =V -F
rotF=VAF Af =V2f.

REMARQUE : Ces notations sont surtout utilisées en physique, mais souffrent de quelques
défauts (lors du passage d’un systéme de coordonnées & un autre, les « coordonnées » de V
ne se transforment pas comme celles d’un vecteur, mais comme celles d’une forme linéaire).

w DIVERGENCE, GRADIENT, LAPLACIEN, ROTATIONNEL.

NAPPE

Nappe paramétrée Surface de R3 paramétrée par une application f : U — R3
continue sur un ouvert U C R2. 4 L’image S = Im f d’une nappe paramétrée (U, f)
est appelée son support. 4 La nappe est dite de classe €% si f est de classe €*.

v REGULIER, TANGENT.

Nappe cartésienne Soit F : R — R une fonction de classe @!, et notons . I’en-
semble des points de R3 en lesquels la fonction F s’annule :

S = {(z,y,z) eR3; F(z,y, 2) :O}.

En un point régulier de ., c’est-a-dire un point M = (z,y, z) tel que F(M) = 0 et
grad F(M) # 0, alors il existe un voisinage ¥ de M tel que ¥ N.¥ puisse &tre envoyée
sur un disque ouvert B de R? par un homéomorphisme ¢ : ¥ N . — B. Localement,
’ensemble .& est une *surface de R3.

REMARQUE : La régularité de F n’est cependant pas nécessaire pour définir une surface,
mais des conditions plus générales sont difficiles a écrire.

Nappes équivalentes Deux nappes paramétrées f : U — R3 et g : V — R3 de
classe ¥F sont équivalentes s'il existe un #*-difféomorphisme ¢ : V — U tel que
f=gop. ¥ Les supports et les propriétés géométriques de deux nappes équivalentes
sont les mémes.

NATURE

Nature d’une suite ou d’une série Caractére convergent ou divergent de la suite ou
de la série.



