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I’espace E des fonctions continues sur [0; 1] et & valeurs réelles, muni du produit scalaire

(flg) = fol fg, le sous-espace vectoriel U des fonctions s’annulant en 0 est un hyperplan
de E et admet donc des supplémentaires; cependant, il n'admet pas de supplémentaire
orthogonal, car on peut montrer que U+ = {0}.

Symétrie orthogonale = SYMETRIE.
Théoréme de projection orthogonale = ProJECTION.

Vecteurs orthogonaux Dans un espace vectoriel préhilbertien, vecteurs dont le pro-
duit scalaire est nul.

ORTHONORMEE

Base orthonormée d’un espace vectoriel euclidien E Base (e1,...,en) de E telle que
(esle;j) = d;;5 pour tous 4,7 de [1; n].

REMARQUE : Dans une telle base, les calculs sont particuliérement simples. En effet, si

n ko2
z= Y xpeyety= >, yYrex,etsilon note

k=1 k=1
z1 Y1
X=|: et Y=|:1],
Tn Yn

alors (z|y) = *X - Y si E est euclidien, et (z|y) = ‘X - Y si E est hermitien. De plus,
z), = (er|z) pour tout k € N. On a donc, au total :

n

z= (exlz) ex (zly) =D Tryr = Y (zlex) (exl|z)
k=1 k=1

k=1

Ces formules sont & rapprocher respectivement de la formule de Dirichlet, de la forme polaire
de la formule de Parseval et de la définition d’un coefficient de Fourier.

Famille orthonormée d’un espace vectoriel préhilbertien E  Famille (z;);c1 de vec-
teurs de E telle que (z;|z;) = §;; pour tous ¢,j € I. 4 Une telle famille est nécessai-
rement libre.

= BASE *HILBERTIENNE.

OSCULATEUR

Cercle osculateur Soit v : I — R2 un arc paramétré plan de classe €2 au moins,
paramétré par une abscisse curviligne, et soit M(s) un point birégulier de cet arc. Le
cercle C de centre 2 = M(s) + R(s) N(s), ott R(s) est le rayon de courbure et N(s)
le vecteur normal en M(s), est appelé cercle osculateur de «v en M(s). 4 Le cercle C
est, parmi tous les cercles passant par M(s), celui qui « épouse » au mieux ’arc au
voisinage de M(s) (il s’en éloigne en o(s?)).

i COURBURE, F'RENET.

OUVERT

Soit E un espace vectoriel normé. Une partie A C E est dite ouverte dans E (on dit
aussi que A est un ouvert) si A est un voisinage de chacun de ses points, ou encore, si
chacun des points de A est intérieur & A. En d’autres termes :

YVaeA 3Ir>0 B(a; r) C A.

= BOULES, ETOILE, FERME, POINT *INTERIEUR, TOPOLOGIE RELATIVE, VOISINAGE.

PAIR

Fonction paire Fonction définie sur un intervalle I de R, symétrique par rapport & 0,
et telle que, pour tout z € I, on ait f(—z) = f(z).

REMARQUES : Si f est paire et dérivable, sa dérivée est impaire. 4 Si f est impaire et
dérivable, alors sa dérivée est paire. 4 Si f est développable en série entiére > an ™, alors
f est paire si et seulement si aznt1 = 0 pour tout n € N.

Partie paire d’une fonction Toute fonction f : |—A; +A[ — K peut s’écrire, de
maniére unique, comme la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire; en
notant f : x — f(—z), cette décomposition s’écrit f = %(f—l— -+ %(f — f), ou encore

_f@+ 1) , f@) - f(-2)
2 2

Ve el f(=z)
La partie paire de f est %(f + 5.

PARABOLE

Conique & un seul axe de symétrie, d’équation z? = 2py dans un repére orthonormé
d’axe Oy confondu avec cet axe de symétrie, et d’origine le sommet de la parabole.
4 C’est une conique connexe et non bornée.

REMARQUE : Une parabole est obtenue par section d’un céne de révolution par un plan
paralléle 4 une génératrice du cone.




PARABOLOIDE 224

PARABOLOIDE

Quadrique de rang 2. 4 Est appelée paraboloide elliptique si la forme quadratique
associée a (en plus de zéro) deux valeurs propres de méme signe (strict), et paraboloide
hyperbolique si elle a une valeur propre strictement positive et une autre strictement
négative. 4 Un paraboloide de révolution est un paraboloide elliptique dont la section
droite est un cercle. Un tel paraboloide est engendré par une parabole tournant autour
de son axe de symétrie.

Nom Equation réduite allure

22 y?

Paraboloide elliptique z=—+ =
a b2

22 y?

Paraboloide hyperbolique r=— -
a b2

22 y?

Paraboloide de révolution z=—+ =
a a

REMARQUE : L’intersection d’un paraboloide hyperbolique avec un plan z = C* donne une
hyperbole, ou la réunion de deux droites (17 figure ci-dessous). L’intersection avec les plans
d’équations respectives z = 0 et y = 0 est une parabole (2¢ figure), ainsi que l'intersection
avec tout plan vertical (3¢ figure). De méme, les intersections d’un paraboloide elliptique
avec des plans sont des paraboles ou des ellipses (4° figure).

iz QUADRIQUE, SURFACE *REGLEE.

PARADOXE

On prendra soin de bien distinguer deux sortes bien distinctes de paradoxes. 4 Les
premiers sont les « vrais » paradoxes : des raisonnements qui ont I’apparence du vrai,
mais qui conduisent & un résultat manifestement faux. La plupart du temps, ils sont
basés sur des ambiguités de langage (un mot peut avoir deux sens légérement différents,
I'un et ’autre étant employés consécutivement lors de la démonstration) ou des abus
mathématiques (application de certains raisonnements justes & des situations ou ils
ne s’appliquent pas).

Ezemple : Un exemple célébre est donné par le paradoxe de Russel, du nom du philosophe et

mathématicien Bertrand Russell (1872—1970). Considérons tous les ensembles, et notons &
I’ensemble de tous les ensembles. Parmi ceux-ci, distinguons les ensembles qui sont éléments
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d’eux-mémes et ceux qui ne le sont pas. Notons % 1’ensemble de tous les ensembles qui ne
sont pas éléments d’eux-mémes. La question se pose alors : & est-il un élément de £ 7
Le lecteur découvrira que la réponse « oui » comme la réponse « non » conduisent & une
contradiction. 4 Ici, le paradoxe est ainsi levé : ce que 'on a noté & et Z ne sont pas des
ensembles (on les appelle plutot des classes), et le raisonnement conduisant au paradoxe
ne tient plus. (Ce n’est pas juste un jeu de langage : la formalisation des définitions et
propriétés du langage ensembliste a permis de dégager les régles de raisonnement valides
concernant les ensembles, et ces régles ne laissent pas de place au « paradoxe » de Russel. En
revanche, les travaux d’autres logiciens, comme Fregge, ont été anéantis pas les réflexions
de Russel.)

4 La deuxiéme classe de paradoxe est celle des résultats mathématiquement valides,
mais qui sont simplement « étonnants » ou « contre-intuitifs ».

Ezemples : C’est le cas des paradoxes de Banach-Tarski et de Walter Penney.

Le premier affirme I’existence d’un découpage particulier de la sphére de rayon 1 de R® en
cing parties disjointes (% = A; U Aa U Az U Aq U As) tel que 'on puisse faire subir une
rotation et une translation a chacune de ces parties, afin de les réassembler (& la fagon des
piéces d’un puzzle) pour créer deuz sphéres de rayon 1, strictement identiques & la premiére
(il ne leur manque aucun point) :

S =A] UA, Fy = Ay UA,UAG.

Ce résultat semble paradoxal, car il semble violer la « conservation du volume » (le volume
d’une partie de R® est conservé lors d’une translation ou d’une rotation). En réalité, le
découpage est choisi de maniére & ce que certaines piéces du puzzle ne soient pas « mesu-
rables », au sens ou il est impossible de leur attribuer une mesure de volume. L’argument de
conservation tombe alors. Il est & noter que ce résultat emploie, de maniére fondamentale,
I’axiome du choix. Aussi, aucun découpage de la sphére vérifiant cette propriété ne pourra
jamais étre exhibé explicitement.

réarrangement

Fig. 69 — Le découpage de la sphére .% permet de reconstruire deux sphéres .5”1' et
.5’2’ strictement identiques a la sphére originelle.

4 Le paradoxe de Walter Penney est un des nombreux paradoxes apparaissant dans le
domaine des probabilités. On considére une succession infinie de tirages & pile ou face, qui
a lieu devant plusieurs joueurs. Chacun des joueurs peut choisir une succession de trois
résultats, par exemple pile-pile-face, ou face-pile-face. Le premier joueur qui voit sortir
sa succession est déclaré vainqueur. W. Penney montra que, quelle que soit la succession
choisie (parmi les huit possibles), il existe une succession qui soit meilleure, au sens ol
elle a une probabilité strictement plus grande que 1/2 d’apparaitre avant la premiére. (Par
exemple, la stratégie FPP est battue par FFP, qui est battue par PFF, qui est battue par
PPF, qui est battue par FPP!)

L’aspect paradoxal de ce résultat (authentiquement étonnant) vient de ce que l'on a ten-
dance & associer, au vocable « meilleur que », une propriété de transitivité : si A est meilleur
que B et que B est meilleur que C, alors A est meilleur que C.

PARALLELES

Sous-espaces affines paralléles Un sous-espace affine &/ de direction A est dit paralléle
4 un sous-espace affine % de direction B si A C B ou B C A. 4 Parfois, on réserve la
dénomination paralléle au cas ou A = B, et on dit que & est faiblement paralléle 3 B
si A C B. La relation « étre faiblement paralléle » n’est pas symétrique, au contraire
de la relation « étre paralléle ».



PARALLELOGRAMME 226

Fig. 70 — Une droite (faiblement) paralléle & un plan.

PARALLELOGRAMME
Egalité du parallélogramme Dans un espace vectoriel préhilbertien,

lz + yl1% + llz — yl* = 2]|z]1® + 2 [ly)*-

PARAMETRAGE

Paramétrage admissible Soit v : [a; b] = F un arc paramétré de classe ¢’ k. Tout
paramétrage %%-équivalent a v, c'est-a-dire de la forme v o ¢, ol ¢ est un G-
diffeomorphisme, est dit admissible.

Paramétrage normal Un paramétrage v d’un arc est dit normal si sa dérivée est de
norme constante égale & 1. 4 Si f est un paramétrage régulier de classe %, etsiS
est une abscisse curviligne, alors v = f 0 S™! est un paramétrage normal.

Fig. 71 — Deux paramétrages pour un méme arc. En bleu, les positions des points f(t)
pour des valeurs entiéres de ¢. En rouge, les positions des points v(s) pour
des valeurs entiéres de ’abscisse curviligne s. L’arc -y est donc parcouru a
vitesse constante (par rapport au temps « s »).

= ABSCISSE *CURVILIGNE.

Changement de paramétrage Si-y et p sont deux paramétrages %k-equivalents d'un
arc paramétré, le ¥*-diffeomorphisme ¢ tel que v = p o p est appelé changement de
paramétrage. 4 Par abus de langage, on I'appelle parfois paramétrage.

REMARQUE : On évitera d’employer « paramétrisation », qui est barbarisme.
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PARAMETRIQUE

Représentation paramétrique d’un arc Représentation d'un arc au moyen d’un pa-
ramétre : si I est un intervalle et f : I —+ R™ une application continue, & tout réel t € T
on associe le point M(t) = f(¢). En pratique, la donnée de la fonction vectorielle f se
résume & la donnée de ses coordonnées : ¢t — z(t), t — y(t), etc.

2 2
Ezemple : L’ellipse d’équation cartésienne 2_2 + —:ZE = 1 peut étre représentée paramétri-
quement par
z(t) = acost,
{y(t):bsint, v [ Eor] -

Représentation paramétrique d’une droite Une droite 2 passant par deux points A
et B peut se représenter paramétriquement de la fagon suivante : on note u = AB;
alors

2=A+Ru={A+tu;teR}

PARSEVAL Marc Antoine Parseval des Chénes (1755—1836)
(Mathématicien francais)

Egalité de Parseval Si (en) nen est une famille orthonormée d’un espace préhilbertien
(E, -1l ), il y a équivalence entre les énoncés :
(a) Vespace Vect {en ; n € N} est dense dans E;

o0
(b) pour tout = € E, on a ||z|® = Zo l (en|z) ’2;
n=

o0
(c) pour tous z,y € E,on a (zly) = >, = (zlen) (enly).
n=0

Ezemple : L'espace des polyndmes trigonométriques étant dense (pour la norme ||-||,) dans
I’espace des fonctions continues et 27-périodiques, cette égalité devient la formule de Par-
seval, que I’on peut généraliser aux fonctions continues par morceaux.

Formule de Parseval Soit f : R — C une fonction 2w-périodique et continue par
morceaux. Alors, en notant an, b, et ¢, ses coefficients de *Fourier,

2w 2 2y _ 1 2
oo+ 3 (leal® +le=nl®) = 5 [ 170" e

n=1

ol l'intégrale est prise sur un intervalle quelconque de longueur 2w. 4 Si f est réelle,
alors la série > (a2 + b2) converge et

B i@y =L [ jera
IR _ 1 .
4 240" 0 2w i

4 Par polarisation, si g est également continue par morceaux et 27-périodique, alors

oo

- 1 _
> aBento)= g [ T

n=-—oo

4 Notamment, 'application f ~ f réalise une isométrie de ’espace des fonctions
continues et 2m-périodiques vers ’espace £2(Z) des suites de carré intégrable ; elle est
donc injective.
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Théoréme de Parseval Soit f : R — C une fonction 27-périodique et continue par
morceaux. Alors la suite des sommes partielles de Fourier de f converge en moyenne
: . 2
: — =0.
quadratique vers f nl_l_)moo f[zw] |f — Sxl|

PARTIE
Partie d’un ensemble E Ensemble A tel que tout élément de A est élément de E :

Vz €A z € E.

On écrit alors A C E. 4 L’ensemble des parties d’un ensemble E est noté B(E). 4 Si
E est fini et de cardinal n, alors 3(E) est fini et de cardinal 2™.

Partie entiére d’un réel Si z est un réel, sa partie entiére, notée |z] ou E(z), est
'unique entier n vérifiant n < * < n+ 1. 4 La fonction partie entiére est définie
sur R, croissante, continue & droite, mais pas & gauche, en chaque entier, et continue
sur R\ Z.
Partie entiére d’une fraction rationnelle = DECOMPOSITION EN ELEMENTS *SIMPLES.
Partie polaire d’une fraction rationnelle s DECOMPOSITION EN ELEMENTS *SIMPLES.
Partie positive/négative Soit f : I — R. On définit les parties positive et négative
de f par

f+(a:) :max(f(z),O) f_(x)zmax(—f(m)ﬂ)

ft — f~. 4 De plus, si f est continue par

pour tout z € I. 4 On a alors f
%(|f| — f) le sont également.

morceaux, alors f+ = L(|f|+ f) et ]T_
! i . =

Intégration par parties = INTEGRATION.

PARTITION .
Une partition d’un ensemble A est la donnée d’une famille (Ci)se1 de parties non vides
de A, deux a deux disjointes et dont la réunion vaut A :

CiNC; =@ désquei#j et Joi=A
i€l
4 On peut alors définir une relation d’équivalence sur A en disant que = ~ y si et

seulement si z et y appartiennent au méme C;. La famille (C;);¢1 est exactement la
famille des classes d’équivalence de la relation « ~ ».

= CLASSE D’EQUIVALENCE, SYSTEME COMPLET.

PAS

= SUBDIVISION.

PASCAL Blaise (1623-1662)

(Philosophe, physicien et mathématicien frangais)
Triangle de Pascal Pour tous entiers n et {c, (Zi}) = (kil) + (Z) Selon ce principe,
on peut construire la succession des coefficients binomiaux en les disposant selon un

triangle.
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n=20 1
=1 1 1
n=2 1 2 i
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
1 1

TABLE 6 — Triangle de Pascal. Le premier coefficient de chaque ligne est égal a 1.
Les autres coeflicients sont égaux a la somme des coefficients directement
au-dessus, et au-dessus et a gauche. Ici, le calcul menant & (g) =34+1=4
est en couleur.

sz COEFFICIENTS BINOMIAUX.

PASSAGE
Matrice de passage = MATRICE.

Passage a la limite Derriére cette expression galvaudée et parfois employée un peu
trop rapidement, on a essentiellement deux résultats. 4 Le premier est une tautologie :
si (un),ey €t (Un),en Sont deux suites & valeurs dans un espace vectoriel normé, si
Up = Up, pour tout n € N et si (u"’)nEN converge, alors (U“)neN converge et admet la
méme limite. On I’emploie en général quand on a deux expressions manifestement trés
différentes pour une méme quantité. 4 Le second n’est pas une tautologie, mais un
vrai résultat d’analyse : si (un), cn €t (Vn), ey SONt des suites réelles vérifiant un < vn
pour tout 7 € N, si (un),,cy converge vers £ et si (vn), cy converge vers £, alors £ < £/.
4 Si ces suites vérifient u, < v, pour tout n € N, la conclusion est inchangée : on
obtient £ < ¢ (et non £ < ¢')!

REMARQUE : Par caractérisation séquentielle de la limite, un résultat semblable peut &tre
énoncé pour des fonctions numériques : si f(z) < g(z) pour tout z € I et si f et g admettent
une limite en un point a adhérent a I, alors lim, f < limg g.

Passage 4 la borne supérieure Soit A une partie de R, et M un réel vérifiant a < M
pour tout a € A. Alors sup A < M (rappelons que la borne supérieure est le plus petit
des majorants...).

Ezemple : Pour toute fonction ¢ continue sur [0; 1], notons |¢|l, = sup,e(o;1] [ ()]

Soient f et g deux fonctions continues sur [0; 1]; montrons que || f + gll oo < [[flloo + 119l oo -
Pour cela, fixons momentanément un réel z € [0; 1]. Alors

|£(2) + 9(2)| < |f(=)] + |g(z)].

Par définition de la borne supérieure, on a If(z)l < Iflloo €t fg(a:)| < |lgll o+ ce qui donne
donc :

[f(2) +9(z)] < 1flloo + N9llso -
On passe enfin a la borne supérieure sur z, pour obtenir || f + gl ., < Iflleo + 19/l oo -

PAVE
Un pavé de R™ est une partie de R™ de la forme I3 X -+ X I, ol les I sont des
intervalles. 4 On dit que c’est un pavé ouvert si tous les intervalles Iy, sont ouverts.
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I

I I

Fig. 72 — Un pavé borné I x I2, et un pavé semi-infini I} x I5.

PEANO Giuseppe (1858-1932)
(Mathématicien italien)

Axiomatique de Peano Systéme axiomatique permettant de définir I’ensemble N des
entiers naturels (et donc, notamment, I’arithmétique).

REMARQUE : Ce systéme axiomatique n’est plus utilisé — on utilise aujourd’hui le systéme
ZFC (== AXIOME) — mais il a une importance historique, car il a constitué la premiére
formalisation rigoureuse de l’ensemble des entiers. 4 Il comporte plusieurs axiomes (ou
schémas d’axiomes), qui, transcrits en langage courant, postulent notamment : e 0 est un
entier naturel; e tout entier naturel a un successeur; e 0 n’est le successeur d’aucun entier
naturel; e si deux entiers ont le méme successeur, alors ils sont égaux; e si une partie P
de N contient 0, et si le successeur de tout élément de P est dans P, alors P = N. 4 Ce
dernier axiome est appelé aziome d’induction et permet le raisonnement par récurrence.
i AXIOME.

Courbe de Peano Suite & un résultat de Cantor, Peano exhiba une « courbe » rem-
plissant entiérement un carré, c’est-a-dire une fonction f : [0; 1] = [0; 1 ]2, continue,
et surjective. Les courbes vérifiant cette propriété portent le nom générique de courbes
de Peano.

REMARQUE : La fonction f est obtenue comme somme d’une série de fonctions, ou comme li-
mite d’une suite de fonctions (f”)nEN' On peut voir sur la figure 73 les premiéres courbes fr,.
En réalité, les chemins se touchent (les fonctions ne sont pas injectives et leur limite f ad-
met une infinité de points doubles), mais on a délibérément « émoussé » les angles afin de
rendre visible le tracé continu, partant du coin inférieur gauche et menant au coin supérieur
droit. 4 De plus, la fonction f n’est nulle part dérivable (mais ce n’est pas une fatalité,
il est possible de construire des courbes remplissant le carré et qui soient presque partout
dérivable = LEBESGUE). 4 A l’¢poque, la plupart des mathématiciens n’y virent qu’un
« monstre », une curiosité de salon, et non un objet mathématique d’intérét.

PERIODIQUE

Soit f une fonction définie sur R et & valeurs dans un ensemble E. Soit T un réel non
nul. On dit que f est T-périodique si f(z+ T) = f(z) pour tout z € R. 4 T est alors
appelé une période de f.

PERMUTATION

Permutation d’un ensemble Bijection de cet ensemble sur lui-méme. 4 Le support
d’une permutation est I’ensemble des éléments qui ne sont pas invariants par cette
permutation. 4 Une permutation de [1; n] est fréquemment notée, symboliquement :

1 2 3 n
o) o(2) oB) - o(n).
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Fig. 73 — Courbe de Peano : les premiéres itérations. La courbe limite est la courbe de
Peano, qui remplit entiérement le carré, et qui s’auto-intersecte une infinité
de fois.

2
Ezemples : La permutation o = (é 3 i éf) est un cycle. 4 La permutation o =

1 2 3 4 .
(2 1 4 3) est le produit ¢ = 7 o 7’ de deux transpositions 7 = (1 2) et 7/ = (3 4).

Groupe des permutations d’un ensemble E Ensemble G(E) des permutations d’un
ensemble E qui, muni de la loi de composition, a une structure de groupe. 4 Si
E est fini et de cardinal n, le groupe G(E) est isomorphe au groupe symétrique
G, = G( {1,2,... ,n}). Son ordre est |G| = nl.

w GROUPE *ALTERNE, CYCLE, DERANGEMENT, GROUPE *SYMETRIQUE, SIGNATURE, TRANSPO-
SITION.

PETIT

Plus petit élément Soit (A, <) un ensemble ordonné. Un élément m € A est appelé
plus petit élément de A, s’il est inférieur & tous les éléments de A :

VYa € A m < a.
4 Un tel élément, s’il existe, est unique ; on le note m = min A. On ’appelle également

minimum de A.

REMARQUES : Le plus petit élément de A, s’il existe, est nécessairement un élément de A.
4 Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

= ATTEINDRE, BORNE INFERIEURE, MAXIMUM, BON *ORDRE, WEIERSTRASS (THEOREME SUR
LES COMPACTS).

Petit « 0 » = NEGLIGEABLE.
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PGCD

PGCD de deux entiers a et b Générateur positif de I’idéal aZ + bZ. On le note a A b
ou pacp(a, b). 4 Ainsi, aZ+bZ = (aAb)Z. 4 C’est également le plus grand (au sens
de la divisibilité) diviseur positif commun & a et & b.

Exzemple : 63AN54=9. 4 0A42 =42,

REMARQUES : Si a ou b est non nul, ’ensemble des diviseurs communs & a et b est une partie
de Z, non vide (1 en est élément) et majorée par max(|a|, [b]). Cet ensemble posséde donc
un plus grand élément (au sens de I'ordre usuel dans 7), qui est également le plus grand au
sens de la divisibilité, c’est donc a Ab. 4 Lorsque a = b = 0, tout élément de Z est diviseur
commun & a et b; 'ensemble des diviseurs communs & a et b n’est donc pas majoré au sens
de I’ordre usuel ; en revanche, au sens de la divisibilité, il admet un plus grand élément, qui
est 0; le PceD de a et b est donc égal & 0.

bl

(ONe; : n s
a a

Fig. 74 — On peut interpréter le pGep de deux nombres entiers a et b comme le
nombre de points & coordonnées entiéres du segment [O; A] privé de O,
oil A est le point de coordonnées (a, b). Sur la figure, a = 15 et b = 9, donc
d = 3. On a représenté également a’ = a/d et b’ = b/d.

PGCD de deux polynomes A et B de K[X] Générateur normalisé de 'idéal AK[X] + BK[X].

On le note A A B ou pacp(A,B). 4 Notamment, AK[X] + BK[X] = (A A B)K[X].
4 C’est également le plus grand (au sens de la divisibilité) diviseur normalisé commun
aAetaB.

w BEzouT, EucLIDE, GENERATEUR, IDEAL, PPCM.

PHASE

Portrait de phases Lors de I’étude d’un systéme différentiel autonome

{w’Zf@zw
v = 9(=,y)
on construit généralement le portrait de phases du systéme, c’est-a-dire que I’on
fait apparaitre en certains points du plan un vecteur (souvent unitaire) de direc-

tion (f(:z:, y), 9(z, y)) 4 Ces vecteurs sont tangents en tout point aux trajectoires du
systéme.
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Fig. 75 — PortraiZt de phases associé au systéme différentiel autonome &’ = 22 — y2,
y' = z2 + y?. Une trajectoire est également affichée.

REMARQUES : Une telle figure est obtenue avec Maple a I’aide des instructions :

m with(DEtools):

w DEplot ({
diff (x(t),t) = x(t)~2-y(t)~2,
Aiff (y(t),t)=x(t)**2+y (t)**2},
[x(t),y(t)], t = -2..2, x = -2..2, y=-2..2,
[[x(0) = 1,y(0)=011,
linecolor = red, thickness = 2, arrows=MEDIUM,
stepsize = 0.05, color=gray);

4+ Une équation du second degré de la forme " = f(z,z’) se vectorialise sous la forme

v
v = f(z,y)

ce qui perrr}et de dresser un portrait de phase pour cette équation, avec en abscisse = et en
ordonnée z’. Cette représentation est particuliérement pratique lors de I’étude de systémes
mécaniques. 4 Une équation =’ = f(z) peut se vectorialiser dans le plan (t,z) sous la

forme
{ t'=1
z' = f(z)

et son portrait de phase est alors invariant par translation selon ¢.

5w TRAJECTOIRE.

PHENOMENE
Phénoméne de Gibbs = Gisss.

Phénoméne de Runge = RUNGE.

PIVOT

Algorithme du pivot de Gauss Considérons un systéme linéaire de m équations a n
inconnues Z1,...,Zn :

a11Z1+ -+ ainTn = b1 (L1)

am1T1+ -+ a'mn.wn = bm (Lm)
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(On suppose qu’aucune colonne n’est identiquement nulle.) On cherche un coefficient
p1 = a;j1 non nul de l'inconnue z1, appelé pivot de z1 ; on effectue alors un échange
entre les lignes L1 et Lj, puis les transformations Ly < p1 Li — ag1L1 pour k =

2,...,n. On aboutit alors & un systéme équivalent
Pi]®1 + ajaZ2 + - + @l T = b] (L)
aho®2 + + Ggp Tn = b (L)
A @2+t O tn =by (L)

On réitére ce procédé sur les lignes (L) a (Lj,); si 'on ne trouve pas de pivot a
l'inconnue zz, on peut échanger le réle de z2 et d’une inconnue suivante. 4 Lorsqu’il
n’est plus possible de poursuivre, le systéme a la forme suivante :

Piz1+ *z2+- 4+ *xTr+*Trp1+ -+ *Tn = c1
P2l +- -+ * Tr+xTrpr o FxTn = c2

[Pr]ZTr +*Try1 + -+ *Tn = cr

0 =  Cr+1

0 = Cm

4 Le nombre r de pivots est le rang du systéme. 4 Les r premiéres équations sont les
équations principales et les m —r derniéres les conditions de compatibilité. Le systéme
est compatible si et seulement si cp41 = -+ - = cm = 0. S’il est compatible, il admet des
solutions. Dans le cas contraire, il n’en admet aucune. 4 Les r premiéres inconnues
x1,...,Z, sont les inconnues principales et les n — r derniéres sont les inconnues
auziliaires. 4 Une base de ’ensemble des solutions du systéme homogéne peut étre
obtenue ainsi. On choisit n — r maniéres (linéairement indépendantes) de fixer les
inconnues auxiliaires, par exemple sous la forme

(m’r-i»l""_\mn) = (01'-':071)07"'10)
i
k
pour k variant de r 4+ 1 & m; on résout, pour chacun de ces choix de I’ensemble des
inconnues auxiliaires, les 7 premiéres équations & r inconnues (qui est un systéme de

Cramer) ; on obtient alors une base de I’ensemble des solutions du systéme homogéne.

REMARQUES : Cet algorithme est fondamental, tant du point de vue calculatoire (les for-
mules de Cramer devenant inutilisables, méme & ’ordinateur, dés que le nombre d’équations
dépasse quelques dizaines) que du point de vue théorique. 4 En pratique, si le systéme a des
coefficients entiers, on choisira, pour chaque inconnue, le pivot le « plus proche de 1 » pos-
sible, afin d’éviter d’avoir des coefficients trop grands dans les systémes successifs. ¢ Cepen-
dant, choisir le pivot « maximal » (au sens de la valeur absolue) et diviser la ligne considérée
par ce pivot permet une plus grande stabilité numérique (méthode du pivot mazimal).

PLAN VECTORIEL
Espace ou sous-espace vectoriel de dimension 2.

POINCARE Henri Jules (1854-1912)
(Mathématicien francais)

Théoréme de Poincaré Soit w une forme différentielle de classe €' sur un ouvert
étoilé Q. Si w est fermée, alors elle est exacte.
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ReEMARQUE : L’hypothése « Q ouvert étoilé » est plus forte que nécessaire, mais choisie pour
sa grande simplicité. Dans R2, un ouvert « sans trou » (simplement *connexe) convient.
Dans R", la situation est plus délicate et a donné naissance a la théorie de la cohomologie,
qu’il n’est pas possible d’exposer ici.

ww FORME DIFFERENTIELLE, ETOILE.
Formule de Poincaré (ou du crible) Soient n € N* et Aj,..., A, des événements

d’un espace probabiliste. Alors

n

PlJA:) =D -kt b P(A;, N---NA;).
=1

k=1 101 <in< - <ip <n

Exzemple : Les cas n = 2 et n = 3 donnent respectivement
P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB)
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—PBNC)—-P(CNA)
+P(ANBNC).

Fig. 76 — La formule de Poincaré pour n = 3. En gris foncé, ANBNC. En gris (clair
+ foncé), ANB, AnNCet BNC.

POINT

Dans un espace vectoriel, synonyme de vecteur.

Point d’accumulation = AccuMULATION.

Point birégulier Soit v : I — E un arc paramétré de classe 2. Soit ¢ € I. Le point
M = ~(¢) est dit birégulier (ou régulier a l’ordre 2) si la famille (fy’(t), 'y”(t)) est libre.
4 Cette notion est invariante par changement de paramétrage. Si ¢ : J — I est un €2-
difféomorphisme, alors I'arc I" : J — E défini par I = y o ¢ est un arc de classe €2. Si
t = ¢(u), alors M(t) est un point birégulier de -y si et seulement si M(u) = I'(u) est un
point birégulier de I'. (Les points géométriques M et M sont évidemment confondus.)

REMARQUE : Si v est un arc de classe €2 et si M = (¢) est un point birégulier de v, alors
la courbure ne s’annule pas en M.

Point critique = CRITIQUE.
Point fixe d’une fonction f = FixE.

Point d’inflexion Soit M(to) un point d’un arc paramétré v : I — R? de classe €% du
plan. Notons, s’ils existent, p et g le premier et le second entier *caractéristiques de v
en tg. Si p et ¢ sont impairs, on dit que la courbe admet un point d’inflexion en M(%g).
4 Notamment, si M(tg) est un point régulier et si Det(y’,~") s’annule et change de
signe en tg, alors M(fo) est un point d’inflexion : la courbure a changé de signe.
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M

Fig. 77 — Point d’inflexion d’une courbe; la tangente cn M traverse la courbe en ce
point.

w COURBURE, ENTIERS *CARACTERISTIQUES.

Point intérieur = INTERIEUR.

Point pondéré s BARYCENTRE.

Point de rebroussement de 17¢/2® espéce s REBROUSSEMENT, CARACTERISTIQUES (EN-
TIERS C.).

Point régulier Soit v : I — E un arc paramétré de classe ¢ 1. Soit t € I. Le point
M = ~(t) est dit régulier si v/(t) # 0. 4 En un tel point, l’arc admet une tangente,
dirigée par v/ (¢).

Point stationnaire Point d’'un arc paramétré v de classe €1 en lequel la dérivée v’
s’annule. 4 Synonyme : point singulier.

REMARQUE : Parfois, le terme est employé comme synonyme de point *critique. Cette déno-
mination fait référence a I’équation différentielle autonome associée & un champ de vecteurs :
une solution prenant une valeur en un point critique est stationnaire (ou, du moins, peut
l’&tre, car il n’y a pas forcément unicité...)

Point singulier Point d’un arc paramétré -y : I — E de classe %1 qui n’est pas régulier,
c’est-a-dire en lequel la dérivée de « s’annule. 4 Synonyme : point stationnaire.

Point d’unicité locale/globale Condition initiale (¢,z0) pour laquelle une équation
différentielle admet (localement ou globalement) une unique solution.

POISSON Denis Siméon (1781-1840)
(Mathématicien frangais)

Equation de Poisson Equation aux dérivées partielles de la forme Af = p, ou f est
une fonction de classe 2 sur R™ (potentiel) et p une fonction représentant une densité
(de charge, de masse...).

Formule sommatoire de Poisson Soit f une fonction de classe %2 par morceaux sur R
telle que f, f’ et f” soient intégrables. Notons f sa transformée de *Fourier. Alors

+oco +co .
Y rm= Y fm).

n=—co n=—oo

Noyau de Poisson Fonction définie sur ]0; 1[ x R par

1—1r? 1—r2
K(r,0) = = — .
(r.6) 1 — 2rcosf + r2 \1—1‘e“9
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REMARQUE : Cette fonction permet de calculer la valeur d’une fonction harmonique sur le
disque unité, connaissant ses valeurs sur le cercle unité. 4 Si f est continue sur le cercle
unité complexe U, alors

lim [ £(e%) K(rt — 8)d6 = f(').
r—1— Jo

La famille des fonctions (t — K(r, t))TE] 0;1[ est une famille de fonctions de *Dirac sur le
cercle U.

Fig. 78 — Les fonctions t — K(r,t) pour r =0,3, r=0,5, r=0,7et 7 =0,9.

Loi de Poisson & Lor.

POLAIRE

Coordonnées polaires A tout point (x,y) # (0,0) de R?, on peut associer des co-
ordonnées (p,0) vérifiant x = pcosf et y = psind. Il y a unicité de ces coordonnées
si ’on impose p > 0 et 6 € | —m; +m] (ou n’importe quel intervalle semi-ouvert de
longueur 2m).

REMARQUE : La formule de transformation inverse peut s’écrire, par exemple

y y s
e VSTETE 0= 2Arctan(ﬁﬁ-2:j__—y_2> si (z,y) ¢ R*™ x {0},

s sinon.

= DIFFEOMORPHISME, THEOREMES D’ *INVERSION.

Décomposition/factorisation polaire = DECOMPOSITION.

Equation polaire d’une conique Equation donnée en représentation polaire d’une
conique non dégénérée. 4 Cette équation prend une forme particuliérement simple
lorsque 'origine est choisie sur 'un des foyers de la conique et si I’axe Oz passe par

le deuxiéme foyer (cas de D’ellipse et de I’hyperbole), ou est ’axe de symétrie (cas de
la parabole). Dans ce cas, 1’équation générale de la conique est

P

)= ——
p(9) 1+ ecosf

ou e est ’excentricité de la conique.
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Fig. 79 — Représentation polaire d’une ellipse.

Egemple : L’orbite d’une planéte, supposée de masse négligeable devant celle du soleil, et
sans interaction avec le reste de ’univers, est une conique dont un des foyers est occupé
par le soleil. Dans le cas d’une ellipse (0 € e < 1), le demi grand-axe vaut p/(1 — e?), la
distance minimale au soleil (la planéte est au périhélie) vaut L = p/(1 + e) et la distance
maximale est £ = p/(1 — e) (la planéte est alors & 1’aphélie — prononcer [afeli]) .

Genre Excentricité

Cercle e=0

Ellipse 0<e<l1
Parabole e=1
Hyperbole e>1

TABLE 7 — Excentricité d’une conique en fonction de son genre.

Forme polaire d’une forme quadratique g Forme bilinéaire symétrique associée a la
forme quadratique ¢ par ¢(z) = ¢(z, z) pour tout z € E. 4 Elle est reliée a la forme g
par les identités de *polarisation ; par exemple, dans le cas réel :

[a(z +v) — q(z) — q(v)].

N =

[az +v) —alz —v)] =

|

w(z,y) =

= POLARISATION.
Partie polaire d’une fraction rationnelle = DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES.

Repére polaire Dans le plan euclidien orienté, muni d’un repére orthonormé di-
rect (0,14,5), on attache & tout point M = (rcos8,sin0) différent de l'origine, un
repére orthonormé direct (M, ur, ug), appelé repére polaire, défini par

ur =cosf i+sinb j et ug = —sinf i + cosO j.
4 Ce repére est dit mobile car il varie avec le point M. 4 Il est particuliérement

adapté & 1’étude d’une courbe du plan en coordonnées polaires, ainsi qu’a I’étude de
la cinématique d’un point matériel dans un champ de force central.
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Ur

Fig. 80 — Repére polaire.

POLARISATION

Identités de polarisation Relations, toujours vraies, entre un produit scalaire ¢ et sa
forme quadratique q associée. Ces relations permettent de retrouver le produit scalaire
en ne connaissant que la forme q. 4 Dans le cas d’un espace préhilbertien réel, on a

4(zly) = llz +ylI* - lz - 9l®
2 (zly) = llz +ylI* — llel® - llyll*-
4 Dans le cas d’un espace préhilbertien complexe, on a
4% (aly) = |z +yl* - ll= -y 4m (zly) = |lo - iy|* - ||z + iy||®

et donc
4aly) = llz + 9l = Iz — yl* +illz — iyl|* —illz +iy|*.

REMARQUE : Dans le cas de la droite réelle, on peut trouver une jolie illustration graphique
de l'identité de polarisation 4zy = (z + y)? — (¢ — v)2. Le grand carré est d’aire (z 4 y)?2
et le petit gris d’aire (z — y)2.

POLE

Pole d’une fraction rationnelle Soit F € K(X) une fraction rationnelle, et choisissons
un représentant irréductible (P, Q) de cette fraction. Un élément a du corps K est
appelé pole de F si c’est une racine de Q. 4 Son ordre de *multiplicité en tant que
pole de F est son ordre de multiplicité en tant que racine de Q.

1= FONCTION *RATIONNELLE.
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POLYNOME
Polynéme & une indéterminée Soit A un anneau commutatif. On définit, formelle-
ment, un polyndme & coefficients dans ’anneau A comme une suite (an)neN & support
fini (c’est-a-dire nulle & partir d’un certain rang). 4 Sil’on munit I’ensemble des poly-
noémes de I’addition et de la multiplication, définies pour deux polyndémes P = (an) neN
et Q = (bn), ey Par

P+ Q= (an +bn)nen
et

n
PQ = (cn)neN ol Cn = Z ap bn—k,
k=0

on obtient un anneau commutatif, noté A[X]. 4 Si on le munit de plus de la multi-
plication par un scalaire, on obtient 1’algébre des polyndmes. 4 Enfin, il est usuel de
noter XY =1 =(1,0,0,...), X=(0,1,0,...) et, de maniére générale,

X* = (8k,n)nen = (0,0,...,0,1,0,...)
T
k

Le polynéme (ag, a1, ...,an,0,0,---) se note alors plus commodément

P= iak Xk,
k=0

4 Si P est non nul, le plus grand entier n tel que an est non nul s’appelle le degré
de P, et an, est son coefficient dominant.

REMARQUE : Si A est un corps, alors I’anneau A[X] est principal.

w DEGRE, DERIVE, RELATIONS COEFFICIENTS-RACINES.

Polynéme a plusieurs indéterminées Si A est un anneau commutatif, ’anneau A[X]
des polyndémes & coefficients dans A est également un anneau commutatif. On peut
donc définir (A[X]) [Y], que I’on note plus commodément A[X,Y], qui est I’anneau des
polyndmes & deux indéterminées. Un polyndme de cet anneau est de la forme

P:ZZainin
i g

ott la famille (aj;)i; est & support fini. 4 De la méme fagon, on définit des polynémes
A trois indéterminées, quatre, etc.

i DEGRE, HOMOGENE.

Polynéme annulateur Soit E un K-espace vectoriel. Soient % un endomorphisme
de E et P un polynéme de K[X]. On dit que P annule u ou que P est un polynéme
annulateur de u si P(u) = 0. 4 De méme, si A une matrice carrée d’ordre n sur le
corps K. Un polynéme P est dit annulateur de A si P(A) =0.

1w POLYNOME D’ENDOMORPHISME.

Polynome caractéristique Soit A € M, (K). L’application ¢t — det(A — ¢t1,) est un
polynéme de K[X] et de degré n, que I’on note symboliquement x4 (X) = det(A — XI,),
et on I’appelle polynéme caractéristique de A. 4 Ses racines sont les scalaires A tel que
A — X1, n’est pas inversible, c’est-a-dire les valeurs propres de A. 4 Si E est un espace
vectoriel de dimension finie et si u € £ (E), on définit de méme x(X) = det(u—X Id).
4 Si B est une base quelconque de E et si A = matg(u), alors xu = xa.

i CAYLEY-HAMILTON, SPECTRE.
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Polynéme d’endomorphisme Si u est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E,
on appelle polynéme en u tout endomorphisme s’écrivant sous la forme d’une combi-
naison linéaire de puissances de u (au sens de la composition : u* = uowuo---owu).
+SiP=ap+a1X+ - +aqX?est un polynéme de K[X], on note

P(u) = ag Idg +a1u + - - + agu?.

4 On note K[u] I'algébre des polynémes en u. 4 Siu € Z(E) est fixé, 'application
@, : K[X] — K[u] définie par &, (P) = P(u) est un morphisme d’algébre.

w THEOREME DE *HILBERT-DIRAC, POLYNOME MINIMAL.
Polyn6émes de Lagrange = LAGRANGE.

Polynéme minimal Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On appelle poly-
néme minimal d’un endomorphisme u, et on note i, le générateur unitaire de I’idéal
des polynémes annulateurs de u. 4 En d’autres termes, u., est unitaire et, pour tout
P € K[X], P est annulateur de u si et seulement si P est multiple de j,.

REMARQUES : Les valeurs propres d’un endomorphisme sont les racines de son polynéme
minimal. 4 Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal
est scindé & racines simples, et trigonalisable si et seulement si son polynéme minimal est
scindé. 4 Le polynéme minimal divise le polynéme caractéristique (théoréme de Cayley-

Hamilton). 4 Le polyndéme minimal et le polynédme caractéristique ont mémes diviseurs
irréductibles.

Polynéme normalisé Polynéme unitaire ou nul.

Polynémes orthogonaux Famille (Py) nen de polynémes obtenus en orthogonalisant
la base canonique pour un produit scalaire donné. 4 C’est donc notamment une
famille étagée en degré. 4 Selon le produit scalaire choisi, on obtient évidemment
des familles distinctes de polynémes. Trés souvent, le produit scalaire choisi est de la
forme

(PIQ) = /IP(t) Q) w(t) dt,

ou I est un intervalle et w une fonction continue et strictement positive sur I, appelée
fonction de poids (weight).

Nom I w(t)
Hermite ] —o0; +o0] et
Laguerre [0; +oo] et
Legendre [—1; +1] 1
Tchebychev — ]—1;4+1[ 1/vV1—+¢2

TABLE 8 — Familles de polynémes orthogonaux.

4 Les polynémes orthogonaux de ce type vérifient une relation de récurrence d’ordre 2
et sont solutions d’une équation différentielle d’ordre 2. 4 De plus, le polynéme P,
de degré n, posséde n racines distinctes, toutes a I’intérieur de l’intervalle I.

ww HERMITE, LAGUERRE, LEGENDRE, T'CHEBYGHEV.

Polynéme scindé Polynéme P € K[X] se factorisant sous la forme de produit de
polynémes de degré 1 :

n
P=a]]X-x)m.
k=1
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Ezemple : P = X3 —3X 42 = (X—1)*(X+2) est scindé dans R[X]. ¢+ Q = X2 — 2 est scindé
dans R[X] mais pas dans Q[X]. ¢ R = X241 n’est pas scindé dans ]R[X],*mais ’est dans C[X].
4+ Tout polynéme complexe est scindé dans C[X]. = THEOREME DE D’ *ALEMBERT-GAUSS.

Polynéme simplement scindé Polyndme scindé dont toutes les racines sont simples;
il peut donc se décomposer sous la forme

d
P=a H (X - Ak)a
k=1
ot d est le degré de P et ol les A sont deux & deux distincts.
s MULTIPLICITE.

Polynéme trigonométrique Application P : R — C telle qu’il existe w > 0, n € Net

une famille (c—n,...,C0;...,Cn—1,Cn) € C2n+1 vérifiant
ids .
VieR  P@)= Y cpeth
k=—n

4 w est appelé la pulsation du polyndme, et T = 27/w est sa période. Un polynéme
trigonométrique de période T est T-périodique.

w WEIERSTRASS (2F THEOREME D’APPROXIMATION).
Polynéme unitaire Polynéme dont le coefficient dominant vaut s

Algébre des fonctions polynomiales sur K™ Algébre des fonctions de la forme

§ : k1 k
P(Ily-'wxn): Ay ,.nkn T1 STy
ky,...,kn€N™
c’est-a-dire, en notant z = (z1,...,%n) et k= (k1,. .., kr), des combinaisons linéaires
de monémes de la forme ” .
M (z) = 27 - -z

PONDERE

w BARYCENTRE.

POSITIF
Endomorphisme symétrique (défini) positif Soit E un espace vectoriel euclidien. Un
endomorphisme symétrique u est positif lorsque

Ve € E <z|u(:z:)> > 0.
11 est défini positif lorsque <x|u(x)> n’est nul que pour z =0 :
vz € E~ {0} <u(m)|m> > 0.

On note .#+ (E) 'ensemble des endomorphismes symétriques positifs de E, et S+ (E)
celui des endomorphismes symétriques définis positifs.

REMARQUES : Ces propriétés peuvent &tre caractérisées par le spectre du u (qui, rappelons-le,
est diagonalisable dans une base orthonormée) : u est positif si et seulement si Sp(u) C ]R'*'7
tandis que u est défini positif si et seulement si Sp(u) C R*T. 4 Siu est symétrique positif,
il vérifie également la relation

lull = 'l = sup_(u(@)|e) = plu),
lzll<1
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ot p(u) est le rayon spectral de u. + Un endomorphisme u est dit négatif si —u est positif,
et défini négatif si —u est défini positif.

= RAYLEIGH.
Forme bilinéaire (définie) positive & FORME BILINEAIRE.

Matrice symétrique (définie) positive Une matrice symétrique M € S, (R) est dite
positive si
VX €My 1(R) *XAX >0

et définie positive si
VX € Mp1(R) N {0}  *XAX >0.

4 On note S#(R) I’ensemble des matrices positives, et St+(R) celui des matrices
définies positives.

REMARQUE : Une matrice est symétrique (définie) positive si et seulement si elle est la ma-
trice représentative, dans une base orthonormée, d’un endomorphisme symétrique (défini)
positif d’un espace vectoriel euclidien. 4 Par conséquent, une matrice symétrique est po-
sitive si et seulement si son spectre est inclus dans R, et définie positive si et seulement
si son spectre est inclus dans R*T.

1w ENDOMORPHISME *POSITIF.

Partie positive = PARTIE.

PPCM

PPCM de deux entiers a et b Générateur positif, noté a V b, de ’idéal aZ N bZ.
4 Notamment, aZ NbZ = (a V b)Z. 4 C’est également le plus petit multiple positif
commun & a et & b (plus petit au sens de la divisibilité).

PPCM de deux polynémes A et B Générateur normalisé de I'idéal AK[X] N BK[X].
4 Notamment, AK[X] N BK[X] = (A V B)K[X]. 4 C’est également le plus petit (au
sens de la divisibilité) multiple normalisé commun & A et 4 B.

w BEzouT, GENERATEUR, IDEAL, PGCD.

PREHILBERTIEN

Espace préhilbertien réel Espace vectoriel réel muni d’une forme bilinéaire symé-
trique définie positive (produit scalaire).

Ezemple : L’espace E des fonctions continues sur [a; b] et & valeurs réelles, muni du produit
scalaire défini par (f|g) = f: fg, est un espace préhilbertien réel.

Espace préhilbertien complexe Espace vectoriel complexe muni d'une forme sesqui-
linéaire, & symétrie hermitienne, définie positive (produit scalaire).

Ezemple : L’espace E des fonctions continues sur [a; b] et & valeurs complexes, muni du
produit scalaire défini par (f|g) = fol fg, est un espace préhilbertien complexe.

= PRODUIT SCALAIRE, ESPACE *HERMITIEN.

PREMIER
Décomposition en facteurs premiers & DECOMPOSITION.

Entier premier Entier naturel différent de 1, et n’admettant aucun autre diviseur
que 1 et lui-méme. 4 C’est donc un entier naturel admettant exactement deux divi-
seurs. 4 On note parfois P ou P '’ensemble des nombres premiers. 4 Un entier qui
n’est pas premier est dit composé.

REMARQUES : L’ensemble des nombres premiers est infini. ¢ Un nombre premier p divise
un produit ab si, et seulement si, il divise ’un des facteurs. == Gauss. 4 La série > 1/p, ot
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p parcourt ’ensemble des entiers premiers, est divergente. Sa divergence est extrémement

lente, puisque
1
E = ~ In(lnn).
oo

n—
pEP
psn

4 Le nombre 7(n) des nombres premiers inférieurs ou égaux & n est équivalent & n/lnn
lorsque n — oo & THEOREME DES NOMBRES “PREMIERS. 4 La notion de nombre premier se
généralise aux polynémes & POLYNOME *IRREDUCTIBLE.

= DECOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS, PGCD, PPCM.

Entiers premiers entre eux Deux entiers a et b sont premiers entre eux si les seuls
diviseurs communs & a et & b sont —1 et +1, c’est-a-dire si a Ab = 1. 4 Les entiers
a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, ils vérifient I’identité de Bézout : il
existe u,v € Z tels que au + bv = 1. 4 Synonyme : entiers étrangers.

Exemples : Les entiers 21 et 10 sont premiers entre eux. 4 En revanche, 21 et 18 ne le
sont pas, car ils admettent 3 comme facteur commun.

w BizouTr, Gauss, PGCD.

Entiers premiers entre eux dans leur ensemble Entiers a1,...,an dont les seuls
diviseurs communs sont —1 et +1.

Polynémes premiers entre eux Deux polynémes P et Q non nuls sont dits premiers
entre eux si les seuls diviseurs communs & P et Q sont les polynémes de degré O
(polynoéme constants non nuls). 4 Autrement dit, ils sont premiers entre eux si et
seulement si P A Q = 1.

Ezemple : (X2 +1) et (X — 3)(X — 2) sont premiers entre eux dans R[X].

REMARQUE : Si P et Q sont deux polyndmes complexes non nuls, alors ils sont premiers
entre eux si, et seulement si, ils ne possédent pas de racine commune. 4 Cette propriété
ne se généralise pas a R[X] : ainsi, P = (X2 4+ 1) et Q = (X® + 1)? ne partagent aucune
racine commune (ils n’ont aucune racine réelle) mais ne sont pas premiers entre eux : P est
un diviseur commun & P et Q.

w BEzouTr, PGCD.

Théoréme des nombres premiers Notons m(n) le nombre d’entiers premiers infé-
rieurs ou égaux & n. Les mathématiciens *Gauss et *Legendre ont conjecturé que
m(n) ~n/lnn; il fallut attendre la toute fin du x1x® siécle pour que les mathémati-
ciens francais *Hadamard et de La Vallée-Poussin démontrent, indépendamment, en
1896, cette conjecture, dans un véritable tour de force analytique. 4 En 1914, le ma-
thématicien anglais Littlewood, remarquant que la fonction *logarithme-intégral Li(z)
donne un équivalent de meilleure qualité de 7(z), étudia la différence des deux quan-
tités et prouva que m(n) — Li(n) change de signe une infinité de fois. Ce résultat est
d’autant plus remarquable que Gauss avait conjecturé que 7(n) était toujours stricte-
ment inférieur a Li(n), et que, jusqu’a n = 108, on sait que cette inégalité stricte est
toujours vérifiée.

REMARQUE : Ce théoréme est profondément lié & d’autres branches (apparemment éloignées)

des mathématiques, et notamment & la répartition des zéros de la fonction ¢ de Riemann.
= ZETA.

PRESQUE NULLE

Une famille (z;);c1 de vecteurs est dite presque nulle, ou & support fini, lorsqu’il
n’existe qu'un nombre fini d’indices i tels que z; # 0. 4 Si l'on note (i1,...,in) le
support de cette famille (ensemble des indices 4 tels que z; # 0), alors on pose

n
E xizg T
k=1

1€l

245 PRIMITIVE

) 72 P . . z 7 5
C’est donc, malgré I’écriture, une somme finie, qui est parfaitement définie.

o0
Ezemple : Un polyndme s’écrit sous la forme P = 3 a, 2", ol (an),cy est une suite
n=0

oo
presque nulle de complexes; on peut écrire, par exemple, P(1) = > ay.
n=

5 SUPPORT.

PRESQUE SOR

Un événement est dit presque sir lorsqu’il est de probabilité 1. 4 Une propriété
est vraie presque siirement lorsque sa réalisation est un événement de probabilité 1.
4 Synonyme : quasi certain.

Ezemple : Une variable aléatoire X est dite presque siirement positive si P [X > 0] = 1.
Convergence presque strement Une suite (X»), oy de variables aléatoires converge
presque slirement vers une variable aléatoire X si la suite numérique (Xn(w))nem
converge vers X(w) pour presque tout w de . 4 En d’autres termes, il existe une partie
N de Q telle que P(N) = 0 et telle que, pour tout w € 2\N, on ait nl-l—)nolo Xn(w) = X(w).

= LLOI FORTE DES *GRANDS NOMBRES.

PRIMITIVE

Primitive d’une fonction continue f Soit f : I — E une fonction continue, définie sur
un intervalle I et & valeurs dans un espace vectoriel normé E ; une primitive de f est
une fonction F définie et dérivable sur I, dont la dérivée est F/ = f. 4 Si a € I, toute
primitive de f est de la forme z faz f(t)dt + C*. 4 Notamment, 1’application
T — f: f(¢) dt est I'unique primitive de f qui s’annule en a. 4 Alors, pour tout b € I,

[P f(t)dt = F(b) — F(a).

REMARQUE : Si f : I — E est une fonction quelconque, une primitive de f est une fonction
F : I — E, dérivable, et telle que F’ = f. Une telle primitive n’existe pas toujours dans
ce sens restreint (mais on peut élargir la notion de primitive pour des fonctions continues
par morceaux, voir ci-dessous). Si elle existe, elle n’est méme pas forcément donnée par
la fonction & +— ff f en gardant le sens habituel de I'intégrale (intégrale de Riemann, ou
de Lebesgue). Toutefois, d’autres constructions de ’intégrale (celle de Denjoy-Kurzweil-
Henstock notamment) permettent d’assurer cette propriété.

w THEOREME *FONDAMENTAL DE L’ANALYSE, INTEGRAL.

Primitive d’une fonction continue par morceaux Si f : I — E est continue par
morceaux sur l'intervalle I, une primitive de f est une fonction F continue sur I,
et telle que, en tout point z € I en lequel f est continue, F est dérivable et vérifie
F/(z) = f(z). 4 Sia €1, toute primitive de f est de la forme z — faz F(t) dt + Cte,

Exzemple : Une primitive de la fonction de Heaviside définie par H(t) = 0 si ¢ < 0 et
H(t) = 1sit > 1 est la fonction F définie par F(¢) = 0sit < O0et F(t) =tsit > 1.

Primitive d’une forme différentielle w Si w est une forme différentielle exacte sur un
ouvert U de R", toute fonction f : R™ — R dont la différentielle df est égale & w est
appelée primitive de w.

REMARQUE : Si U est connexe par arcs, toutes les primitives de w différent d’une constante.
Dans le cas contraire, on peut choisir une constante par composante connexe par arc de w.
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Ezemple : Siw(z,y) = 2zy dz+(z%+3y?) dy, une primitive de w est f(z,y) = z2y+y3+Cte
sur R? tout entier.

PRINCIPAL
Anneau principal = ANNEAU.
Idéal principal = IDEAL.

Inconnues principales = Pivor.

PRINCIPE
ww LEMME DES BERGERS, RECURRENCE, TIROIRS, ZEROS ISOLES.

PROBABILISABLE

Espace probabilisable Couple (©,7), ot Q est un ensemble, appelé espace des
épreuves ou univers (des possibles), et  est la tribu des événements, c’est-a-dire
un ensemble de parties de Q, dont sont éléments Q et l’ensemble vide, stable par
passage au complémentaire et par union dénombrable. Autrement dit,

T CPB(Q), Qe 7, @eT, VAeZ A°cT

et, pour toute suite (An),cy & valeurs dans 7, U An est élément de 7. 4 Un
neN

élément de J est appelé événement (un tel élément est donc une partie de Q). Un
élément w € Q est parfois appelé épreuve, ou résultat de ’expérience 2, et un événe-
ment de la forme {w} est appelé événement atomique. 4 Lorsqu’une épreuve w est
élément d’un événement A € &, on dit qu'elle réalise ’événement A.

REMARQUE : Lorsque I’on définit un espace probabilisable, on doit choisir un ensemble de
parties de Q sur lequel définir une probabilité. Si Q est un ensemble fini ou dénombrable,
inutile de se poser des questions métaphysiques, il suffit de prendre ’ensemble de toutes les
parties de Q : & = P(Q) 4 Lorsque Q n’est pas dénombrable, il est nécessaire (pour des
raisons techniques) de restreindre ce choix. Notamment, si I’on veut décrire des événements
du type X € A, od X est une variable aléatoire et A une partie de R, il est nécessaire, pour
les mémes raisons, de restreindre le choix des ensembles A que l'on peut considérer. En
pratique, cette restriction n’empéche personne de respirer : tout ce que I’on peut construire
a partir des intervalles avec des unions ou des intersections dénombrables et des passages
au complémentaire est autorisé! Les parties A acceptables au sens précédent forment ce
qu’on appelle la tribu des boréliens.

w EVENEMENT.

PROBABILISE

Espace probabilisé Encore appelé espace probabiliste. Triplet (Q, 7, P) ou (2, 7) est
un espace probabilisable et P une probabilité sur (2, 7).

PROBABILITE

Soit (£, .7) un espace probabilisable. Une application P : 7 — [0; 1] est une proba-
bilité sur (2, .7) si P(Q2) = 1 et si elle est o-additive : pour toute famille dénombrable
(An)pey dévénements de J deux a deux disjoints,

P( U An> =Y P(An). (o-additivité)

neN neN

4+ (Q, 7,P) est un espace probabilisé. ¢ Notamment, P(A®) =1 — P(A) pour tout
événement A et, en particulier, P(@) = 0.
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REMARQUE : La o-additivité est une extension de la notion d’additivité (si ANB = &, alors
P(AUB) = P(A) + P(B)) au cas dénombrable. On ne peut en revanche pas ’étendre au
cas non dénombrable. Par exemple, si X est une variable aléatoire suivant la loi uniforme
2% ([0;1]), alors P[X € [0; 1]] =1, mais P [X = ] = 0 pour tout z € [0; 1], donc

P( U [X:x]);é« Z PX=z] »
z€(0;1] z€(0;1]
(avec des guillemets car la notion n’est pas correctement définie!)

Formule des probabilités composées Soient A et B deux événements. On suppose
que P(A) # 0; alors P(ANB) = P(A) - Pao(B). 4 Plus généralement, si Ai1,...,An
sont des événements de probabilité non nulle, alors

P(A1N---NAp) =P(A1) - Pa,(A2) - Pa,n.na,_; (An).

Probabilité conditionnelle Soit (€2, &, P) un espace probabilisé. Soit A un événement
de probabilité non nulle. Alors I'application P4 définie sur & par
P(ANB)

Pa:B

est une probabilité sur (2, 7), appelée probabilité conditionnée par A. 4 Si B est un
événement, alors P (B) s’appelle probabilité de B conditionnée par A ou probabilité
de B sachant A. 4 On la note également P(A | B).

ww INDEPENDANCE.

Formule des probabilités totales Soient (An), oy un systéme complet ou quasi com-
plet d’événements, et B un événement. Alors

co

P(B) = Z P(A» NB). (forme 1)

n=0
Si de plus P(Ay) > 0 pour tout n € N, alors

oo

P(B) = P(Az) Pa,(B) (forme 2)

n=0

PROBLEME

Probléme de Cauchy = Cauchy.

PRODUIT
Produit cartésien Soient A et B deux ensembles. Le produit cartésien de A et B est
AxB={(a,b); acAetbec B}
REMARQUES : Si E et F sont deux espaces vectoriels, alors E X F est muni d’une structure
naturelle d’espace vectoriel, I’addition et la multiplication par un scalaire étant
(a,b) + (a’,b") = (a+a’,b+b") et A(a,b) = (Aa, Ab).

4 Si E et F sont tous deux de dimension finie, alors E X F est également de dimension finie
et dimE X F =dimE 4 dimF.

== T'OPOLOGIE PRODUIT.
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Produit de Cauchy s Caucny.

Produit de composition & CoMPOSITION.

Produit de convolution = CoNvoLUTION.

Produit infini Soit (un), ¢y une suite de complexes tous non nuls. On note, pour
n

tout entier n, Pn = [] ug. On dit que le produit infini [Ju, converge si la suite

k=0
(Pn),en admet une limite non nulle et, dans ce cas, on note

(e o] n
H up = lim H U -
n—oo
k=0

n=0

REMARQUE : Si (@n),y est une suite réelle qui tend vers 0, il existe un entier N > 1 a
partir duquel u, = 1+an > 0; la suite (Pr)n,>n est alors de signe constant ; on écrit alors

n
Yn2N  P,=Pnx_1- [[(1+ak)
k=N

et on prend le logarithme de P, /Pn—1 : I’étude de la convergence du produit est alors
ramenée & 1'étude de la série 3°,, 5 In(1 + ax).

Produit de Kronecker = KRONECKER.

Produit matriciel Soient A une (n,p)-matrice, et B une (p, g)-matrice sur le méme
corps commutatif K. Le produit de A par B est la (n, g)-matrice M = (my;);; définie
par

P
V(i,5) € [15n] x [15 4] mij = Y Gk by
k=1

q

}
J
4 Ce produit matriciel permet notamment de représenter le produit de composition
d’applications linéaires. Si E, I et G sont des espaces vectoriels de dimensions respec-
tives g, p et n, munis de bases B, C et D, si u € Z(E,F) et si v € Z(F,G), et si 'on
note U = matg ¢(u) et V = mate p(v), alors la matrice représentative de v o u dans
les bases B et D est
mat(vou) =VU.
B,D
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Produit mixte Soient u, v, w trois vecteurs de I’espace euclidien orienté R3. Leur
produit mixte est

[u, v, w] @ Det(u,v,w) =u - (v Aw).

4 Il mesure algébriquement le volume du parallélépipéde engendré par les trois vec-

teurs u, v et w.

Fig. 81 — Parallélépipéde engendré par les vecteurs u, v et w.

i DETERMINANT, PRODUIT VECTORIEL.

Produit scalaire Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel E est une forme
bilinéaire symétrique définie positive, c’est-a-dire une application ¢ : E x E — R
linéaire par rapport i chaque variable, et telle que :

- ¢(z,y) = ¢(y, ) pour tous z,y € E;

— (z,z) = 0 pour tout z € E;

— ¢(z,z) = 0 si et seulement si z = 0.
Ezemples : L’espace € ([0; 1],R) des fonctions continues sur [0; 1] et & valeurs réelles
peut &tre muni du produit scalaire défini par (f|g) = fol fg. 4 Siag,...,an sont des réels

T
distincts, I’espace R, [X] peut &tre muni du produit scalaire (P|Q) = > P(ax) Q(ax). Pour
k=0

ce produit scalaire, la famille (Lo,...,L,) de polynémes élémentaires de *Lagrange est
orthonormeée.
Produit scalaire hermitien Soit E un C-espace vectoriel. On appelle produit scalaire
hermitien sur E toute application ¢ : E x E — C telle que

— ¢ est une forme sesquilinéaire : linéaire & droite, mais semi-linéaire (ou : anti-

linéaire) & gauche : p(Az + z’,y) = X p(z,y) + (', y).

— @ est & symétrie hermitienne : (y,z) = p(z,y);

- ¢(z,x) 2 0 pour tout z € E;

— ¢(z,z) = 0 si et seulement si z = 0.
Exemples : L’espace ‘g( [0;1] ,(C) des fonctions continues sur [0; 1] et & valeurs complexes
peut étre muni du produit scalaire défini par (f|g) = fol fg. + L’espace E = £2(N) des suites
complexes (un), oy telles que 3 |un|? converge est muni de sa structure préhilbertienne
canonique en posant (ulv) = § U, vn, pour toutes suites u et v de E. (= £2.)

n=

Produit tensoriel Un cas particulier de produit tensoriel est le produit de Kronecker.
v KRONECKER.

Produit vectoriel Soient = et y deux vecteurs de 1’espace euclidien orienté R3. Leur
produit vectoriel u = x Ay est 'unique vecteur tel que (u|z) = Det(z, y, z) pour tout
z € R3. 4 Il vérifie notamment z Ay = —y Az et

lle Ayl = ll]| lyll | sin(@;y)|-
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4 Dans une base orthonormée directe, si & a pour coordonnéces (z,y, z) et si x’ a pour
coordonnées (z',y’, 2"), alors Ay a pour coordonnées

(yz' —y'z, 22’ — 2z, zy’ — z'y).

4 Le vecteur x A y est orthogonal & la fois & x et & y.
i PRODUIT MIXTE.
Norme produit = NORME.

Topologie produit = TOPOLOGIE.

PROJECTION/PROJECTEUR

Soit E un espace vectoriel, et soient V et W deux sous-espaces supplémentaires dans E :
E = V@ W. Tout vecteur z € E se décomposant de maniére unique dans la somme
directe V@& W, si I'on note = v+ w, on pose alors p(x) = v. L’application p : £ — v
ainsi définie est appelée projection sur V parallélement & W. Elle vérifie notamment

V=Imp W = Kerp et pop=p.

4 Tout endomorphisme p € .Z(E) vérifiant pop = p est appelé projecteur. 4 Son noyau
et son image sont supplémentaires : E = Im p®Ker p. La décomposition d’un vecteur x
sur cette somme directe est simplement z = p(z) + [m - p(:c)} 4 Géomeétriquement,
un projecteur p est la projection sur Imp, parallélement & Ker p. 4 Parfois, les mots
« projection » (notion géométrique) et « projecteur » (notion algébrique) sont employés
I’un pour l'autre.

REMARQUES : Si E est de dimension finie, la matrice représentative de p dans une base
adaptée & la décomposition E = Imp @ Ker p est de la forme

(5 o)

4 Notamment, le rang d’un projecteur est égal & sa trace : rgp = trp. 4 Si E est un
espace vectoriel quelconque et p un projecteur de E, traduire I’hypothése « z € Imp » par
« il existe y € E tel que x = p(y) » est juste, mais maladroit : il vaut bien mieux écrire

directement z = p(z).
/
v = p(x)

Projection orthogonale D’un point de vue géométrique, considérons un espace pré-
hilbertien E; une projection orthogonale est une projection sur un sous-espace vec-
toriel V, parallélement & un sous-espace vectoriel W tel que W L V. Les espaces A%
et W sont alors supplémentaires orthogonaux. 4 D’un point de vue algébrique, un
projecteur orthogonal est un projecteur de E qui est également un endomorphisme
symétrique, c’est-a-dire vérifiant <p(ac)|y> = <x|p(y)> pour tous z,y € E. C’est un
projecteur caractérisé par la relation

W

iL
E=Kerp®Imp.
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4 Si E est un espace euclidien, un projecteur orthogonal est un endomorphisme ca-
ractérisé par les relations p = p* = p?.

Ezemple : Soit n € N*. L'espace E = M1, (R) des matrices carrées d’ordre n peut &tre
muni du produit scalaire (M|N) = tr(*MN). Alors E est somme directe orthogonale du
sous-espace vectoriel S, (R) des matrices symétriques et du sous-espace vectoriel A, (R)
des matrices antisymétriques. L’application M +— %(M + tM) est le projecteur orthogonal
sur S, (R), parallélement & A, (R).

Famille de projecteurs associée & une somme directe Soit E un espace vectoriel,

soient E1,...,E; des sous-espaces vectoriels de E tels que
k
E=(PE:.
i=1

Tout vecteur = de E peut se décomposer de maniére unique dans cette somme directe :

k
L= g T; z; € B;.
i=1

Pour tout ¢ € [1; k], Vapplication p; : £ +— ; est un projecteur, d’image E; et de noyau

k

EBj;éi E;. La famille p1,...,px de projecteurs vérifie 'lepi = Idg et p; op; = ;5 p;

i=
pour tout (4,5) € [1; k]%.
Famille de projecteurs associée 4 un endomorphisme diagonalisable Soit E un espace
vectoriel de dimension finie n et soit u € .Z(E) un endomorphisme diagonalisable. La
famille de projecteurs associée & u est la famille de projecteurs associée a la somme
directe E = ®>\ESpu Ey(u). 4 Si B est une base propre dans laquelle la matrice de u
est de la forme diagonale par blocs :

AlIdl
Aolyg
mat = 2
126(u)
Arla,
alors les projecteurs P1,...,P; ont pour matrices, dans cette méme base :
La, 0
p,=| 0. Pr=| "y
0 Ia
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Théoréme de projection orthogonale Soit I un sous-espace vectoriel de dimension
finie d’un espace préhilbertien E. Alors F-L est un supplémentaire orthogonal de F :

L
E = F®FL. De plus, si (e1,...,en) est une base de F, alors le projeté orthogonal
d’un vecteur z sur F est

n
Tr =) (exla) ek
k=1

4 Ce projeté est 'unique point réalisant la distance de z & F :

|z = pr(@)|| = d(=; F) = inf [l= — .

Ezemple : Notons E ’espace vectoriel des fonctions complexes, continues sur R, et 27-
périodiques, muni du produit scalaire (f|g) = (1/2m) foz" fg. Soit p un entier naturel.
Notons Fp, le sous-espace vectoriel de E des polynémes trigonométriques de degré au plus p.
Alors le projeté orthogonale d’une fonction f de E sur F, est sa somme partielle de Fourier
d’ordre p.

(e1]z) e

Fig. 82 — Projection orthogonale d’un vecteur z sur un sous-espace vectoriel de di-
mension finie, muni d’une base orthonormée.
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PYTHAGORE vi® siEcLE av. J-C
(Mathématicien, philosophe, mystique et thaumaturge grec)

Théoréme de Pythagore Soit E un espace préhilbertien, soient z,y € E deux vecteurs

orthogonaux. Alors ||z 4 y||2 = ||z]|? + ||y]|*>. ¢ De maniére plus générale, pour toute
famille orthogonale finie (z1,...,2p), on a

P 2 p -
Sanl| =3 lokl®
k=1 k=1
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Fig. 83 — Démonstration « visuelle » du théoréme de Pythagore. Sur la premiére fi-
gure colorée, les deux carrés blancs sont d’aire a? et b? respectivement. Sur
la derniére figure, le carré central est d’aire 2.



