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I. Somme de termes et produit de facteurs :

1. Exemples:

Sommes (ou différences de termes) Produits de facteurs
x—6 (5x +1)(x — 3)
(2x +5) + 3x 3(1+ 5x)
G5—-—x)—(1+9) 9—x)4+x)
34+ (2+3x)(x—1) (5 + 8x)(x — 8)?

2. Remarques :
% est appelé un quotient c’est le produit de 4 et de I'inverse de 2 — x.

3. Valeurs interdites :

Pour certaines expressions dépendantes de x, il existe des valeurs de x pour

lesquelles on ne peut pas calculer I'expression, car elle n’est pas définie.

Exemples : Soit A(x) = Z%SC

B(x) = ———=
(x+1)(x-3)
Concernant A(x), pour x = —4,on a4+ x =0 donc il n’est pas possible de
calculer A(-4)
Concernant B(x), pourx = —1loux =3,ona(x+ 1)(x —3) = 0, donc il
n’est pas possible de calculer B(-1) et B(3).
(Le dénominateur ne peut pas étre nul)

x—3

Il. Développer et factoriser

1. La distributivité :

ﬁéfinitions :
Développer c’est exprimer un produit en une somme ou une différence de
termes.
Factoriser c’est transformer une somme ou une différence en produit de
facteurs.
Réduire c’est simplifier au maximum en regroupant tous les termes de méme
nature.
RAPPEL de la distributivité simple :

Qopriété : pour tous nombres k,aetbona:k(a+b) =ka+ kb /




Exemple : DEVELOPPER
—_————
x(4+y)=4x+xy
——

FACTORISER

On dit que la multiplication est distributive par rapport a I'addition ou a la

soustraction.
Dans I'exemple on a distribué la multiplication par x sur les termes 4 et y.

2. La double distributivité :
[ Propriété: (a+ b)(c +d) = ac + ad + bc + bd J

b

[llustration avec les aires :

a b

C

(a+b)

ac+ad +bc+bd

(a+b)(c+d)
Exemples :

x+3)y -4 =

2x(1-x)- (x-3)(3x + 2) =

3. ldentités remarquables :

Propriété : Pour tous nombresa et b, ona: (a + b)? = a? + 2ab + b?
(a —b)? = a? — 2ab + b?
(a+b)(a—b) =a?—b?

Remarques :



lllustration géométrique de la

1¢re identité remarquable :

En considérant les aires dans le carré,
ona: (a+b)?=a’+ 2ab + b?

a b
ab |a
a+b
ab » b

a+b

On utilise les identités remarquables pour développer ou factoriser une
expression.

Exemples :

(3x —5)? =

Cx—1)2x+1) =

25x2 +20x + 4 =

/I\/Iéthode pour développer une expression : \
Développer I'expression suivante : A = (x + 2)(4x — 3) — x(7 — x)
On développe le membre de gauche en appliquant la double distributivité et le
membre de droite en appliquant la simple distributivité.
A=(x+2)(4x —3) —x(7 — x)
A=4x?>—-3x+8x—6—7x + x*

kél=5x2—2x—6 /

Autres formules utiles :

Formule du bin6me : (démonstration par récurrence)

(a+b)" = zﬂ: (:) a"k bk,

k=0

Formule de Bernoulli : (démonstration par récurrence)

n—1
a" —b" = (a—b)(a" ' +a"Pb+ - +ab" P+ ") = (a—b) Y a" ' FE
k=0
En remplacant b par - b on obtient :
n—1
a" +b" = (a+b)(a" ! —a"Pbt - —ab" P+ ") = (a+b) Y _(—1)Fa" TR
k=0



4. Factoriser:

Méthode pour factoriser une expression
Pour factoriser, il faut trouver dans chacun des termes de I’expression un
facteur commun.

Exemples :

A=32+3x)— (54 2x)(2+ 3x) on voit que est le facteur commun.
A=

A=

B =(2—-5x)?>—(2—5x)(x + 1) on voit que est le facteur commun.
B =
B =
B =
lll. Calculer avec des fractions :

1. Définition:

Réduire au méme dénominateur c’est transformer une addition ou une
soustraction de deux fractions en une seule fraction.

2. Propriété :
Pour tous nombres a, b, c et d avec b et d non nuls, on a:
a ¢ ad c¢cb ad+chb

b d"bd bd_  bd

Exemples : Réduire les expressions suivantes au méme dénominateur.

_ 5x 5
T x—2 3—x
A=
A=
A=
B=4+ >X
B 2x +1
B =
B =



3. Simplifier:

Définition : Une fraction est dite irréductible lorsque son numérateur et son
dénominateur n’ont pas de facteurs communs (autre que 1 et -1), on cherche
toujours a écrire les fractions sous forme irréductible en utilisant :

Propriétés :

a . , . , \

- [=a une fraction dont le dénominateur vaut 1 est égale a son
numérateur.
1 2 3
-=1;-=2;-=3 ..
1 1 1

- On ne modifie pas une fraction quand on multiplie ou qu’on divise son

numérateur et son dénominateur par un méme nombre non nul.

On considere a, b et k trois nombres avec b et k non nuls.
a axXk _ a+k

Ona:—= =—
b bxk b+k
a —-a a . . .
- —3 =, = ;unsigne moinsen facteur de la fraction peut passer en

facteur du numeérateur ou du dénominateur.

Simplifications utiles a connaitre :
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1 2 3
—=-=-=-_.=1
1 2 3

Exemples : Simplifier

_ (x+5)x-1)
 (x—1*x+5)

A=

A=

_ 2x+2
2x

B =

B =




2x
C =
4. Opérations sur les fractions
a C axc
Produit: — X — = ——(avec b et d non nuls)
b d bxd
1 b
Inverse : w = — (avec a et b non nuls)
B a
a
o b a_ . d axd
Division: = = — X — = —— (avec b, c et d non nuls)
- b c bxc
d
a b a+b
Addition : z + T (avec ¢ non nul)

Pour additionner ou soustraire des fractions on les met au méme

dénominateur.
a
(o

b
Soustraction : ;

a—b
c

<

Qs

Comparaison : si alors cela impliqgue a < b. (avec d non nul)

a
d
Exemples :
2.5
Calculer:=+——-2 =
3 12

, 3 1 1
Résoudre :=x +-= -
2 3 2

IV. Calculer avec des puissances
1. Puissances :

ﬂ)éfinition : Soit @ un nombre réel non nul et n un entier supérieur ou égal a 2.\

-1 _ 1

a
On pose également : a™ =axaxa..xa

Onpose:a’ =1;al =aeta

Y
n fois

Dans I'écriture a™, n est appelé I'exposant.



En conséquence de cette définition, on a les propriétés suivantes :
atq™ = ghtm

an

am
(an)m — anxm

= gh—m

Opérateurs avec des nombres différents élevés a la méme puissance :

a™ X b" = (axb)"
n

a a
="
b b
Exemples :

10X210
Calculer A=—5——=

o~ (@b Zxc15xb?
SoitD = a~8xb5x(b3xc12)~1
1) Simplifier D
2) CalculerDpoura=2; b=100etc = -1

Avec des puissances de 10 :
10™10™ = 10™t™

10" _

10m

(10™M)™ = 10nxm

V. Calculer avec des racines carrées :

Propriété : Pour tout réel x il existe un unique réel strictement positif dont le
carré vaut x.

Définition : La racine carrée d’un nombre réel positif x est 'unique réel positif,

2
noté v/x, dont le carré vaut x. Ona: (vx)” = x avecVx = 0.




Exemples : (Racines carrées usuelles) Ona:
VO=0;vV1=1;V4=2;/9=3;V16=4;V25=5;V36=6;V49=7;
V64 =8;1/81=9

V100 = 10; /121 = 11 ;144 = 12;/169 = 13.

@opriétés : Soient a et b deux réels positifs. On a \

Vax'b =+axb
\/— foubio
>
Pour tout nombre réel a : y/a? = {asza 0
\ asia<0 y

Exemples : V2 x /3 =2 x 3 = /6.

-

V3 3

Vax = +[22x = 24/x pour x = 0.
Remarque. Pour tous réels a et b strictement positifs, A
ona:vVa+ b = +a++b.

Exemple. V16 + 9 # /16 + /9.
Remarque. Pour tous réels a et b positifs, on a: vVa + b < va + Vb.
Démonstration : Va X b = +a x Vb

(Va x \/5)2 = (\/5)2 X (\/5)2 = a X b, d’'une part et
(Va X b)2 =aXb car a et b sont positifs d’autre part
Donc (\/Ex\/E)Z = (Vax b)2 etdoncvaxVb =+vaxb

Propriété : Soient a et b deux réels positifs. Ona:va +vVb >Va + b

Démonstration : vVa + Vb >Va + b

(Va+vb) = (Va)* +2vavb + (VB) = a + b + 2vab d'une part et,
(Va+b) = a+ b dautre part

Donc (Va+ \/E)2 > (Va+b) car2vab >0

Douva++vVb>+Va+b



VI. Equivalence

Définition : Le symbole & se traduit par si et seulement si et lie deux )
propositions P et Q.

Sil'onaP & Q,alorsonaalafoisP = Q et P & Q, qui signifie P implique Q
et Q implique P.

Finalement, si P est vraie alors Q aussi et si Q est vraie alors P aussi. Y,

Exemple:Ona:x =3 x—-—3=0.

En effet,six = 3,alorsx —3=0etsix —3 =0, alorsx = 3.
Exemple:Onn‘apas:x > 1o x2 > 1.

Eneffetona:x >1= x2 > 1carsix > 1alorsx? > 1%donc x? > 1.

Cependantonn’apas:x?>>1=x > lcarsix?>1,alorsx €
]—o0; —1[ ou x € ]1; +o[, doncon n’apas:x > 1.

VII. Résoudre une équation du premier degré :

Une équation du premier degré est une équation de la forme ax + b = 0 avec
a # 0 ou x est I'inconnue.

Résoudre une telle équation consiste a « trouver le nombre x » pour lequel
ax+b=0

La théorie :

b b
ax+b=0@ax=—b @x:—a donc S:{__}

a
La pratique :
—2x+4=0 On ajoute —4 des deux cotés de I'égalité
—2x = —4 On divise par —2 qui est non nul des deux cotés de
I'égalité
—4 On simplifie
X =—
—2
xX=2

On peut vérifier que lorsque I'on remplace x par 2 dans —2x + 4 on obtient
—2%X24+4=0

Lorsque I'inconnue se situe des deux cotés de I’équation, le principe consiste a
les regrouper dans le méme membre pour se ramener a une équation de la

formeax+b =0
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, , . x+a . \
Pour résoudre des équations de la forme — =6 il faut se ramener a une

équation vue précédemment en multipliant chaque membre de I'égalité par b.

La théorie :
x+a
L =¢ S x+a=bc ©x=bc—a donc S={bc—a}

La pratique :

x+3 _ 9 On multiplie par 5 de chaque c6té de I'égalité
.

x+3=10 On soustrait 3 a chaque membre de |'égalité.

x=7

Quizz niveau 1:

[9 En hydrodynamique, pour un fluide peu visgueux et pour des vitesses peu élevées, les forces de frottements fluides se
résument a |'expression mathématigue suivante :

F, = -12" x Cp X px 8§ x v% avec § la surface « frontale » qui entre en contact avec le fluide au cours du déplacement, p

la masse volumique du fluide, C';, le coefficient de pénétration et v la vitesse de déplacement.

Parmi les propositions suivantes, lesquelles sont bonnes ?

2F;
Cx T px8xat
= Fe
Ce = 2px Sxut
By
C, = T o
EPXSXD
1 2
—pv(SX‘L‘
2
G’c = T

z

La distance parcourue peut se calculer & partir de la vitesse V etde ladurée At d= V x At.

Quelles sont les relations correctes ?

.
At =5
At=d-V
_ v
At= =

11



@ La masse peut se calculer & partir de la masse volumique et du volume occupé :m = p x V.

Quelles sont les relations compatibles aveem = p x V' 2

P=%
p=m-V
pP=r

@ Lorsqu'un conducteur vérifie la loi d'Ohm, alors la tension a ses bornes est proportionnelle a l'intensité du courant qui le
traverse. Celas'écrit: [ = R x I ; R est alors la résistance électrique du conducteur.

Quelle(s) est(sont) la(les) relation(s) correcte(s) ?

_u
I=3
=R

R
I=3

Quizz niveau 2 :

@ Deux résistances ; et 1y sont branchées en dérivation entre deux bornes. La résistance équivalente R, s'exprime en
fonction de Ry et Ry parlarelation :

_ 4R

1
R, Rylp -~

R1 R2

|

e

Quelle est I'expression correcte de R1 en fonction de R2 et Req?

Ri=R.— Ry
Ry =R.+R;
;- %
Ry = Bk

12



La relation de conjugaison d'une lentille a bords minces s'écrit : e = e
0A' 0A f

Que vaut OA’ quand f' = 0.04 m et OA = -0.08m ?

0A’ =0,08m

OA' =125m

04" =8cm

B Une onde sonore se propage & la vitesse V' dans un métal et a la vitesse v dans I'air sur une méme distance L. On
mesure At la différence des durées de parcours de cette onde dans un métal et dans l'air.

At=Lx (- 3)

Quelle est I'expression de la vitesse V' du son dans le métal?

V=l
L—Atxu

i
V=13 At

.

o u
V_ ‘i—““m‘
L
V=o—-L1

VIIl. Résoudre une inéquation :

Une inéquation est une inégalité qui contient une inconnue x.

Résoudre une inéquation, c’est trouver toutes les valeurs de x qui vérifient
cette inégalité. Il s’agit d’'un ensemble de valeurs.

e Inéquation du premier degré :

Exemples :
1) 2x+3<4—-5x
2x+5x<4-3

7x <1

Nie

1 . . e \
x < ; Les solutions sont tous les nombres strictement inférieurs a

. ye 2 . ,. 1
L’ensemble des solutions de I'inéquation est donc l'intervalle : ]—oo ; ;[.
2) 2(x—4)<4x-5

2x —8<4x-5
2x —4x <8-5
—2x <3
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3 .. I
xz-= On divise par un nombre négatif donc on change le sens de
I'inégalité.
. - . 3
Les solutions sont tous les nombres supérieurs a — >

. . s . . 3
L’ensemble des solutions de I'inéquation est donc l'intervalle : [—5 ; +oo[.

e En étudiant le signe d’un produit

Résoudre dans R I'inéquation suivante : (3 — 6x)(x +2) > 0
Le signe de (3 — 6x)(x + 2) dépend du signe de chaque facteur 3 - 6xetx +
2.
3-6x =0 ou x+2=0
6x = 3 x =-2
3 1

X =—-=-
6 2

Résumons dans un méme tableau de signes les résultats pour les deux facteurs.

En appliquant la regle des signes, on en déduit le signe du produit
(3—6x)(x+2).

X -0 -2 % +
3—-6x + + 0 -
x+2 - 0 + +
(3—6x)(x+2) - 0+ 0 -

On en déduit que (3 — 6x)(x + 2) > 0 pourx € ]—2 ; 1[.
e En étudiant le signe d’un quotient
Résoudre dans R I'inéquation suivante : —— < 0.

2—6x
3

L’équation n’est pas définie pour 3x - 2 = 0, soit x = é

Il faudra éventuellement exclure cette valeur de I'ensemble des solutions.
Le signe de % dépend du signe des expressions 2 — 6x et 3x — 2.

2 — 6x = 0équivautax = %

Résumons dans un méme tableau de signes les résultats pour les deux
expressions.

1 2
X - — — + =

3 3

2—6x * 0

3x—2 0 &

2—06x
0 + I

3x-2

14



La double-barre dans le tableau signifie que le quotient n’est pas défini pour
x =2,
3

On en déduit queﬂs 0 pourx € ]—00; l] U ]3 ; +00[.
3x—2 3 3

. e s . 2-6 1 2
L’ensemble des solutions de I'inéquation ﬁ < 0 est ]—00; 5] U ]5 ; +00[.

IX. Valeur absolue :

Définition : La valeur absolue d’un nombre A est égale au nombre A si A est
positif et au nombre -A si A est négatif.

x—5 six=5

Exemple:lx—5|={5_x ix <5

Propriétés : Soient x et y deux nombres réels.
Ona: x| =0
|—x| = |x|

Va2 = x|

|x| = 0 équivautax = 0

|X| = |y| équivautéx =youx =-Yy
lxy| = [x| X |yl
|£|=|x—|p°ury¢0
ylo |yl

Exemples :

1) |-3| =3 et |3| =3 donc |-3]| = |3]|

2)\/(=5)%2 =25 = 5 et |-5| = 5 donc+/(=5)% = |-5|

Propriété : Soit a un nombre réel.
Dire que x est tel que |x — a| < r signifie que x appartient a I'intervalle
[a—r;a+r].

Démonstration:Six —a = 0,alorsx —a<rdoux <a+r
Six—a<0,alorsx—a>=-rdoux=>a—r

lvienta—r<x< a+r

Quizz inéquation niveau 1:
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@ Résoudre I'inéquation |z — 53| < 0,1

z > 53,1
52,9 < z < 53,1
53,1 < & < 53,2
z < 52,9

Niveau 2 :
@ La vergence d'une lentille mince a été évaluée :

V = (4 £ 0,1)é (dioptries)

Quelle expression avec une inégalité traduit la valeur de V?
|V —4| <0,1
IV +4| <0,1
V—-0,1 <4

V+0,1 <4

@ Deux véhicules progressent aux vitesses respectives de 40 m/s et 20 m/s dans la mé&me direction. Le second 290 m
d'avance a l'instant initial.

Les équations horaires des 2 véhicules sont : 1 (£) = 40t et z2 () = —20¢ + 90 (t mesuré en secondes)

Entre quelles dates, la distance entre les 2 véhicules sera t-elle inférieure 2 30 m ?
l<t<2
t>1

t>2
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E] Deux véhicules progressent aux vitesses respectives de 40 m/s et 20 m/s dans la méme direction. Le second a 90 m
d'avance a l'instant initial.

Les équations horaires des 2 véhicules sont : 2 (1) = 40t et 5 () = 20¢ + 90 (t mesuré en secondes)

Entre quelles dates, la distance entre les 2 véhicules sera t-elle inférieure 2 30 m ?
3<t<b
t>3

t>6

@ Deux véhicules progressent aux vitesses respectives de 40 m/s et 20 m/s dans la méme direction. Le second a 80 m
d'avance a l'instant initial.

Les équations horaires des 2 véhicules sont : 21 (1) = 40t et 23 (¢) = 20t + 90 (t mesuré en secondes)
Entre quelles dates, la distance entre les 2 véhicules sera t-elle inférieure 2 30 m ?

On sera amené  résoudre linéquation |z — 21| < 30
3<t<6
—-6<t< -3

3>t>6

X. Résoudre un systeme d’équations :
Systeme 2x2 : signifie 2 équations a 2 inconnues

5x+2y =4 R , . . .
{ Y est un systeme de deux équations du premier degré a deux

—2x+y=-—7
inconnues désignées par les lettres x et y.
Un couple de nombres (x;y) est solution d’un systeme s’il vérifie
simultanément les deux égalités.

Exemple : Le couple (2 ; — 3) est-il solution du systéme [Sx e ?
—-2x+y=-7
Pourx=2ety=-3:
5x+2y=5X2+2x(-3)=10-6=4et-2x+y=-2x2+(-3)=-7.
Les deux égalités sont simultanément vérifiées pour x = 2 et y = — 3 donc le couple (2 ; — 3) est

5x+2y=4

solution du systeme ;
-2x+y=-17

Résoudre un systeme de deux équations a deux inconnues revient a déterminer
tous les couples de nombres (x;y) qui vérifient simultanément les deux
équations.
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Méthode : Résolution par substitution

" y -3x+y=9 —
Exemple : Résous le systéme - ar substitution.
P Y 4x-3y=-17P
e ) On exprime y en fonction de x a l'aide de la premiére
i equation.
4% —3(9 + 3x) = — 17 > On remplace (substitue} y par 9 + 3x dans la deuxieme

équation.

qx — 27 —9x = —17 p [V : s . TR
On résout I'équation a une inconnue ainsi obtenue pour

S trouver la valeur de x.
x=-2
¥ = Jitdx(=2) On remplace x par — 2 dans l'éguation trouvée a la
y=9-6 = :
s premiére étape pour trouver la valeur de y.
D |=-3x+y=9 | xX=-
ong, si Ax=By= 17 alors y=3

On vérifie ensuite que le couple (- 2 ; 3) est une solution effective de ce systéme en appliquant ce
qui a été vu m I. On en déduit que (- 2 ; 3) est la solution de ce systéme.

Méthode : Résolution par combinaisons

5x-4y=
2x+5y=

, ; 8 .
Exemple : Résous le systéme 1 par combinaisons.

Détermination d'une des inconnues
On cherche a éliminer l'inconnue y pour se ramener a une équation du premier degré a une
inconnue.

‘[5 x(5x-4y)=5x8 On multiplie les deux membres de la premiére équation par

[4 X(2x+5y)=4x1 : 5 et ceux de la seconde par 4.
[25 x—-20y=40 > On obtient ainsi des coefficients opposés devant y dans les
1 8x+20v =4 deux équations.
_ On ajoute membre a membre les deux équations du
43rFar = 404 systéme ainsi obtenu pour éliminer y.
33x = 44

On résout cette équation a une inconnue pour trouver la

44 4x11 4 —»
= = valeur de x.

¥=3373x11 3
Détermination de l'autre inconnue

4
—_—— - 4
2X T RS ; On remplace x par 5 dans l'une des deux équations pour
20 =
f = 4y =8 trouver y (ici la premiére).
4
= = =9
64 3 — On trouve y = 3
=3
Dong, si [5x—4y 8 alors 3
" ax+5y=1 lv__l_
ST

On vérifie ensuite que le couple (% = %) est une solution effective de ce systéme.
On en déduit que le couple (% A= %] est la solution de ce systéme.

Remarque : Pour trouver la valeur de y, on pouvait aussi éliminer I'inconnue x.
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Systéme 3x3 : 3 équations a 3 inconnues :

Résoudre le systeme :

{54’23;1—732

20+ y—32=1
2424z =4

Pour résoudre un tel systeme il existe plusieurs méthodes dont I'une consiste a
utiliser les matrices, voir chapitre matrices.
Comment résoudre ce systéme si on ne connait pas les matrices.
Par combinaison :
(L1)-2(L2) =>5x —4x+ 2y — 2y +7z+ 62z =2 — 14 soitx + 13z = —12
(L1)-5(L3) =>5x — 5y + 2y — 10y + 7z — 5z = 2 — 20 soit —8y + 2z = —18
(L2)-2(L3)=>2x —2x+y—4y—3z—2z=7 —8soit—3y —5z=—1
Soit un nouveau systéme :
x+13z=-12 x+13z=-12 x+13z=-12
{ 4y —z=9 =>{ z=4y -9 =>{ z=4y -9
3y+5z=1 3y+5(4y—-9)=1 By+20y—-45=1
x+13z=-12 - _12-13x(-1)=1 (x=1
> Z=4y—9 —>{ z=4x2-9=-1 =>{y:2

2 y =2 z=-1

6
y = E =2
En utilisant les matrices : (voir le chapitre concernant les matrices)
2 ¥
1 3
2 1

on

A=

= 2

Cette matrice correspond au systeme donné dans I'énoncé « il s’agit des
coefficients positionnés devant les inconnues ».

()
w=(7)

Vérifier qu’on retrouve bien le systéme initial en faisant le produit des matrices
AX.

2
Si A est inversible en multipliant a gauche par At il vient A714AX = 471 (7)
4

2 1 0 0
SoitX = A1 (7) carA™1A=1; = (O 1 O) par définition.
4 0 0 1
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Pour utiliser cette méthode, il faut savoir multiplier deux matrices et savoir
inverser une matrice quand c’est possible pour résoudre facilement le systéeme
donné. Voir chapitre sur les matrices et les calculs matriciels.

1. A la calculatrice, on trouve que la matrice A est inversible et :
7/46 6/23 —13/46

Al=|-5/46 -1/23 29/46
3/46 —4/23  1/46

T 2
2. Silonpose X = |y | et B= |7 |.lesystéme proposé est équivalent a :
z 4

AxX—=18

Les solutions sont obtenues en calculant X = A~! x B (voir théoréme) :

7/46  6/23 —13/46 2 1
X=A"'xB=|-5/46 —-1/23 29/46 | x |[7] =] 2
3/46 —4/23  1/46 4 -

L'unique solution du systéme est donc le triplet (z;y; z) = (1;2; —1)

Quizz niveau 1:

;s . |2z =3sina
On considére le systéme :
2y =3cosax

Déterminer I'expression de = en fonctionde yetde o ?

2 +y = 3
z = ytan(a)
“ cos(a)
z=y+ 5(sina— cosa)

On considére le systéme :

3+4z—-2y=0
9—-2y+4z=0
64+-2z+y+22=0

Quelle est la valeur de l'inconnue & ?

Quizz niveau 2 :
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E] L'application des lois de Kirchhoff & un circuit électrique conduit au systéme suivant avec I, I, et I comme inconnues :
(WE+ 4RI —2RI; =0
(2)3F —2RI; + 4RI, =0
(32E+ 2RI+ RIL) + 2RI, =0

Quelle est I'expression de I en fonction de [ et de R, a partir du systéme précédent ?

—
I'= 4R
— 4
I‘«;R
— _AE
I= R

@ Le trajet d'un rayon lumineux dans une fibre optique conduit au systéme suivant, avec « et i, inconnues :

(1) nysin(ig) = na
(2) nicos(ir) = sin(e)
avecng > Ny

Quelle est l'expression de « en fonction de 12 et ny, a partir du systéme précédent ?

s 2 m2
o= ni n;

o = arcsin nL{ — ng

o = arcsin 4 /'n% + n%

o = arcsin (n? — n2)

@ Le trajet d'un rayon lumineux dans une goutte brillante conduit au systéme suivant, aveciy, et n; inconnues :

()n x sin(iy) = n
(2)n x cos(ir) = cos(a)

Exprimer 127 en fonction de n et de «, a partir du systéme précédent :

ny = n? — cos?(a)

ny = /n? + cos?(w)

ny = y/n? — cos?(a)
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E] Un fauteuil électrique est alimenté par un générateur de force électromotrice I et de résistance interne 7 non nulle. Sion
appelle I l'intensité qui circule dans le circuit électrique, la tension U aux bornes de ce générateurestU = E — rl etla
puissance qu'il fournit lors du fonctionnement est P = U. [.

Quelle sont les expressions possibles de l'intensité I qui circule dans le circuit en fonction de E, Petr ?

E+v B —4rP
2r

F—+/E*+4rP
2r

E-\VE*-4rP
2r

E++/ E* —4rP

2r

XI. Résoudre une équation ou une inéquation du second degré dans
R:

Carte mentale pour résolution dans R :

Equation

ﬂalcul du discriminant : \

Equation ax? + bx + ¢ =0 @:mme et produit des racines :

Inéquation

SiA> 0,ax? + bx + c est du signe de a 4 I'extérieur des
racines

A= b* - 4ac Si A> 0, les deux solutions x; et x;
sont telles que :

Valeur de x |-== Xy X3 400

signe de

SiA> 0, il y a deux solutions : signedea 0 signede-a Osignedea

b ax*+hx+c
x1=%:ﬁet z=%:,z LiGEE = Si A= 0, ax? + bx + c est du signe de a
c
Si A= 0, il y a une solution unique : iy =— Valeur de x |-e= Xg +oo)
: L e signe de
b 3 signedea 0signedea
To=—rr ax™+bx+c
z d N\ SiA<0,ax®+ bx +cestdusignedea
SiA< 0,iln’y a pas de solution réelle 2
TRINOME ax?* + bx + ¢ T =
:i::liffc signedea
(a+0)
Courbes représentatives - of
x—ax’+bx+c POIynéme
SiA> 0 d Sia=10 ki SiA< 0 E / = / \
. Forme factorisée \ Forme canonique
gl / Pour tout x, P(x) = ax? + bx + ¢ | pour toutx, P(x) = ax® + bx + ¢
\ f
;r \ - SiA> 0, il y a deux solutions x, et by A
Y \ x2: P(x) = a(x — 1) (x — ) P =“(("+ﬁ) ‘m)
oy e i
95 ¢ ) \ SiA=0,ilyaune selut;on unique P(x) = alx —a)? +f
/ \ | \ Xo ! P(x) = a(x — xp) 5
- st il
\‘ ¥ e A Si A< 0, il n’y a pas de solution LS e 2a ot

= i
[ Coordonnées du sommet de la parabole : § (—2_'; : _%) } Qelle. / ﬁ\— Pla)=-— /

On utilise I'une des trois méthodes suivantes :

Méthode 1 : on utilise les formules apprises avec le discriminant

Exemples :
Résoudre I’équation : 3x% + 3x + % =0
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3
A= (3)2_4X3XZ

A=9-9
A= 0

. . 3 1
Il'y a donc une solution unique x = —— = —=

2X3 2
Résoudre I'équation : —2x?>+x+1=0

A= (12 —4x (-2)x 1

A=1+8
A=9,onaA>0,ilyadoncdeux solutions: x; = 0 L
2x(-2) 2
19 _ O
etxz—ZX(_Z)—l,douS—{ 2,1}

Méthode 2 : on utilise la forme canonique

Exemples :

Résoudre x2 + 2x —35 =0
(x+1)?-1-35=0

(x+1)2%2-36=0

(x+1)2—62=0
x+1-6)(x+1+6)=0

(x —5)(x + 7) = 0 or un produit de facteur est nul si et seulement si I'un des
facteurs est nul.

D'olusix =50ousix =—7douS ={-7;5}
Résoudre 2x2 + 42x +4 =0

(VZx+2)" =0

V2x+2=0

2
X=——

V2
x=—V2soitS ={-v2 }

Méthode 3 : on connait une racine, on utilise la forme factorisée qu’on
développe puis on procede par identification des coefficients. On peut aussi
utiliser les formules du produit et de la somme des racines.

Exemple :

Résoudre 2x2 —3x —2 =10

On voit que 2 est une racine évidente, si on calcule P(2) ona:
2%x22-3%x2-2=00naP(2)=0

Donc 2 est une racine.
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On peut alors écrire 2x2 —3x — 2 = 2(x — 2)(x —r) = 0 on cherche a
déterminer la seconde racine qu’'on a nommér.
2= 2)(x—1)=2(x*—1rx—2x+2r) =2x2 — 2r + 4) + 4r

On identifie les coefficients, car deux polyndmes sont égaux si et seulement si

leurs coefficients sont égaux. D’ou :

{Zr +4=3
4r = =2

Autre méthode en utilisantr; + 1, = —get nry = 2 il vient :

o 1
il vientr = —3

2+r=§et2r=—1d’oﬂr=—%

Onas = {—%; 2}
XIl. Résoudre une équation du second degré dans C :

Equation du second degré a coefficients réels (voir le chapitre les nombres
complexes)

On utilise la forme canonique. (voir exemple 1 ci-dessous)

On utilise les formules du cours : (voir exemple 2 ci-dessous)

. , . . , b
® Si b? — 4ac = 0, I'équation admet une racine double réelle r = %z
. , . . , —b++vb%-4ac
® Si b? — 4ac > 0, I'équation admet deux racines réelles r = —
® Si b? — 4ac < 0,I’'équation admet deux racines complexes (qui sont
—b+i/—(b%-4ac)

conjuguées) r = ”»
Exemples :
- Exemple 1 : Déterminer les solutions de I'équation x? + x + 1 =0

En utilisant la forme canonique :

(+1)2 .
XTo) Tat T
(+1)2+3—0

XT5) g

- 1.3 1, .V3
Les racines sontr; = —-—i—etr, = —-+i—

- Exemple 2 : Déterminer les solutions de I'équation Z2 +3z+4=0
On utilise les formules du cours :
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On calcule de discriminant A du trindme: A =32 —4x 1 x4 = -7
A < 0 donc I'équation admet deux solutions complexes conjuguées :

=347 _ —3-iy7
Z1 = > et z, = >
3 V7. 3 N7
Zl=—§+71 ZZ=—§—7l

Application en sciences physiques :

On a souvent besoin de savoir résoudre ce type d’équation en sciences
physiques, par exemple systeme oscillant ayant pour équation différentielle
x"" 4+ 2Ax" + w?x = 0 ol x est la position fonction du temps et A et w sont
deux constantes positives telles que A < w. Le polyndme caractéristique de
cette équation différentielle est 2 + 2Ar + w? = 0.

On calcule le discriminant A= b? — 4ac

A= 42%? — 4w? or comme on a A < w, le discriminant est négatif.

—b+i\/—(b%2-4ac) ot 7 = —b—i\/—(b%-4ac)
y =

2a 2a

b [ RZ_
r = b+lm=—ﬂ+i‘/w2_ﬂz etrzz—ﬂ,—i (1)2_)-2

2a

Il vient r; =

[Pour la suite de la résolution du probléme, voir le chapitre équation

différentielle du second ordre a coefficients constants. Les solutions sont :

y =e™ [acos( (Vw? — 22)x) + B sin((Vw? — A2)x)] ou encore
y = Ae™* cos ((Vw? — A2)x + ®) ol A et ® sont des constantes. ]

Quizz niveau 1:

Quel est le nombre de solution(s) de I'équation 322 + 6 = 0 dans R?

0
2
| Quelle(s) sont (est) les solution(s) de I'équation 2z% — 12z + 18 = 0 dans R?
x=3
x=-3
x=6

il n'y a pas de solution
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@ Quelle est la forme factorisée du polynéme 2% + 6z — 87

g

2(x — 1)(z +4)
(z—1)(x+4)

2(x+1)(x-4)

Quel est le nombre de solution(s) de I'équation 222 + 6z — 8 = 0 dans R?

0

Niveau 2 :

8

La position x d'un systéme masse-ressort se déplacant autour de sa position d'équilibre est décrit par I'équation
différentielle :z” + 2z’ + w?z = 0.

x est une fonction du temps t et \ et w sont deux constantes positives telles que A = w.
L'équation caractéristique associée a cette équation différentielle s'écrit : 2 +2xr +w? =0

Quelle(s) est (sont) la (les solution(s)) de I'équation caractéristique?

—A

=2

La position x d'un systéme masse-ressort se déplacant autour de sa position d'équilibre est décrit par I'équation
différentielle : 2" + 2Az" + w’z = 0.

x est une fonction du temps t et ) et w sont deux constantes positives telles que A = w.
L'équation caractéristique associée a cette équation différentielle s'écrit : 242 r +w? =0

Quel est le nombre de solutions de I'équation caractéristique?
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E] La position x d'un systéme masse-ressort se déplacant autour de sa position d'équilibre est décrit par I'équation
différentielle : 2” + 2\a’ + w?z = 0.

x est une fonction du temps t et \ et w sont deux constantes positives telles que A > w.
L'équation caractéristique associée a cette équation différentielle s'écrit : 2+ 2xr+w? =0

Quel est le nombre de solutions de I'équation caractéristique?

E] La position x d'un systéme masse-ressort se déplacant autour de sa position d'équilibre est décrit par I'équation
différentielle : " + 2Az’ + w?z = 0.

x est une fonction du temps t et A et w sont deux constantes positives telles que A < w.
L'équation caractéristique associée a cette équation différentielle s'écrit : 2+ 2 r+w? =0

Quel est le type de solutions de cette équation?
complexes conjuguées
réelles

solution "double" réelle

Xlll. Calculer avec des exponentielles et des logarithmes

e Avec des exponentielles :

Définition : Il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que f' = f et
f(0) = 1, cette fonction s’appelle la fonction exponentielle. On la note exp.

Onaexp(0) = 1.

Cette fonction est strictement positive sur R, dérivable sur R avec :

(expx)’ = exp x, elle est strictement croissante sur R.

Théoréme : Pour tous réels x et y,ona:exp(x +y) = expx X expy

Cette formule permet de transformer une somme en produit et réciproquement.
Corollaires :

Pour tousréelsxetyona:

27



a) exp(—x) = $ ou encore expx X exp(—x) =1

exp x

b) exp(x —y) = =

c) expnx = (expx)", avecn € N.

Démonstrations :

a)expxexp(—x) =exp(x —x) =exp0=1

b) exp(x — y) = exp(x + (—¥))

= expx exp(—y) = expx oy ox

c) Par récurrence : initialisation pour n = 0: exp0 X x = 1 d’une part et
(exp x)° = 1 d’autre part donc vraie pourn = 0.
Hérédité : Supposons que la propriété est vraie au rang n et montrons
qu’elle 'estaurangn + 1
exp((n + 1)x) = exp(nx + x) = expnx X expx, or I'hypothése de
récurrence est expnx = (expx)™ d’ou :
exp((n+ 1)x) = (expx)™ X expx = (expx)™*! Donc la propriété est
vraieaurangn + 1.
On a montré par récurrence expnx = (expx)™, avecn € N

exp x

L'image de 1 par la fonction exponentielle est notée e. On utilise Ila
notation suivante :

expx = exp(x X 1) = (exp1)* =e*
Les propriétés précédentes avec la nouvelle notation :
a) e =1letel=e¢
b) e* > 0et(e*) =e*

_ _ 1
c) eXtY =eXe¥V; ¥ yze—y; e x:e—x; (e¥)" =e™ avecn € N.

Exemples :

Simplifier I'écriture des nombres suivants :

e’xe % 1 (64)_1 (er)3

— 5\—-6 -3 — —
B=(e")"xe ¢= (e=3)2 o6 DT oaatigg-x-1

A= pyr:
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Propriétés : Pour tous réelsaetb, on a:

a) e?=ela=5bh
b) e?<el =a<h

Equation et inéquation avec des exponentielles :
- Résoudre dans R I'équation e¥ ™3 — ¢=2¥ = 0

- Résoudre dans R I'inéquation e**~1 > 1.

e Avec des logarithmes :

Définition : On appelle logarithme népérien d’'un nombre réel strictement

positif a, 'unique solution de I'équation e* = a.
La fonction logarithme népérien notée In est la fonction :
In: ]0; +00[ — R
x — In (x)

- Les fonctions exp et In sont des fonctions réciproques I'une de I'autre.
- Les courbes représentatives des fonctions exp et In sont symétriques par
rapport a la droite d'équation y = x.
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y=exp x
e

| y=Inx

- Dans le domaine scientifique, on utilise la

. . 7 . 4 Afi i 1
fonction logarithme décimale, notée log, et définie par : logx = 1r?1xo

Propriétés :

a) Pourx >0,ona:y=Inx © x=¢e”
b) ln1=0;1ne=1;ln§=—1

c) Ine* =x

d) Pourx >0: el"* =

Démonstrations :
a) Par définition
b) e® =1doncdaprésa.:In1 =0
el = edoncdaprésa.: Ine =1
~1 _

1 . 1
e - donc d’apreés a. : ln; = -1

c) Sionposey =e*, alorsx =Iny =Ine*
d) Sionposey = Inx, alors x = e¥ = e!"*

Théoreme : Pour tous réel x et y strictement positifs, on a :

In(xXy)=Inx+Iny

Démonstration :
eln(xxy) =xXy= elnx X elny — elnx+1

Donc:In(x Xy) =Inx +1Iny

Corollaires :
Pour tous réels x et y strictement positifs, on a :
1
a) In-=—-Inx
X

b) ln§= Inx —Iny
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c) Invx = %lnx
d) Inx™ = nlnx, avec n un entier relatif.

Démonstrations :
1 1 1
a)ln-+1Inx = ln(—Xx) =In1=0doncln-=—Inx
X X X
x 1 1
b)ln;— ln(x X;) = 1nx+ln;— Inx —Ilny

c) 2Invx = InvVx + Invx = In(vx X Vx) = Inx donclnﬁ=%lnx

d) On démontre ce résultat par récurrence le cas ou n est un entier naturel.

L'initialisation est triviale.
La démonstration de I'hérédité passe par la décomposition :
Inx**! =In(x*xx) =lnx*+Inx=klnx+Inx=(k+1)Inx

Exemples :
Simplifier les expressions suivantes :

2
A=In(3-v5)+In(3+V5) B=3In2+In5-2In3 C=Ine*—In-

Propriétés : Pour tous réels x et y strictement positifs, on a :
a) nx=lhyesx=y
b) nx<lhyex<y

Equation et inéquation avec des logarithmes :

1) Résoudre dans / les équations et inéquations suivantes :
a)lnx =2, I =]0; +oo[ b)e**1 =5, I =R

c)3lnx—4=8,1=]0; +o[ d)In(6x—1) = 2, I=E; +°°[
e)e*+5>4¢e*, I =R

2) a) Résoudre dans R |'équation suivante: In(x —3) +In(9 —x) =0
b) Résoudre dans R I'inéquation suivante: In(3 —x) —In(x+1) <0
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