Exercices : Primitives et équations différentielles:
Exercice 1:

1. Calcul Primitives

Exercice 1: lecture graphique d’une primitive :

Soit f une fonction dérivable de dérivée continue et /" une primitive de f sur l'intervalle | = [—2, 2].
On areprésenté les fonctions [, f/ et I dans le méme repére.

Donner les valeurs a, betc tellesque C, estle graphe de f, Cp celuide f"ethceIuide F.

[ \| —

Solution 1:

Correction de I'exercice 1 sur les primitives :

On utilise la propriété suivante :

Sile graphe d’'une fonction 1 a une tangente horizontale en (g . fi(xg)), alors h' (zqg) = 0.

On va donc raisonner suivant le nombre de points oli les courbes coupent I'axe horizontal.

Toutes les courbes ont des points a tangente horizontale.

+ () adeux points 4 tangente horizon- tale et ne coupe pas l'axe O.r.
+Cg aquatre points  tangente horizon- tale et coupe trois fois l'axe O'x.

# Cy atrois points a tangente horizon- tale et coupe deux fois I'axe O.x.
On note g; lafonction de graphe C;sil < ¢ < 3.

#On en déduit que g| n'est pas la dérivée de g ou de g3.

Donc G| = Fet.

®Les tangentes 4 Cy sont horizontalesena € ] -1, U[ eth € ]U. 1[.

(3 est la courbe qui coupe I'axe O aux points d'abscisse a.et b, donc F' = [ apour courbe représentative Cy, alors | a

® Et pour vérification :

Les tangentes & C3 sont horizontales en ¢ E] -2, —l[, Oetetde ]1.'2[. La courbe Ca coupe O aux points d'abscisse ¢, 0,d, donc cest la courbe

représentative de f'. Cequi donne.



Exercice 2 :

Exercice 2 : primitive d’'une fonction

Déterminer les primitives des fonctions suivantes en précisant l'intervalle de définition.

o I (.1'2 -+ i}

xr“

(1-Vx)
vz

xt— 222 +2
(;l' — 1]2
e x> Hcos(3x) —4sin(3z)

e It

e T —

Solution 2 :

Correction de I'exercice 2 sur les primitives :

o On cherche une primitivesur [j = R ousur [n = R,
1
flx)=at+2+ —
x

Les primitives sont les fonctions

"1

; 1
Ty —F 2x — i kouk € R.
5 323
« Oncherche une primitivesur [ = B+*
1-2yz+ =
=12yt
N
. 1
fl@)= —=-2+
v i
Les primitives sont les fonctions z ++ 2 /7 — 2 + %t VT + kotk € R
» On cherche une primitive sur [} = |00, 1[ousur f3 = |1, +0o¢ [.Cc)mme.l"I — 22241 = (22 -1)2
-2 4+2=(x—-1)2(z+1)2+1
on peut simplifier 'expression de f{r)
a) = (x— 1)z + 1) 1
Bl (z—1)2 (z —1)2

fl@)=(x+1)%+

(x—1)?

2y — ‘2_;_ . £
fle)==*+2x+ 1+ —-[.1‘—1)2'

Les primitives sur ll (puis sur Ig} sont les fonctions
3
T |
r— —+22+x— +kouk ER
3 x—1

« On cherche une primitive sur [

-

b] 1
Les primitives sont ' — 3 sin(3a) + 3 cos(3z) +kouk € R



Exercice 3 :

2. Calcul Equation différentielle
Exercice 1 Equations différentielles : résoudre une équation

+ Résoudre 'équation ' + 1y = e * en cherchant une solution particuliére sous laforme = +—+ ae?*otia € B
+ Résoudret + y = (& + 1) e~ encherchant une solution particuliére sous laforme & = (a a2 +ba)e .

+ Résoudre I'équation 7 y" +2 Y= 2 a — 5a? + 4 » — lencherchant une solution particuliére sous forme d'une fonction polynéme de degré 3.

Solution 3 :

Correction de I'exercice 1 sur les équations différentielles

1. La solution générale de l'équation y’ + iy = Oestx — ke Touk € R.

Soit f 1 ++ ael”

Pour toutréel z, f'(x) = 2 ae?”®

Pour tout réel z, f/(z) + f(x) = e2*
1

ssidae?® =e?Tssia = 3

Lensemble des solutions est I'ensemble des fonctions

L ..
T 3 e?* L ke Touk € R.

2. Lasolution générale de I'équation i + ¢ = Desta — ke T otk € RSoitpour» € R, f(x) = (ax? + ba)e™
fllx) = —(az? +ba)e "+ (2ax+b)e ™™

e)= (—(1.1'2 +(2a—-b)z +b) ™™

Pour tout réel .,

@)+ fla)=(z+1)e "

ssi pour tout réel T,

((a— a)x® + (b+2a—b)x+ b) e *=(z+1)e™*

ssiZar+b=x+1

J2a=1
ssi b:l

ia=-b=1
ssia 5

] i ;
Donc i (51“2 + @ | e " estune solution pariculiére de I'équation.
. T s . i’ —r 1 2 —T .~
La solution générale de I'équation y' + y = (x + 1) e~ Testa 2% +x+k]eTouk €R.

= 2 .
3. e La solution générale de 'équation homogeéne 7 i/ + 2y = O soity’ = - y=0estr — ke 2#/Touk € R,

eSoitsir € R P(x) =ax’ + bl +cx+d

Pl(z) =3aa? +2bx +c

Pour tout réel r,

TP(z)+2P(z) =22 —522 + 42 — 1

ssi pour tout réel T

2az + (2b+21a) 22 + (2c+ 14B) 2 +2d+ Tc =22 — 522 + 42— 1

2a =2
i 2b+2la=-5
2+ 14b=4
2d+Te= -1
a=1
) 2b= —-26
ssi

2c=4+14%x13
2d=-1-Tx93

Lensemble des solutions est l'ensemble des fonctions z —+ ke 2%/7 + 2% — 1322 + 032 — 32600k € R



Exercice 4 :

Exercice 2 Equations différentielles : trouver la solution

e
edTsur I = 10, +00[.

o

* Déterminer les solutions dey" — G‘Jf 4 9y=
Indication : On cherchera une fonction t telle que pour tout.r € I, f(x) = u(x) e37,

« Démontrer et déterminer qu'il existe une seule solution f telleque f(1) = Oet f/(1) = 0.

« Soit u une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I. Calculer la dérivée secondede f : & x2 u(x)
Solution 4 :

Correction de I'exercice 2 sur les équations différentielles

« Commelafonction x —+ €>* ne s'annule pas, la fonction f est deux fois dérivable ssi la fonction u définie par it : @ — e °% f(x)

est deux fois dérivable sur I Ennotant donc pour @ € I, f(2) = u(x) e?*
f(z) = u'(z) e®* + 3u(z) e

fl(x) = (W (2) + 3u(z))e**

et f'(x) = (u"(x) + 3/ (z)) 3T +3 (v (x) + 3u(x)) e?*

1) = (u"(2) + 6u(x) +9u(z)) e

[ est solution sur I ssipour toutaxr € I,

) l—=x .
P 2 _ YL (O — 0 y 3z __ 3z
(u"(z)+ (6—6)u'(2)+ (99— 18 +9) u(x)) e’* = ¢
l—= 1 1
ssipourtoutx € ILu"(z) = —5— = 5 — —
T a vl
o ’ = 1
ssiilexistea € R telquepourtoutx € I u'(x) = 5zt ta
2z x
1
ssi il existe deux réels a et b tels que pour toutr € T,u(x) = o +In(z)+ax+Db
2a
; : 1 y
Lensemble des solutions est I'ensemble des fonctions & > T +In(z)+ax+b]|e
2x

ot a et b sont réels.

« Onchercheaetbtelsque f(1) = Oet f'(1) =0
Enutilisant f () = u(x) e
et f'(x) = (Bu(z) + u'(x)) e
on obtient les conditions équivalentesu(1) = Oet3u(l) +u'(1) =0
ssiu(l) =u'(1) =0
SSIl +ﬂ+b-_|let—[+ i +a=10

ssia = _EEtb: —5 @ =0

{onarepris les expressions de u et 1’ obtenues dans la question précédente).

&

1 1 .
Le probléme admet une unique solution définie par f = (9— + ln(;l') = 5;1‘ C“u 5
r

o f(z)=2?u(x)

flz)=2=x ll(l)+.l’2 u'(x)
f(x) =2u(z) + 2z u' (z) + 22 (x) + 22 "' (2)
f(x) =2u(x) + 4z (z) + 22 u"(z).



