Exercices : Dérivées, dérivées partielles
1 partie : Dérivation :
Exercice 1:
1. Calcul de dérivées en terminale générale
Exercice sur les calcul de dérivée :
On préciseras'il y a lieu I'ensemble des réels ou f est dérivable. Puis on donnera une expression simplifiée de la dérivée.
Question 1:
fize (22 -4z +1)e™

Question 2:

Question 3:
f:xm el/(z=1)

Solution 1:
Correction de I'exercice sur les calculs de dérivées
Question 1:

Onécrit f(2) = u(x) e¥®)
avecu(z) = 22 — 4z + letv(z) = 22

Puis on note w/(a) = evlz)

o Dérivabilité
* 1 est dérivable sur IR, la fonction exponentielle est dérivable sur ., donc w0 est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables.
# 1L est une fonction polyndme, donc est dérivable sur [,

par produit de fonctions dérivables, f est dérivable sur B

® Calcul de la dérivée

Pour tout réel .,

f(x) = u'(x) ™) + u(x) o' () ™)
f'(x) = (u'(z) +ulz) v (a))e?®

f'lz) = 2z -4+ (22 —4x+1)2x e*’

flx)=2 (2 —42? + 20 - 2) e* |




Question 2:

T \ = \ o -
Onnotetl : @ +—* o estdérivablesur B\ {—2}, donc f = u”estdérivablesur R\ {—2}et f' = Hu'u,
x

2,

e

Onécritulx) = aveca(r) = wetb(zx) =12+ 2

b(a)
; a(z)b(x) — alz) b (x)
u'(x) = ()
i (i) = x+2—-2 _ 2

+2) (e+2)7

* . ! S - 2 i ;
Doncsia # —2, f'(x) =5 % (z+2)2 X (.z' + ‘2)
Fobe = 10 2%
I = aom)

Question 3:

o Domaine de dérivabilité

f('.l‘) — le(.'r‘:]
uestdérivablesur B\ {1},

La fonction exponentielle est dérivable sur R, donc par composition, f est dérivablesur R\ {1}.

o Calcul de la dérivée

Six # 1, f'(x) = u'(x) e™t®)

F ey — -1 1/ (z=1)
fla)=g-ee '

Exercice 2 :

Exercice sur les dérivées en terminale générale :

Déterminer les fonctions polynémes P non nulles telles qu'il existe un réel a tel que P = a P'~.

Solution 2 :

Correction de I'exercice sur les dérivées :

©On cherche le degré d’une solution P.
On suppose que I est une fonction polynéme de degré 11 que I'on écrit sous la forme 2 ( 1‘) =@, " + (.1‘) ol Q est une fonction polynéme de degré inférieur

ouégalan — L

Pour tout réel =, P'(z) = na, 2" ! + Q'(x)
alors P’Z(.r') =n? n:", 222 4 R(x)avec R fonction polyndme de degré au plus égal 3 2 n — 3.

SiP(x) = a P'(x)2 ondoitavoirnn = 21 — 2ssin = 2.

®On détermine J.

Dans la suite on cherchedonc P : & +— a % 4+ 3 + 7 avec ax #0
P:zo2ax+5

Pour toutr € B, P(x) = a P'(x)?

ssipour toutréel o, v 22 + 3 + ¥Y=a (-1 a2ri+4afz+ ,‘J‘?)



On obtient les conditions nécessaires et suffisantes par égalité de deux fonctions polynémes

a=4aa’?

3=4aap
y=ap?
Commecx # 0
l=4daa
3(l—4aa)=0
¥= (11.52

(15 =
ssiq | = Ossi . .
v =a3? v=p?/(4a)

32
Les solutions non nulles sont les fonctions polynémes & — 22 + Bz + 4—
[a

avecx # (etdanscecasa = -
x

Exercice 3 : Exercice sur la convexité

OnnoteD =R\ {—1}

071‘

z+1

etsiz € D, f(z) =

Question 1:
22 +azx+b

z) = TS i e "

a;bh=>:
Question 2:

Lafonction f
a. est convexe
b. est concave

c. change de concavité.
Question 3:
En écrivant I'¢quation réduite de la tangente en (0, f(0)), trouver une inégalité faisant intervenir f () valable sur | — 1,+0c].

Solution 3 :



Question1:
a:b =45
[ est deux fois dérivable sur D

® Dérivée premiére

2w sy — 1 oL
En ecrivantf{‘.l())_ a0 X 1
, —a | —r —2
Hisl= gy %P = pmi¥e
i =1 1 —x
“‘”‘({.;-H)? r+1)e
- P, P ——2 — T o2
fle) = A+22° -
@ Dérivée seconde
.Y 1 T
On écrit f'(2) = u(x) (@)
donc
1 2 (z €
f(z) =u'(z) 2(2) e = “(T):TS))EFI - :2((;)) e

. =1 2(x +2) rz+2 =
=) _((.r+ )L Py ey 1)2) ‘

Par réduction au méme dénominateur

A — ‘N(‘T)
J'(x) = @ri3°

avec N(z) = —(z+ 1)+ 2(z+ 2)+ (. + 2)(x+ 1)
NE)=z+3+r2+3x+2
N(z) =22 +4zx +5.

o -
W " +4a+9 _
A CES V|

Question 2:
22 +4x+5
P Y — ]
(=) (z+1)3

Lediscriminantde 2 + 42 + 5 = Oest A = 16 — 20 < 0,doncx? 42 + 5 > 0 pour tout réel.
f"(z)estdusigne de (x + 1)°.

f'(x) > 0siz > —let f"(x) < 0siz < —1.

[ change de concavité sur D.

Mais le graphe n'admet pas de point d'inflexion, puisque f n'est pas définieen — L.



Question 3:

f(0) = let f'(0) = -2
La tangente a pour équation réduite iy = f'(0) 2 + f(0)soity = =22 + L.
Lafonction f est convexe sur ] — 1. +00/[. La courbe est au dessus de la tangente en (0, f(0)):

0—1‘

pourtoutxr > —1, I =21-2z
a

On peut aussi écrire puisque & + 1 = 0,
sir>—-le *2(l1-2z)(x+1)
cette inégalité reste vraieen— L.

siz2z-lle*2(1-22)(1+2x)|

Exercice 4 :

firx (z+ l)e""l

Question 1:

Pour toutréel =, f'(z) =2 Q(x) e’ avecQ(z) = a2’ +2?) - 32 -1
o =

Question 2 :

OnpeutécrireQ(z) = (x — 1)(222 + ax + 3)

avec o [ =?

Question 3:

Quel est le nombre de points d'inflexion du graphe de f?

On précisera leur(s) abscisse(s).
Nombre?
Question 4 :

Préciser I'équation réduite de la tangente au point d'abscisse 1

Solution 4 :



Question 1:
a=2

[ est deux fois dérivable sur .

o Dérivée premiére

f(x) = a(x) et

f(z) = d'(z) ") + a(x) b'(z) ¥®)
f'(z) = (d'(x) + a(z) b'(x)) b=
f(x) = (1—-2z(x+1))e
f'(z)=(1-22—2a%) e,

® Dérivée seconde

comme ci-dessus,

f(z) = (d'(z) + a(z) b'(z))eb®)

aveca(z) =1 -2z — 222
f2)=(-2—42—-22(1-22— 2;7:3)) e’
=2(-1—-22 —2+227 + 227%)) e’

z)="2 ('.2.1‘3 +22% ~ 32— 1) e’

Question 2:
avecar: 3 =41

Q(1) = 0,0n peut factoriser z — 1 et écrire
Q(x)=(z -2 +ax+3)

3

en comparant les termes en”, on obtient vy =

On développe
Qz)=(x—-1)222+azx+73)
Q(z) =22+ (a—2)22+ (B —a)r -

par unicité de I'écriture d'une fonction polynéme

Question 3:

Nombre = 3

—2-V3 V2-2
5 et B ;

Lesracinesde22? +4x + 1 = Osont
() etdonc f" s'annule en changeant de signe en
L Z2-V2 V22

. 2 et D)

On a trois points d'inflexion.




Question4:

L'équation réduite de la tangente au point d'abscisse 1 est
y=f'(1)(x—-1)+ f(1)

f(1)=2e7!,f'(1) = -3e™?

y=e ! (—8z+5)|

2"% partie : dérivées partielles :
Exercice 5 : Déterminer les dérivées partielles :

Pour f : R® — R définie par f(x, y,z) = cos(x + y2)e %,

Solution 5 :
8 _ 3 2
Lnyny=—sinGeye™ Znya)=-aysintx+yDe™ Zixye) =—cost+ e
Exercice 6 :

Soit f: R? — R la fonction définie par

Py 43y

f(xy) B b (x,y) # (0,0),

£(0,0) = o.

Déterminer les dérivées partielles de f en un point (xq,v,) # (0,0).

Solution 6 :
A _ 2 2y43 @) -2@ed) |, o
dx  Ox X4y’ (x*+y?)? T (a2 +y2)2
af _ axXy43y _ (= )P +y)-(y+3y) _ #4857+
dy oy ¥4y (2 +?)? (2 +3?)?
Exercice 7 :

La fonction f : R? — R suivante admet des dérivées partielles en tout point mais n'est pas continue en
(0,0) :
Xy

———  si(x,y)#(0,0)
; = X2+y2
flx,y) { :

en (0,0)

Déterminer les dérivées partielles en dehors de I'origine.

Solution 7 :



On se place en un point (x,, ¥y) # (0, 0). Dans un voisinage de ce point, f est définie par f(x,y) = x,iy,_
La fonction x — f(x, y,) est donc continue et dérivable au voisinage de x;. La dérivée partielle s’obtient

en dérivant la fonction d'une variable x — f(x, y,). Ainsi, on a

3_ .2

Yo —XoYo
ol =
De méme, en dérivant la fonction y — f(x;, ¥), on trouve

Of (o gy o "%
ay 0:Yo (x§+y§)2

a
2L v y0) =

Exercice 8 :

Justifier I'existence des dérivées partielles des fonctions suivantes, et les calculer.
1. f(z,y) = e®cosy.
2. f(x,y) = (¢* 4+ y*) cos(zy).
3. f(z,y) = /1 + 222

Solution 8 :

Pour tout réel y fixé, la fonction x — e” cosy est dérivable sur R, ce qui justifie I'existence de la

dérivée partielle par rapport a la premiére variable dans le premier exemple. La justification est
identique pour les autres fonctions et on trouve respectivement :

1.

0 0
6_£ (z,y) = €e"cosyet af (z,y) = —€’siny.
2.
af 9 2 .
7 (a,) = 2w cos(ay) - y(a® + 9 sin(ay),
of 2 2y
a—y(a‘a y) = 2y cos(zy) — x(z” 4 y°) sin(zy).
3.
of zy’ of yz’
_(;E’y):—5 et _(x’y) R —
Ox V14 z?y? dy V1+ z?2y?



