Résumé de cours de terminale : Les nombres complexes
1. Calculs dans ¢ en Terminale
1.1. Complexes, partie réelle et imaginaire

e On admet I'existence d'un ensemble appelé ensemble des nombres complexes et noté ( vérifiant les propriétés :

s G .2
#(C est un ensemble contenant et un élément notéitelquei® = — 1

#Tout élément z & (C s'écrit sous laforme 2 = a + i b ot aet b sont des réels. Cette écriture, appelée écriture cartésienne de z, est unique.
aestlapartie réelle de = et est notée Re(z)

b est la partie imaginaire de z et est notée T (z).
#Siz =a-+ibouaethsontréels,z = Ossia = b = (.

#Si(2,2") € Clsontécritsz = a +ibetz’ = a' +1 b oua, b, a’ et sont réels,
2+ =(a+d)+i(b+ V)
.2 =(ad —bb)+i(ab+ab)

osi(2,2') € Cletsik € R,
Re(z +2') =Re(z) + Re(z')
Re(kz) = kRe(z)
Im(kz)=kIm(z)

1.2. Conjugué d’'un nombre complexe
eSiz = a + ibouaethsontréels, le conjugué de = estnoté = et définiparz = a — ib.
e Propriétés:

Si z et 2’ sont des complexes

x(2) ==z

oSi*EC
Re(z) =

etIm( ) =

eSiz £ C
s zestréelssiZm(z) = Ossiz =7

# z est unimaginaire purssi Re(z) = Ossiz = —Z.



1.3. Module d’'un nombre complexe

®Si z est uncomplexe, 2 = est un réel positif ou nul.
Le module de = est défini par:
=vzz=va®+ b

enécrivant 2 = a -+ i b ouaetb sont réels.

-~
-

® Propriétés:
P
Si Z et 2" sont des complexes :

*|z. 2| = |2|.|#}

#si2 = a + 1D estuncomplexe nonnul,— = — T

w

# si 2 est un complexe non nul,

1]

2|

r

A

xsiz £0]2] =

A

xsin €N, 27" = ()"

1.4. Ensemble des nombres complexes de module 1

On note U 'ensemble des nombres complexes de module 1.
*1 € U,ieU.
*si(2,2') € U2

1 z
zz' € U'T & MEtj e .
#Siz € U,—z2 € Uetz e U.
#Siz2 € U, pourtoutn € N, 2" € T,

1

*z € Ussi— € UL

Pour tout complexe z,, = ,— Z ont méme module que z.
1.5. Formule du binéme de Newton

Si z et 2" sont des complexeset nn € IN*

(z+2)* = z”: (:) 2k ymk

k=0

n\ n!
YENk) T R (n— k)

onll =1
etsihkeN* Kl=1x2x...x kL



1.6. Suite géométrique complexe en maths expertes

e Soit (1, ) 20 une suite complexe. C'est une suite géométrique s'il existe (f € (C (appelé raison)tel que pour tout entier 11, Uy, | = § Uy,
Les propriétés suivantes des suites géométriques réelles sont encore valables :

® Lasuite géométrique ( 1y, ), de raison ¢ vérifie pour tout entier 1, u,, = g "

—&

e Soit b € [N*. La suite géométrique (11, ), ;. de raison g vérifie pour tout entier 71 2 k11, = g "

osige Cetg # 1,

= (]”+l
l+g+- +q' = —+—
= 1 l—g
ce qui s'écrit aussi
n
Y=
l1—g

k=0

1.7. Résolution de deux équations d’'ordre 1.

® Pour résoudre une équation de laforme @ = + b = O dans C, lorsque @ # 0, il suffit d'écrire:
-b —ba

a g

Il vaut mieux éviter d'introduire la partie réelle et imaginaire de z, ce qui alourdit la démonstration

® Pour résoudre une équationde laformea = + b T = cdans C,
Il faut dans ce cas introduire 2 = & + 1 1 ol .r et iy sont réels, et en égalant les parties réelles et imaginaires, on obtient un systéme de deux

équations a deux inconnues.

2. Plan complexe sur les nombres complexes en terminale

).

Dans toute la suite, on suppose le plan rapporté a un repére orthonormal direct (O, T?

Ondit que l'on se place dans le plan complexe.

2.1. Affixe d’'un point

¢ Atout complexe 2 =  + 1/, on associe le point M (2, y).

On dit que 2 est I'affixe du point M et que M est I'image du complexe z.
e A tout point M de coordonnées (i, i) on associe le complexe 2 = = + 1.

® Cas particuliers
# Un point M a une affixe réelle ssi il appartient a I'axe des abscisses appelé axe des réels.
* Un point A a une affixe imaginaire pure ssi il appartient a I'axe des ordonnées appelé axe des imaginaires purs.

* Deux points sont égaux ssi ils ont méme affixe.



o Propriétés:
# les images M et M de = et — 2 sont symétriques par rapport a O.
* Les images M et M" de = et de T sont symétriques par rapport a I'axe des réels.
# Les images M et M| de z et —= sont symétriques par rapport 2 I'axe des ordonnées.
#si M est 'image du complexe z,|z| = OM.
24+ 2B

o 5i A et B ont pour affixes 24 et 23, le milieu C' du segment[ A B]a pour affixe ;-2—

2.2. Affixe d’un vecteur

® Atoutcomplexe 2 = I + 1, onassocie le vecteur U de coordonnées (‘ conditque 2 = r + 1} est I'affixe du vecteur o
Yy

]

,on associe lecomplexe 2 = o + 1.

—

# Réciproquement, a tout vecteur E? de coordonnées (

—_—
® 2 est I'affixe du point M ssi = est I'affixe du vecteur O N,

—_—
®Si 2 estlaffixede A et 2 estlaffixede B, 23 — 24 est laffixe du vecteur AB.

58 = 54 1. 57
®Si 2 4 estl'affixede A et 2 estl'affixede BB, 2 4 + 2 est 'affixe du point C' tel que OC' = OA + OB.
O est une diagonale du parallélogramme construit sur (ﬂ et OE% .

2 — 24 estlaffixe du quatrieme som- met [J du parallélogramme construit sur (ﬁ et 4

(voir le dessin ci-dessous)

a 4 \
v / A=)




3. Forme trigonométrique d’un complexe non nul

Dans toute la suite, on suppose le plan rapporté a un repére orthonormal direct (O. 7 _1? )

3.1. Définition de I'argument d’un complexe non nul

eSoitz = r + iyun complexe non nul.

Il existe un réel f tel que

cosfl = ﬁet sinf = H

Et si  est solution, toute autre solution estde laforme @ + 2k mouk € Z.
Ondit que # est un argument du complexe = et on écrit

arg(z) =6 (27)

et on lit que 'argument de = est égal 3 @ modulo 2 .
() n'a pas d’argument !

3.2. Interprétation de I'argument d'un complexe non nul

® Soit 2 un complexe non nul et M/ son image.

—
#arg( 2 ) estune mesure enradian de I'angle orienté entre U et OM,

onnote(?. (ol ) =arg(z) (2m).

Si U est le vecteur image du complexe 2, arg( z ) est une mesure de I'angle de vecteurs (7 . w ).

e M(E)




3.3. Propriétés de I'argument d'un complexe non nul

® propriétés simples a connaitre :
sxarg(z) =0 (2m)ssiz € RT*

xarg(z) =m (2m)ssiz € R™*
m

* zu‘g( 2 ) = 5 (271‘) ssi 2 est un imaginaire pur a partie imaginaire strictement positive.
-7

*arg(z) = = (27) ssi = est un imaginaire pur a partie imaginaire strictement négative.

# Si = est un complexe non nul
xarg(—z) =arg(z)+7 (2m)
xarg(z) = —arg(z) (2m)
xarg(—2z)=m —arg(z) (27)

®si 2 et 2’ sont deux complexes non nuls

sarg(z2’) = arg(z) +arg(2’) (2m)

xsin € N*arg(z") =n arg(z) (27)
1

*arg (T’) = —arg(z) (2m)

*arg (7) = arg(z) — arg(z’) (2m)
3.4. Forme trigonométrique

Soit 2 un complexe non nul,onnoter = |z|et# = arg(z) (2]
Alors z = r(cos(#) + 1 sin(#)).

Une telle écriture est appelée la forme trigonométrique du complexe z.

® Proprieté

Deux complexes Z et 2’ non nuls vérifient
2| = |2'|

o e il
T SSI{zu'g(:) =arg(?’) (2m)
3.5. Pour trouver la forme trigonométrique d’'un complexe (premiére partie)

e M1 Lorsque l'onaobtenuZ = r (cos(t) +1 sin(f)),
ne pas conclure hativement:

#si1=0,Z =0, module nul, pas d'argument,

wsir > 0,|Z| = retarg(Z) =t (2m)

#sir < 0,

|Z| = —retarg(Z) =7+t (2m)

® M2, On peut faire le calcul de| Z| = V' Z Z, puis écrire
Z=|Z| (u+iv),
alors il reste a trouver un réel f tel que

u+1v=cos(t) +1 sin(t) cestadireatrouver unréelf tel que cos(f) = uetsin(f) = v.



Les cas particuliers

] e | e
| w0 | T

On rappelle en particulier les formules a apprendre par coeur :

R ZOZ(S | _Ju(?f
PR ‘ o | [
: ~ |
T 3 lﬁ
6 2 ’} 2
il V2 | V2
4 2 } 2
x | 1| &
3 2 2
m
3 " }

@ M3. Lorsque Z est un produit ou un quotient de deux complexes, il est souvent plus simple de calculer module et argument des deux facteurs

du produit ou du quotient et d'appliquer les régles sur les modules et arguments des produits ou des quotients.



4. Formules de trigonométrie programme de maths expertes en terminale
4.1. Formule de trigonométrie pour la fonction cosinus

Pour tous réels a et b,
xcos(a + b) =cos(a) cos(b) — sin(a) sin(h)
xcos(a — b) =cos(a) cos(b) + sin(a) sin(h)

Démonstration:

On se place dans le plan complexe muni du repére orthonormé direct ( O, T], T?)

Onnote I le cercle de centre O et de rayon 1.

Onintroduit les points A et B de I tels que(?. (ﬂ) =a (27)
et(?, (ﬁ) —b (2m)

a|ors((ﬂ. (ﬁ) = (7. (ﬁ) - (7. (ﬂ) (27)

(0_.31, cﬁ) —b—a (27)

dorsOA - OB = OA.OB cos ((ﬂ (ﬁi)

(ﬂ . O_B) = cos(b— a)

escoordomnesde O A sone S5 )t ae O s )

08
sin( sin(b)

On calcule le produit scalaire :

(ﬂ . (ﬁ = cos(a) cos(b) + sin(b) sin(a).

Ona prouvé que cos(b — a) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
et on termine par parité de la fonction cos :

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

Puis en remplagant b par —b et comme cos(—b) = cos(b)etsin(—b) = —sin(b),

cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)



4.2. Formule de trigonométrie pour la fonction sinus

Pour tous réels a et b,
xsin(a + b) =sin(a) cos(b) + sin(b) cos(b)

*sin(a — (b) =sin(a) cos(b) — sin(b) cos(b)

Démonstration:

On rappelle que pour tout réel ¢

sin(t) = cos (g - t),cos(t) = sin (% - r).

sin(a + b) = cos (% —(a + b))
sin(a + b) = cos (% —a— b)

On utilise la formule donnant cos(a” — b) pour a’ —a

=
2
T T
sin(a + b) =cos (E - u) cos(b) + sin(b) sin (E - )
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a).

Enremplacant b par —b et en utilisant sin(—b) = — sin(b) etcos(—b) = cos(b)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a).

4.3. Formule de trigonométrie pour I'angle double

® Pour tout réel £,

¥cos(2t) = cos2(t) — sin’(t)

cos(2t) =2 cos 2{t) —1=1-2sin%(t)
*sin(2t) = 2 sin(t) cos(t)

Démonstration:
On utilise les formules du début du paragraphe aveca = b =

puis la formule cos2(t) +sin®(t) = 1.



5. Fonction exponentielle complexe en maths expertes
5.1. Définition et propriétés de la fonction exponentielle complexe

eSixr £ I, onnote

el = (‘05(.[‘) +i Sill(‘l‘).

Cas particuliers

xe 2F7) = 1pourtouth € Z
xel®™ = —1

*i= ¢ /2

® Propriétés si I et i sont réels

wel T = el Vssiilexiste k € Ztelquer — y = 2k

*E(\i "‘ =1
sarg (el T) =z (2m)
xel T x @ ¥ =g (@Y
kel —e~i®

J 2
*t. =l (2-Y)

ety

*Sin € Ny((\i .r)" —einzx
5.2. Formules d’Euler

® Pour tout réel £,

eit 1 o-it
cos(t) = ————
elt — o—it

sin(t) = 73

e Utilisation pour linéariser (c'est-a-dire transformer un produit en une somme)
Pour linéariser une expression de la forme cos”(t) sin’(f) ot p et ¢ sont dans I, remplacer cos(f) et sin(f) par les formules d’Euler, utiliser
le binéme de Newton, développer, regrouper les termes en el kt —ikt

ete pour transformer selon le signe en cos( k) ousin(kt)

® Transformer une expression de la forme cos(x) cos(y),cos(z) sin(y)ousin(z) sin(y):
remplacer par les formules d’Euler, simplifier et regrouper les termes de la forme elfete it pour transformer selon le signe en cos(t) ou

sin( ).

5.3. Simplification de fonction exponentielle

z t gt : gt
® M1. Pour simplifier lorsque f et #’ sont réels, e* t et ouelt — et onmetenfacteur«e puissance la demi-somme des exposants »,
ce qui donne :

xeit L gt —gi(t+t')/2 (.i(f—i"),-"?.+U—i(t—t'),f'2)

it Git E—t'Y Gt
el +e'’ =2 cos 3 © i

wolt — it —oi(t+")/2 (@ift—t')/2 _ (.—iu—r');'z)

. s o t =4 : " e
elt _git — 21 sin el(f—H ),.-2.
2
® M2, En particulier, il est conseillé de savoir retrouver trés rapidement les formules trés utilisées

. £\
1+ et =2 cos = eltl?

&

1— et =—2isin 5 elt/2

Pour cela,onposel = ell,

10



5.4. Formule de Moivre

sin € Netsite R
(cos(t) +1 sin(t))" =cos(nt) +1i sin(nt).

En utilisant le bindme de Newton aveca = cos(f)eth =1 sin(t),

on développe et en égalant suivant le cas, les parties réelles ou imaginaires, on peut calculer cos(n f) ousin(n f).

5.5. Forme exponentielle d’'un complexe non nul

® Tout complexe = non nul peut étre écrit sous laforme 2 = re' ? o

r>0etf el

r est le modulede =
etarg(z) =8 (2w

On a écrit la forme exponentielle du complexe z.

Lorsque l'on a obtenu Z = rel ',ne pas conclure hativement:
#sir=0,Z =0, module nul, pas d'argument,

ksir > 0,

|Z| = retarg(Z) =t (2m)

*sir < 0,

|Z| = —retarg(Z) =m+t (27).

Utilisation pour le module et argument de la somme de deux complexes de méme module

Lorsque Z=r (ci t+ !.‘i 'r). appliquer la transformation indiquée en 5.3. et il faudra faire attention au signe selon de cas de C0OS (

. F— 1
ou de s111 ( 5 )(cf ce qui précéde)

&

t—t
2

11



