Résumé de cours : Les intégrales

1. Intégrale d'une fonction continue et positive ou nulle sur |4, 4.

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [g, b].

Soit Cf sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O, i, 7 )
On appelle
@ Unité d'aire (u.a.) : l'aire du rectangle construit & partir des points O, [(1,0)et J(0,1).

® Domaine sous la courbe : domaine délimité par la courbe Cf, I'axe des abscisses et les droites d'équation r = a et = b.Ce quise traduit par:
{lz,y) fJa<a<b,0<y < f(o)}

e Intégralede fsur[a, b]:la mesurede l'aire en u.a. du domaine situé sous la courbe Cf.

b
On note: Jﬂ [f(x) dxlamesure de cette aire.

/]

Intégration : Intégrale d’une fonction continue sur [a, b]
Définition : ® Théoréme 1 : toute fonction continue sur un intervalle I avaleurs dans . admet une primitive sur I.
Sil = [a, b

On admet que pour toute fonction f continue sur[ﬂ b]é\ valeurs dans I, il existe rm £ R tel que

pourtoutz € [a, b], f(x) = m.

Onnote g(x) = f(x) — m;gestcontinue sur[a, b]avaleurs positives ou nulles.

g admet donc une primitive G sur[a, b]

Onpose F : v+ G(x) + mx
F estdérivable sura, b)etsiz € [a, b] F'(z) = G'(z) + m = g(z) + m = f(x)

donc F" est une primitive de f sur[a, b]



Intégration : méthodes d’approximation

On cherche a trouver une valeur approchée de [ = f: fltydt
kib—a
LEb—a)
n

Onintroduit n & [N* et les points a;. = @ pour k € [0, n].

On note Ay, le point du graphe de f d'abscisse aj.

Méthode des trapézes

Méthode :
Onremplace f sur|ay, @y |parle trapéze rectangle de base [y, , a1 =etde coté opposé[ Ay Api]

b —
o (f(ak) + faxs1)

(Hauteur multipliée par la demi-somme de la grande base et de |a petite base)

Il a pour aire
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Onapprochedonc I par 1), = o Z (flap)+ flagsr))
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ce quisécritaussi T, = - ( 5 - A‘E_lf a —

L (RG, + RD,)

- 1.Onpeut remarquer que T'n =

|

- 2.5i festconvexe, I < T,
(sur chaque intervalle [@.. aj.4 1] le graphe de f est situé sous le segment|[Ag Ag11])

- 3.5i festconcave, I 2 T, (sur chaque intervalle @y, @+ 1], le graphe de f est situé au dessus du segment [ Ay Agy1])

Majoration de l'erreur

Hypothéses : On suppose que f est une fonction deux fois dérivable sur[a, b]et qu'il existe M > 0 tel que pour tout > € [a., b}| f"(x)| < M.

On admet que

(b—a)d M
T, —I| € ————.
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