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Applications et Exercices corrigés Chapitre Vecteurs 

Partie 1 - Vecteurs dans le plan 

Exercice 1 : Savoir calculer les coordonnées d’un vecteur, la norme, les coordonnées du 
milieu d’un segment, colinéarité, produit scalaire, dans le plan : 

𝑆𝑜𝑖𝑒𝑛𝑡 𝑑𝑒𝑢𝑥 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠 𝑑𝑢 𝑝𝑙𝑎𝑛 𝐴(1; 2) 𝑒𝑡 𝐵(−1; −2)  
− 𝐷é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟 𝑙𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é𝑒𝑠 𝑑𝑢 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗   
− 𝑅𝑒𝑝𝑟é𝑠𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟 𝑐𝑒 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑢𝑛 𝑟𝑒𝑝è𝑟𝑒 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚é𝑒 (𝑂, 𝚤, 𝚥).  
− 𝐷é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟 𝑙𝑎 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 𝐴𝐵. 
𝑆𝑜𝑖𝑒𝑛𝑡 𝑑𝑒𝑢𝑥 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠 𝑑𝑢 𝑝𝑙𝑎𝑛 𝐶(1; 0)𝑒𝑡 𝐷(2; 2)  
− 𝐷é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟 𝑙𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é𝑒𝑠 𝑑𝑢 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗   
− 𝑅𝑒𝑝𝑟é𝑠𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟 𝑐𝑒 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑙𝑒 𝑟𝑒𝑝è𝑟𝑒 𝑝𝑟é𝑐é𝑑𝑒𝑛𝑡.  
− 𝐷é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟 𝑙𝑎 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 𝐶𝐷.  
− 𝑄𝑢𝑒 𝑝𝑒𝑢𝑡 − 𝑜𝑛 𝑑𝑖𝑟𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟𝑠 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  𝑒𝑡 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  ? 
− 𝑄𝑢𝑒 𝑝𝑒𝑢𝑡 − 𝑜𝑛 𝑑𝑖𝑟𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒𝑠 (𝐴𝐵) 𝑒𝑡 (𝐶𝐷) ? 
− 𝐷é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟 𝑙𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é𝑒𝑠 𝑑𝑢 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 𝐼 𝑚𝑖𝑙𝑖𝑒𝑢 𝑑𝑢 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡 [𝐴𝐵]. 

− 𝑄𝑢𝑒 𝑝𝑒𝑢𝑡 − 𝑜𝑛 𝑑𝑖𝑟𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟𝑠 𝐼𝐴ሬሬሬሬ⃗  𝑒𝑡 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑞𝑢𝑒 𝑝𝑒𝑢𝑡 − 𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑙𝑢𝑟𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑒𝑟𝑛𝑎𝑛𝑡 𝐼𝐴𝐷𝐶 ? 

− 𝐷é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 2𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  𝑞𝑢𝑒 𝑝𝑒𝑢𝑡 − 𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑙𝑢𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑐𝑒 𝑟é𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡 ? 

− 𝐷é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑟𝑒𝑟 𝑙𝑒 𝑟é𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝐴𝐵 × 𝐶𝐷 que peut-on conclure ? 
 
Solution exo 1 : 
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൫ିଵିଵ

ିଶିଶ
൯ d’où 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൫ିଶ

ିସ
൯ 

𝐴𝐵 = ฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = ට(−2)ଶ + (−4)² = √4 + 16 = √20 = ඥ5 × 2² = 2√5 

𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൫ଶିଵ
ଶି଴

൯ d’où 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൫ଵ
ଶ
൯ 

𝐶𝐷 = ฮ𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = ඥ1ଶ + 2² = √5 
On a 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = −2𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ , donc les vecteurs 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  sont colinéaires. 
Les vecteurs sont colinéaires, donc ils ont même direction, donc les droites 
(𝐴𝐵) 𝑒𝑡 (𝐶𝐷) sont parallèles. 
Les coordonnées de I sont (௫ಲା௫ಳ

ଶ
;

௬ಲା௬ಳ

ଶ
) d’où (0; 0) les points O et I sont confondus. 

𝐼𝐴ሬሬሬሬ⃗ ൫ଵ
ଶ
൯ et on a vu précédemment 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൫ଵ

ଶ
൯, donc les vecteurs 𝐼𝐴ሬሬሬሬ⃗  et 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  sont égaux, donc 

𝐼𝐴𝐷𝐶 est un parallélogramme. 
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 2𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൫ିଶାଶ

ିସାସ
൯soit ൫଴

଴
൯ on a donc 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 2𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗  d’où 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = −2𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  on conclut que les 

vecteurs sont colinéaires, que les droites (𝐴𝐵) 𝑒𝑡 (𝐶𝐷) sont parallèles. 
 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑥 ஺஻ሬሬሬሬሬ⃗ 𝑥஼஽ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑦஺஻ሬሬሬሬሬ⃗ 𝑦஼஽ሬሬሬሬሬ⃗ = −2 × 1 − 4 × 2 = −10  
D’après ce qui précède on a 𝐴𝐵 × 𝐶𝐷 = 2√5 × √5 = 10 on peut en conclure que les 
vecteurs ont même direction et un sens opposé, car une autre expression du produit scalaire 
est  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐵 × 𝐶𝐷 × cos (𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ) d’où cos(𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ) = −1 ce qui correspond à 
൫𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ = 𝜋 + 2𝑘𝜋 (avec 𝑘 ∈ ℤ), ils sont colinéaires et les droites (𝐴𝐵) 𝑒𝑡 (𝐶𝐷) sont 
parallèles. 
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Exercice 2 : 

 

Solution Exercice 2 : 

Questions 1 et 2 : 

𝑃𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ቀ
𝑥ெ − 𝑥௉

𝑦ெ − 𝑦௉
ቁ d’où 𝑃𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ቀ

7
−1

ቁ et ฮ𝑃𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = ඥ7ଶ + (−1)² = √50 = 5√2 

𝑃𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ ቀ
𝑥ே − 𝑥௉

𝑦ே − 𝑦௉
ቁ d’où 𝑃𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ ቀ

−1
−7

ቁ et  ฮ𝑃𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = ඥ(−1)ଶ + (−7)² = 5√2 

𝑀𝑁ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ቀ
𝑥ே − 𝑥ெ

𝑦ே − 𝑦ெ
ቁ d’où 𝑀𝑁ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ቀ

−8
−6

ቁ et  ฮ𝑀𝑁ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = ඥ(−8)ଶ + (−6)² = √100 = 10 

On a 𝑃𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ . 𝑃𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ = −7 + 7 = 0 donc les vecteurs 𝑃𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗  et 𝑃𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗  sont orthogonaux, le triangle MNP 
est rectangle (et isocèle) en P, de plus : 
 𝑃𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ . 𝑃𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0 ⟺ P appartient au cercle de diamètre le segment [MN]  
Le triangle MNP est inscrit dans un cercle de centre I, milieu de [MN] et de rayon 5. 
Avec  𝐼(

௫ಿା௫ಾ

ଶ
;

௬ಿା௬ಾ

ଶ
)  il vient : 𝐼(0; 0) (I et O sont confondus). 
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Exercice 3 - application 1 :  

 

 

 

3) Calculer la distance réelle AB au sol en Km 
4) Arrivé à la verticale du point B, l’ULM poursuit son vol en faisant un virage à gauche et 
rejoint la verticale du point C, Placer le point C sur le repère sachant que le vecteur 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  a 
pour coordonnées ൫ିଷ

ସ
൯. Tracer le vecteur 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ . Calculer BC. 

5) Déterminer les coordonnées du vecteur 𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗  et calculer la distance réelle au sol CA. 
6) Calculer la distance réelle au sol parcourue par l’ULM lors de ce vol (en km). 
Solution exo 3 :  

1) Dans le triangle rectangle on a tan(20°) =
௛

ଷ଺ହ଴
 d’où ℎ = 3650 × tan(20°) ≈ 1328  

2) 𝐴(1,5; 1) 
3) 𝐴𝐵 = ฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = ඥ(𝑥஻ − 𝑥஺)ଶ + (𝑦஻ − 𝑦஺)² = ඥ(16 − 1,5)ଶ + (3 − 1)² = ඥ214,25 
4) Pour tracer le vecteur 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  on part du point C, on « recule » de trois unités selon l’axe 

des abscisses et on monte de 4 unités selon l’axe des ordonnées. 
5) 𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃗  (Relation de Chasles) 

𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ = −𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ − 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  d’où 𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൫ଷିଵସ,ହ
ିସିଶ

൯ soit 𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൫ିଵଵ,ହ
ି଺

൯ 
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𝐶𝐴 = ฮ𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = ට(−11,5)ଶ + (−6)² = ඥ168,25 

6) Pour calculer la distance réelle au sol, l’ULM parcours A, B puis B, C d’où 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 =

ඥ214,25 + ඥ(−3)ଶ + 4² = ඥ214,25 + √25 = 5 + ඥ214,25 soit environ 19,67 km. 
 

Exercice 4 - application 2 :  

 

 

 

1) Calculer la distance réelle au sol entre le poste 𝑃ଵ et le poste 𝑃ଶ en mètre. 
2) A) Calculer les coordonnées des vecteurs 𝑃ଵ𝐴ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  et 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  

B) Calculer ฮ𝑃ଵ𝐴ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ฮ 

C) Calculer ฮ𝑃ଵ𝐴ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ฮ + ฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  ฮ + ฮ𝐵𝑃ଶ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ฮ 
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Solution Exo 4 : 

Question 1 : 𝑃ଵ𝑃ଶ = ฮ𝑃ଵ𝑃ଶ
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = ට൫𝑥௉మ

− 𝑥௉భ
൯

ଶ
+ ൫𝑦௉మ

− 𝑦௉భ
൯

ଶ
 on fait l’application 

numérique, il vient : 
ඥ(400 − 170)ଶ + (680 − 290)ଶ = 50√82 ≈ 452,77 𝑚 

Question 2 : a)  𝑃ଵ𝐴ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ቀ
𝑥஺ − 𝑥௉భ

𝑦஺ − 𝑦௉భ
ቁ soit 𝑃ଵ𝐴ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ቀ

270
150

ቁ 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ቀ
𝑥஻ − 𝑥஺

𝑦஻ − 𝑦஺
ቁ soit 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ቀ

−110
100

ቁ 

b) ฮ𝑃ଵ𝐴ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = ඥ270ଶ + 150² = 30√106 ≈ 308,87 𝑚 
c) ฮ𝐵𝑃ଶ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = ඥ(400 − 330)ଶ + (680 − 540)² = 70√5 ≈ 156,52 𝑚 

ฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = ඥ(−110)ଶ + 100² = 10√221 ≈ 148,66 𝑚 
d’où ฮ𝑃ଵ𝐴ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ฮ + ฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  ฮ + ฮ𝐵𝑃ଶ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ฮ = 30√106 + 10√221 + 70√5 ≈ 604,05 𝑚 
Question 3 : On avait ฮ𝑃ଵ𝑃ଶ

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = ฮ𝑃ଵ𝐴ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐵𝑃ଶ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = 50√82 ≈ 452,77 𝑚 

(Relation de Chasles)  𝑃ଵ𝑃ଶ
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑃ଵ𝐴ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐵𝑃ଶ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗     
ฮ𝑃ଵ𝐴ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ฮ + ฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  ฮ + ฮ𝐵𝑃ଶ

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ฮ − ฮ𝑃ଵ𝑃ଶ
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = 30√106 + 10√221 + 70√5 − 50√82 ≈ 151,28 𝑚 

En pourcentage par rapport à la distance à vol d’oiseau : ଵହଵ,ଶ଼

ସହଶ,଻଻
= 33,4 %  

En parcourant 𝑃ଵ, 𝐴, 𝐵 puis 𝑃ଶ il parcourra 33,4 % de plus de distance que s’il avait parcouru 
𝑃ଵ𝑃ଶ. 
 
Produit scalaire dans le plan : 
Exercice 5 : Produit scalaire 

 

Méthode : 

 

Solution exercice 5: 
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Exercice 6 : Utiliser la formule adaptée : 

 

Méthode : 

 

Solution exercice 6 : 

 

Exercice 7 : 
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Solution exercice 7 : 
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Partie 2 - Vecteurs dans l’espace : 

Exercice 8 : 

1) On donne les points 𝐴(5 ; 2 ; 1), 𝐵(7 ; 3 ; 1), 𝐶(−1 ; 4 ; 5) 𝑒𝑡 𝐷(−3 ; 3 ; 5). Démontrer que 
A, B, C et D sont coplanaires. 

2) Les vecteurs 𝑢ሬ⃗ ൭
3
6
0

൱ 𝑣⃗ ൭
1
2
2

൱ et 𝑤ሬሬ⃗  ൭
1
2

−1
൱ sont-ils coplanaires ? 

3) Les vecteurs 𝑢ሬ⃗ ൭
4

−2
0

൱ 𝑣⃗ ൭
6

−1
2

൱ et 𝑤ሬሬ⃗  ൭
2
0

−1
൱ sont-ils coplanaires ? 

Solution Exercice 8 : 

Question 1 : Les points A, B, C et D sont coplanaires s’ils appartiennent à un même plan.  
On sait que trois vecteurs 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗ et 𝑤ሬሬ⃗  sont coplanaires s’il existe deux réels 𝑥 et 𝑦 tels que 𝑢ሬ⃗ =
𝑥𝑣⃗ + 𝑦𝑤ሬሬ⃗  
On va chercher par exemple s’il existe 𝑥 et 𝑦 tels que 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑥𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑦𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  

𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൭
−8
1
4

൱ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൭
2
1
0

൱  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൭
−6
2
4

൱ 

𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑥𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑦𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  ⟺ ൝

−8 = 2𝑥 − 6𝑦
1 = 𝑥 + 2𝑦

4 = 4𝑦
il vient 𝑦 = 1 et 𝑥 = −1 

On a donc 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = −𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  donc les points A, B, C et D sont coplanaires. 

Question 2 : on donne 𝑢ሬ⃗ ൭
3
6
0

൱ 𝑣⃗ ൭
1
2
2

൱ et 𝑤ሬሬ⃗  ൭
1
2

−1
൱ 

on cherche s’il existe 𝑥 et 𝑦 tels que : 
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𝑢ሬ⃗ = 𝑥𝑣⃗ + 𝑦𝑤ሬሬ⃗  il vient ൝
3 = 𝑥 + 𝑦

6 = 2𝑥 + 2𝑦
0 = 2𝑥 − 𝑦

  ൝
3 = 𝑥 + 2 𝑑ᇱ𝑜ù𝑥 = 1

6 = 3𝑦 𝑑ᇱ𝑜ù𝑦 = 2
2𝑥 = 𝑦

On a 𝑢ሬ⃗ = 𝑣⃗ + 2𝑤ሬሬ⃗  donc les 

vecteurs sont coplanaires. 

Question 3 : on donne 𝑢ሬ⃗ ൭
4

−2
0

൱ 𝑣⃗ ൭
6

−1
2

൱ et 𝑤ሬሬ⃗  ൭
2
0

−1
൱ 

on cherche s’il existe 𝑥 et 𝑦 tels que : 

𝑢ሬ⃗ = 𝑥𝑣⃗ + 𝑦𝑤ሬሬ⃗  il vient ൝
4 = 6𝑥 + 2𝑦

−2 = −𝑥
0 = 2𝑥 − 𝑦

Ce système n’a pas de solution les vecteurs ne sont pas 

coplanaires. 

Exercice 9 : 

 

Solution exercice 9 : 
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Exercice 10 : Sujet BAC : 

 

Solution Exercice 10 : 
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Exercice 11 : Sujet BAC : 

 

Solution exercice 11 : 
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Exercice 12 - Sujet BAC : 

 

 

F 



 

14 
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Partie 3 : Analyse vectorielle : 

Exercice 13 : 

 

 

Solution exercice 13 : 

On utilise la définition du gradient : 𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
డ௙

డ௫
𝚤 +

డ௙

డ௬
𝚥 +

డ௙

డ௭
𝑘ሬ⃗  

డ௙

డ௫
= 2(𝑥 − 𝑎) et డ௙

డ௬
= 2(𝑦 − 𝑏) et డ௙

డ௭
= 2(𝑧 − 𝑐)  (rappel : (𝑢௡)’ = 𝑛𝑢′𝑢௡ିଵ) 

Il vient 𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2(𝑥 − 𝑎) 𝚤 + 2(𝑦 − 𝑏)𝚥 + 2(𝑧 − 𝑐)𝑘ሬ⃗  ou 𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ቌ

2(𝑥 − 𝑎)

2(𝑦 − 𝑏)
2(𝑧 − 𝑐)

ቍ 

On a : Ω𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ቆ
𝑥 − 𝑎
𝑦 − 𝑏
𝑧 − 𝑐

ቇ d’où 𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2Ω𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗  

 

Exercice 14 : 

Donner l’équation d’un plan sous la forme 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑐 et calculer 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑓. 

Solution exercice 14 : Sachant que l’équation cartésienne d’un plan est de la forme : 

𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 + 𝛾𝑧 = 𝑐 avec 𝛼, 𝛽 et 𝛾  des nombres réels 

La réponse est 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 + 𝛾𝑧 = 𝑐  

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
డ௙

డ௫
𝚤 +

డ௙

డ௬
𝚥 +

డ௙

డ௭
𝑘ሬ⃗  d’où 𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝚤 + 𝛽𝚥 + 𝛾𝑘ሬ⃗ = 𝑛ሬ⃗  avec 𝑛ሬ⃗  

vecteur normal au plan précédemment défini. 

Exercice 15 : 

Soit 𝑉ሬ⃗  ቆ
−𝜔𝑦
𝜔𝑥
0

ቇ, montrer que 𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑉ሬ⃗ = 2𝜔𝑘ሬ⃗  

Solution exercice 15 : 

On applique la définition du rotationnel :  
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Il vient 𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑉ሬ⃗ = ൭
0
0

𝜔 + 𝜔
൱ d’où 𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑉ሬ⃗ = 2𝜔𝑘ሬ⃗  

Exercice 16 : 

On définit un champ de vecteurs de composante 𝑉ሬ⃗ ቆ
𝛼𝑥
𝛼𝑦
𝛼𝑧

ቇ avec 𝛼 une constante. Calculer 𝑑𝑖𝑣 𝑉ሬ⃗  

Solution exercice 16 : 

On applique la définition de la divergence : 𝑑𝑖𝑣𝑓 ሬሬሬ⃗ =
డ௙భ

డ௫
+

డ௙మ

డ௬
+

డ௙య

డ௭
 , il vient : 𝑑𝑖𝑣 𝑉ሬ⃗ = 3𝛼     

Exercice 17 :  

Si 𝛼 est une constante réelle, et si 𝑓 et 𝑔 sont deux fonctions qui admettent des dérivées partielles 
secondes, démontrer les propriétés suivantes :  

△ (𝑓 + 𝑔) =△ 𝑓 +△ 𝑔 

△ (𝛼𝑓) = 𝛼 △ 𝑓 

𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑓 =△ 𝑓 

Solution exercice 17 : 

On utilise : డ(௙ା௚)

డ௫
=

డ௙

డ௫
+

డ௚

డ௫
  et  డఈ௙

డ௫
= 𝛼

డ௙

డ௫
 

La définition du Laplacien : ∆𝑓 =
డ²௙

డ௫²
+

డ²௙

డ௬²
+

డ²௙

డ௭²
 et  ∆𝑔 =

డ²௚

డ௫²
+

డ²௚

డ௬²
+

డ²௚

డ௭²
 

D’où ∆𝑓 + ∆𝑔 =
డ²௙

డ௫²
+

డ²௙

డ௬²
+

డ²௙

డ௭²
+

డ²௚

డ௫²
+

డ²௚

డ௬²
+

డ²௚

డ௭²
 d’une part et 

∆(𝑓 + 𝑔) =
డమ(௙ା௚)

డ௫²
+

డ²(௙ା௚)

డ௬²
+

డ²(௙ା௚)

డ௭²
=

డ²௙

డ௫²
+

డ²௚

డ௫²
+

డ²௙

డ௬²
+

డ²௚

డ௬²
+

డ²௙

డ௭²
+

డ²௚

డ௭²
 d’autre part donc 

on conclut ∆(𝑓 + 𝑔) = ∆𝑓 + ∆𝑔 

 ∆(𝛼𝑓) =
డమ(ఈ௙)

డ௫మ
+

డమ(ఈ௙)

డ௬మ
+

డమ(ఈ௙)

డ௭మ
= 𝛼

డ²௙

డ௫²
+ 𝛼

డ²௙

డ௬²
+ 𝛼

డ²௙

డ௭²
= 𝛼 ቀ

డమ௙

డ௫మ
+

డమ௙

డ௬మ
+

డమ௙

డ௭మ
ቁ = 𝛼∆𝑓 

On cherche 𝑑𝑖𝑣(𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝑓)) 

Définition de divergence : 𝑑𝑖𝑣𝑓 ሬሬሬ⃗ =
డ௙భ

డ௫
+

డ௙మ

డ௬
+

డ௙య

డ௭
  

Définition gradient : 𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥) =
డ௙

డ௫
𝚤 +

డ௙

డ௬
𝚥 +

డ௙

డ௭
𝑘ሬ⃗  

𝑑𝑖𝑣 ቀ𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝑓)ቁ =
డቀ

ങ೑

ങೣ
ቁ

డ௫
+

డቀ
ങ೑

ങ೤
ቁ

డ௬
+

డቀ
ങ೑

ങ೥
ቁ

డ௭
=

డ²௙

డ௫²
+

డ²௙

డ௬²
+

డ²௙

డ௭²
= ∆𝑓 par définition du Laplacien. 
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Exercice 18 : 

Si 𝛼 est une constante réelle, et si 𝑓 et 𝑔 sont deux fonctions différentiables, démontrer les 
propriétés suivantes :  

𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (𝑓 + 𝑔) = 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑓 + 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑔 

𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (𝛼𝑓) = 𝛼𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑓 

𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (𝑓𝑔) = 𝑓𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑔 + 𝑔𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑓 

 

Solution exercice 18 : 

On a : డ(௙ା௚)

డ௫
=

డ௙

డ௫
+

డ௚

డ௫
     డ(ఈ௙)

డ௫
= 𝛼

డ௙

డ௫
  et      డ(௙௚)

డ௫
= 𝑓

డ௚

డ௫
+ 𝑔

డ௙

డ௫
 

 
Définition gradient : 𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥) =

డ௙

డ௫
𝚤 +

డ௙

డ௬
𝚥 +

డ௙

డ௭
𝑘ሬ⃗  

 
 𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝑓 + 𝑔)(𝑥) =

డ(௙ା௚)

డ௫
𝚤 +

డ(௙ା௚)

డ௬
𝚥 +

డ(௙ା௚)

డ௭
𝑘ሬ⃗  

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝑓 + 𝑔)(𝑥) = ൬
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+

𝜕𝑔

𝜕𝑥
൰ 𝚤 + ൬

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+

𝜕𝑔

𝜕𝑦
൰ 𝚥 + ൬

𝜕𝑓

𝜕𝑧
+

𝜕𝑔

𝜕𝑧
൰ 𝑘ሬ⃗  

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝑓 + 𝑔)(𝑥) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝚤 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝚥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑘ሬ⃗ +

𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝚤 +

𝜕𝑔

𝜕𝑦
𝚥 +

𝜕𝑔

𝜕𝑧
𝑘ሬ⃗  

Il vient : 𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝑓)(𝑥) + 𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝑔)(𝑥) 

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝛼𝑓)(𝑥) =
𝜕𝛼𝑓

𝜕𝑥
𝚤 +

𝜕𝛼𝑓

𝜕𝑦
𝚥 +

𝜕𝛼𝑓

𝜕𝑧
𝑘ሬ⃗  

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝛼𝑓)(𝑥) = 𝛼
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝚤 + 𝛼

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝚥 + 𝛼

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑘ሬ⃗  

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝛼𝑓)(𝑥) = 𝛼 ൬
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝚤 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝚥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑘ሬ⃗ ൰ 

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝛼𝑓)(𝑥) = 𝛼𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥) 

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝑓𝑔)(𝑥) =
𝜕(𝑓𝑔)

𝜕𝑥
𝚤 +

𝜕(𝑓𝑔)

𝜕𝑦
𝚥 +

𝜕(𝑓𝑔)

𝜕𝑧
𝑘ሬ⃗  

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝑓𝑔)(𝑥) = ൬𝑓
𝜕𝑔

𝜕𝑥
+ 𝑔

𝜕𝑓

𝜕𝑥
൰ 𝚤 + ൬𝑓

𝜕𝑔

𝜕𝑦
+ 𝑔

𝜕𝑓

𝜕𝑦
൰ 𝚥 + ൬𝑓

𝜕𝑔

𝜕𝑧
+ 𝑔

𝜕𝑓

𝜕𝑧
൰ 𝑘ሬ⃗  

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝑓𝑔)(𝑥) = 𝑓 ൬
𝜕𝑔

𝜕𝑥
𝚤 +

𝜕𝑔

𝜕𝑦
𝚥 +

𝜕𝑔

𝜕𝑧
𝑘ሬ⃗ ൰ + 𝑔 ൬

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝚤 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝚥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑘ሬ⃗ ൰ 

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝑓𝑔)(𝑥) = 𝑓𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝑔)(𝑥) + 𝑔𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝑓)(𝑥) 

Exercice 19 : 

Pour (𝑥; 𝑦) ≠ (0; 0), on définit 𝑓(𝑥; 𝑦) = (ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ)௡ et on note 𝑟 = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ et 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ቀ
𝑥
𝑦ቁ 

Monter que 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑛𝑟௡ିଶ𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗  
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Solution exercice 19 : On peut écrire : 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥ଶ + 𝑦ଶ)
೙

మ  

Rappel : (𝑢௞)ᇱ = 𝑘𝑢′𝑢௞ିଵ on a డ௙

డ௫
(𝑥, 𝑦) =

௡

ଶ
2𝑥(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)

೙

మ
ିଵ = 𝑛𝑥(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)

೙షమ

మ =

𝑛𝑥(ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ)௡ିଶ = 𝑛𝑥𝑟௡ିଶ 

Il vient : 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑛𝑥𝑟௡ିଶ𝚤 + 𝑛𝑦𝑟௡ିଶ𝚥 et 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑥𝚤 + 𝑦𝚥 d’où 

 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑛𝑟௡ିଶ𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗  

Exercice 20 : Gradient en coordonnées polaires 

 

Solution exercice 20 : 

On a : 

  

On en déduit : 

 

 

On remplace dans l’expression :  
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Il vient :  

𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑓 = ൭cos 𝜃
𝜕𝑔

𝜕𝑟
(𝑟, 𝜃) −

1

𝑟
sin 𝜃

𝜕𝑔

𝜕𝜃
(𝑟, 𝜃)൱ 𝚤 + ൭sin 𝜃

𝜕𝑔

𝜕𝑟
(𝑟, 𝜃) +

1

𝑟
cos 𝜃

𝜕𝑔

𝜕𝜃
(𝑟, 𝜃)൱ 𝚥 

D’où : 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑓 =
డ௚

డ௥
(𝑟, 𝜃)𝑢ሬ⃗ +

ଵ

௥

డ௚

డఏ
(𝑟, 𝜃)𝑣⃗ 

Exercice 21 : 

 

 

Solution exercice 21 : 
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Exercice 22 : gradient en coordonnées cylindriques 

 

Solution exercice 22 : 
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On a :  
𝜕𝑔

𝜕𝑟
= cos 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑟 cos 𝜃 , 𝑟 sin 𝜃, 𝑧) + sin 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑟 cos 𝜃 , 𝑟 sin 𝜃, 𝑧) 

𝜕𝑔

𝜕𝜃
= −𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑟 cos 𝜃 , 𝑟 sin 𝜃, 𝑧) + 𝑟 cos 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑟 cos 𝜃 , 𝑟 sin 𝜃, 𝑧) 

𝜕𝑔

𝜕𝑧
=

𝜕𝑓

𝜕𝑧
(𝑟 cos 𝜃 , 𝑟 sin 𝜃, 𝑧) 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= cos 𝜃

𝜕𝑔

𝜕𝑟
−

1

𝑟
sin 𝜃

𝜕𝑔

𝜕𝜃
  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= sin 𝜃

𝜕𝑔

𝜕𝑟
+

1

𝑟
cos 𝜃  

𝜕𝑔

𝜕𝜃
   

𝜕𝑓

𝜕𝑧
=

𝜕𝑔

𝜕𝑧
 

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝚤 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝚥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑘ሬ⃗  

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥) = ൬cos 𝜃
𝜕𝑔

𝜕𝑟
−

1

𝑟
sin 𝜃

𝜕𝑔

𝜕𝜃
 ൰ 𝚤 + ൬sin 𝜃

𝜕𝑔

𝜕𝑟
+

1

𝑟
cos 𝜃 

𝜕𝑔

𝜕𝜃
  ൰ 𝚥 +

𝜕𝑔

𝜕𝑧
𝑘ሬ⃗  

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥) =
𝜕𝑔

𝜕𝑟
𝑢ሬ⃗ +

1

𝑟

𝜕𝑔

𝜕𝜃
𝑣⃗ +

𝜕𝑔

𝜕𝑧
𝑘ሬ⃗  

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥) =
𝜕𝑓

𝜕𝑟
𝑢ሬ⃗ +

1

𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝜃
𝑣⃗ +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑢௭ሬሬሬሬ⃗  

 

Exercice 23 : 

 

Solution exercice 23 : 
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Exercice 24 : 

 

Solution exercice 24 : 
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Exercice 25 : 

 

Solution exercice 25 : 

 

 

 

Exercice 26 : 
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Solution exercice 26 : 

 

 

 

 

 

Exercice 27 : 

 

Solution exercice 27 : 

 

 

 

En déduire le résultat. 

Exercice 28 : 
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Solution exercice 28 : 

Il suffit d'appliquer les différentes définitions et de comparer le vecteur de droite et le 
vecteur de gauche. 

Exercice 29 : 

 

Solution exercice 29 : 

On a : 

 

Utiliser les propriétés du laplacien vectoriel. 

 

D'où le résultat. 

Exercice 30 : Laplacien en coordonnées polaires 
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Exprimer les dérivées partielles premières de  à l'aide des dérivées partielles de  . 

Calculer les dérivées partielles de  par rapport à  et  à l'aide des dérivées secondes de  . 

Solution exercice 30 : 

 

 

 

Il suffit de résoudre le système linéaire précédent. 
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Vous savez calculer 

 
à l'aide de 

 
Donc vous savez calculer 

 
à l'aide de 

 

 
Il suffit maintenant de remplacer par les expressions précédemment calculées. 

 
Faire un calcul similaire pour obtenir 

 
En déduire l'expression du laplacien en coordonnées polaires. 

 
 

Exercice 31 : Laplacien en coordonnées cylindriques 

Si  sont les coordonnées cylindriques d'un point  de  (  ), si  est une fonction 

de 3 variables qui admet des dérivées partielles secondes, si on définit la 

fonction  par  , montrer alors que l'on a l'expression du 

laplacien : 
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Solution exercice 31 : 

Exprimer 

 

à l'aide de 

 

Résoudre le système linéaire pour obtenir 

 

à l'aide de 

 

Si vous savez calculer 

 

vous savez calculer 

 

C'est la même chose que pour le laplacien en coordonnées polaires. 

 

Exercice 32 : 

1. Dans le plan on définit la fonction suivante pour  : 
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1) Calculer le laplacien de  en utilisant les coordonnées cartésiennes . 

2) Calculer le laplacien de  en utilisant les coordonnées polaires 

Solution exercice 32 : 
1) Ecrire 

 
Calculer 

 
 

 

 
Calculer les dérivées partielles secondes. 

 
Calculer 

 
en déduire 

 

 
 

2)  

 
calculer 

 

En déduire  

 
 
Exercice 33 : 

Dans l'espace on définit la fonction suivante pour  : 

 

1) Calculer le laplacien de  en utilisant les coordonnées cartésiennes. 
2) Calculer le laplacien de  en utilisant les coordonnées sphériques 

Solution exercice 33 : 
1) Ecrire 
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Calculer 

 

 

 

 

Calculer les dérivées partielles secondes. 

 

Calculer 

 
en déduire 

 

 
2)  

 
calculer 

 
En déduire  . 

 
C'est beaucoup plus rapide ! 

 
 
Exercice 34 : 

Pour  on définit  . Utiliser l'expression du laplacien en 

coordonnées sphériques pour montrer que  . 
Solution exercice 34 : 
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calculer 

 

 

 

 

 

 

 


