Applications et Exercices corrigés Chapitre Vecteurs
Partie 1 - Vecteurs dans le plan

Exercice 1 : Savoir calculer les coordonnées d’un vecteur, la norme, les coordonnées du
milieu d’un segment, colinéarité, produit scalaire, dans le plan :

Soient deux points du plan A(1;2) et B(—1;—2)

— Déterminer les coordonnées du vecteur AB

— Représenter ce vecteur dans un repére orthonormée (0,1,]).
— Déterminer la distance AB.

Soient deux points du plan C(1;0)et D(2; 2)

— Déterminer les coordonnées du vecteur CD

— Représenter ce vecteur dans le repére précédent.

— Déterminer la distance CD.

— Que peut — on dire des vecteurs AB et CD?

— Que peut — on dire des droites (AB) et (CD)?

— Déterminer les coordonnées du point [ milieu du segment [AB].

— Que peut — on dire des vecteurs T4 et CD, que peut — on conclure concernant IADC?
— Déterminer AB + 2CD que peut — on conclure de ce résultat ?

— Déterminer AB.CD comparer le résultat avec AB X CD que peut-on conclure ?

Solutionexo 1:

AB(Z;3) ot AB(Z})

AB = ||4B|| = \/(—2)2 +(=4)?=VE+ 16 =20 =5 x 22 = 2V5
CD(325) d'ou €D (3)

b = [eD| = V12 + 27 =5

Ona4B = —ZC_D), donc les vecteurs 4B et CD sont colinéaires.

Les vecteurs sont colinéaires, donc ils ont méme direction, donc les droites
(AB) et (CD) sont paralleles.

XAtXB YAtYB
2 72

m(;) et on a vu précédemment H))(;), donc les vecteurs I4 et CD sont égaux, donc

IADC est un parallélogramme.

AB + 2CD(Z%+)soit () on a donc AB + 2CD = 0 d’ott AB = —2CD on conclut que les

vecteurs sont colinéaires, que les droites (AB) et (CD) sont paralleles.

AB.CD = x35xz5 + YpVep = —2X 1—4x2=-10

D’aprés ce qui précéde on a AB x CD = 2v/5 x v/5 = 10 on peut en conclure que les

vecteurs ont méme direction et un sens opposé, car une autre expression du produit scalaire

est AB.CD = AB X CD X cos (E, H))) d’ou COS(E, H))) = —1 ce qui correspond a

(E, H))) =1 + 2km (avec k € Z), ils sont colinéaires et les droites (AB) et (CD) sont

paralléles.

Les coordonnées de | sont ( ) d’ou (0; 0) les points O et | sont confondus.



Exercice 2 :

Dans un repére orthonormal (O,?,}') d’unité graphique 1 cm, on donne les points :
M@4:;3);N(-4;-3)etP(-3:4)

1) Calculer les coordonnées des vecteurs PM 3 PN : MN .

2) Calculer la norme de ces vecteurs.

3) Montrer que le triangle MNP est un triangle rectangle inscrit dans un cercle dont on
précisera le centre et le rayon.

Solution Exercice 2 :

Questions 1 et 2:

Pa (1~ ) dou P ( 7) et |[PH] = 72+ (1) = V50 = 5v2
PNy yr) dou PN () et [IPN]| = V(=7 + (=7)" = 5v2

W (3 Z ) arou BN (7)) et [[MN|| = V(=8)2 + (=6)7 = V100 = 10

Ona PM.PN = —7 + 7 = 0 donc les vecteurs PM et PN sont orthogonaux, le triangle MNP
est rectangle (et isocele) en P, de plus :

PM.PN=0<P appartient au cercle de diameétre le segment [MN]

Le triangle MNP est inscrit dans un cercle de centre |, milieu de [MN] et de rayon 5.

Avec I(W%;W%) il vient : 1(0; 0) (I et O sont confondus).




Exercice 3 - application 1:

1) Au décollage, I'angle d'ascension d’un ULM est de 20° par rapport a I'horizontale. L'ULM
monte régulicrement. A l'aide du schéma ci-dessous, calculer, en métre, l'altitude A par
rapport au sol que 1'ULM atteint. Justifier les calculs. Arrondir la valeur a l'unité.

€ >

2) Lors d’un vol, I'ULM décolle du point A4 et se rend en ligne droite jusqu’a la verticale du
point B(16 ; 3) qui est au sol. En utilisant le repére, indiquer les coordonnées du point 4.

3) Calculer la distance réelle AB au sol en Km
4) Arrivé a la verticale du point B, I'ULM poursuit son vol en faisant un virage a gauche et

—
rejoint la verticale du point C, Placer le point C sur le repére sachant que le vecteur BC a
pour coordonnées (_43). Tracer le vecteur BC. Calculer BC.
—
5) Déterminer les coordonnées du vecteur CA et calculer la distance réelle au sol CA.

6) Calculer la distance réelle au sol parcourue par I'ULM lors de ce vol (en km).

Solution exo 3 :
1) Dans le triangle rectangle on a tan(20°) = % d’ou h = 3650 X tan(20°) ~ 1328
2) A(1,5;1)
3) AB = ”E” =g —x)2 + (5 —ya)* =V (16 — 1,5)2 + (3 — 1)* = /214,25
4) Pour tracer le vecteur BC on part du point C, on « recule » de trois unités selon I'axe

des abscisses et on monte de 4 unités selon I’axe des ordonnées.

5) CA=CB+BA (Relation de Chasles)

CA = —BC — AB d’ou 54)(3__41:}’25) soit a(—i?)




CA = ||c4| = \/(—11,5)Z + (—6)? = /168,25

6) Pour calculer la distance réelle au sol, 'ULM parcours A, B puis B, Cd’ou AB + BC =
V214,25 +/(=3)2 + 42 = \/214,25 + V25 = 5 + /214,25 soit environ 19,67 km.

Exercice 4 - application 2 :

Le plan ci-dessous est extrait d'une carte de course d'orientation. L'échelle est de 1/10 000.
Signification : 1 cm sur la carte représente 100 m sur le terrain.
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poste @ : Py(170 ;290) ;
A(440 ; 440) ;
B(330 ; 540) ;
poste @ : P»(400 ; 680).

1) Calculer la distance réelle au sol entre le poste P; et le poste P, en metre.
2) A) Calculer les coordonnées des vecteurs ﬂ et AB

B) Calculer ||K4> ||

C) Calculer ||m || + ||E || + ||B—P£ ||

3) Le résultat du calcul de la question 2) c) est la mesure de la distance réelle PP, parcourue
par un orienteur débutant. Calculer la différence entre cette distance réelle parcourue par cet
orienteur et la distance PP, a vol d'oiseau.

Exprimer cette différence en pourcentage par rapport a la distance a vol d'oiseau. Arrondir
la valeur au dixieme.



Solution Exo 4 :

Question1: PP, = ||P1P2|| = J(xpz - xpl)z + (sz - ypl)2 on fait I'application
numérique, il vient :
\/(400 —170)? + (680 — 290)? = 50V82 ~ 452,77 m

Question 2 : a) P A (;j : ;:) soit P, A (igg)
AB (;2 : ;C,j) soit AB (_110100)

b) ||P14]| = V2702 + 150% = 30V106 ~ 308,87 m
¢) ||BP;|| = /(400 — 330)2 + (680 — 540)* = 705 ~ 156,52 m
|4B|| = V(=110)2 + 100% = 10v221 ~ 148,66 m
d'ou |PA || + ||AB || + ||BP; || = 30V106 + 10v221 + 70V5 ~ 604,05 m
Question 3 : On avait | P, || = ||PiA + 4B + BP,|| = 50V82 ~ 452,77 m
(Relation de Chasles) m = m + 4B + B—Pz)
P4 || + ||AB || + ||BP; || — ||P1P2]| = 30v106 + 10v221 + 70V5 — 50v/82 ~ 151,28 m
151,28

En pourcentage par rapport a la distance a vol d’oiseau : 452'77 =33,4%

En parcourant P;, A, B puis P, il parcourra 33,4 % de plus de distance que s’il avait parcouru
P, P,.

Produit scalaire dans le plan :
Exercice 5 : Produit scalaire

Les cbtés des carrés accolés ABCD et BEFC ont pour longueur non nulle c. T est l'ntersection des segments [AF] et [BC]. Utiliser trois différentes

expressions du produit scalaire pour calculer AE: . ﬁ

D C F

& I

A B E
Méthode :

1. On utilise la formule trigonométrique : on doit donc calculer les longueurs et la mesure de l'angle qui nous intéressent.

2. On utilise la formule du projeté orthogonal : B est le projeté orthogonal de I sur la droite (AE).

3. On utilise la formule avec les coordonnées : pour cela, on choisit un repére orthonormé adapté a la situation.

Solution exercice 5:

1. Avec le théoréme de Pythagore dans le triangle AEF ona: AF = +/ AE? + FE* = \/(QC)Q + 2 = v/4c? + ¢ = V5c2 = /5 etavec les formules de

o= E 2c
trigonométrie : cos(EAF) = AF - j = ﬁ
v/ 2 5
Donc AR - Al = AE x AI x cos(AE, Af) = 2¢ C‘[ X 5 =2
]

2.(IB) L (AE) donc B estle projeté orthogonal de I sur (AE) donc : AR.AT—AF.AB—2xc=22

1 — — /¢ c

3. Dans le repére orthonormé (A; lAEE. 1 Aﬁ) cona AE (20(‘) etﬁ (C) donc Aﬁ . Ai =2cxe+0x % = 22,
- =
2

e



Exercice 6 : Utiliser la formule adaptée :
Dans chaque cas, calculer AB - AC dans le triangle ABC.
1. AB = 5,AC = 4v/2 et (AB, AC) = g.
2. AB = 5 et AH = 4 ot H est le pied de la hauteur issue de C. De plus, H € [AB).
3.A(—1;-1),B(4; —1) et C(3; 3) dans un repére orthonormé.
Méthode :

On choisit la formule du produit scalaire la plus adaptée en analysant la configuration :
1. trigonométrique lorsque les angles de la configuration sont connus ;

2. le projeté orthogonal dans une configuration comprenant des angles droits ;

3. dans un repére lorsque des coordonnées sont connues ou calculables.
Solution exercice 6 :
T 2
. AB.AC = |AB| x |AC|| x cos(AB, AC) = 5 x 4v/2 x cos (g) — 20¢/2 x % —90.

2. H est le pied de la hauteur issue de C donc H est le projeté orthogonal de C sur (AB) , donc E - E == ﬁ . Ef = e =12(.

3.$E:m3—riz4—(—1):5etyA =yp—ya=—-1—-(-1)=0.

OnfaitdemémepourA(‘-.Ainsi,ona:ﬁ 8) etm j ,doncﬁ-mzﬁxﬁi—&-Oxfl:QU.

Exercice 7 :

On se place dans le plan muni d'un repére orthonormeé.

On rappelle les identités de « polarisation » suivantes (qui permettent de calculer des
produits scalaires juste a partir de normes) :

12+ 212 = 121 =~ 121
IZIE+ 1~ 112 - 7|
L+ -2 - 71p)

K= =

7.7 =

On considére un parallélogramme ABCD avec AB =9, AD = Tet AC = 14.

1. Calculer le produit scalaire E : E avec la premiere identité de polarisation. En
déduire une mesure de I'angle (E , E)

2. Exploiter le méme produit scalaire que précédemment AL . AD mais avec |a
deuxieme identité de polarisation pour en déduire la longueur DB.

3. Onnote 7 le centre du parallélogramme. Calculer le produit scalaire ﬁ : I_C’) avec
la troisieme identité de polarisation. En déduire une mesure de I'angle (fﬁ , ﬁ)



Solution exercice 7 :

1. Via la premiere identité de polarisation :

4B.4D = 5 (148 + AD|| - | AB|| - | AD")

ABCD étant un paralliélogramme, on a E + E = @ + @ = @

dou:

AB.AD = 3 (IACI? - | B - | ADIP) = 5 (14 — 9~ 7*) = 33

Par ailleurs, avec la formule du produit scalaire avec le cosinus :

zﬁ.A_D)zABxADxcos(E,E) :9x7xcos(ﬁ,ﬁ)
:63cos(A_B>,ﬁ)
Ainsi : 63 cos(ﬁ.ﬁ) =33

cos(ﬁ,ﬁ) - %
Dol : (ﬁ , E) = arccos(;—i) s 58,4°

2. Via la deuxiéme identité de polarisation :
AB.AD = %(Hﬂ?’”ﬂ + ||AD|? — ||AB — ADI1?)
Or, via la relation de Chasles Jﬁ - E = E + DA =DA + Zg — E
d'ol :
AB.AD = -;-(92 +7 - DB?)
Et comme on a vu a la question précédente que EE =383
— 1 2
33 = §(81+49—DB )
66 = 130 — DB?
DB? =64

Et comme DB est une longueur (donc grandeur positive) : DB = 8
Nous avons calculé lalongueur de la seconde diagonale du parallélogramme.



3. Via la troisiéme identité de polarisation :

18.16 = (ITB + T - 178 - TC|P)
Or, puisque I est le milieu du segment [DB],on a:

IB +IC = DI + IC = DC
Parailieursﬁ—ﬁ:fﬁ—l—c_'}:@, d'ol :

1 a o\ 81—49
ﬁ.ﬁ_4(pc CB)~ =8

Mais, d'autre part, avec la formule du produit scalaire avec le cosinus :

TB.IC = IBxICxcos(ﬁ,ﬁ) = 7x4xcos(ﬁ ﬁ) = QSCOS(I_B),I_&)

Et finalement : 28 cos(ﬁ . fﬁ) =8
cos(ﬁ%.@) =
Dol (ﬁ , ﬁ) = arccos(%) ~ 73.4°

Partie 2 - Vecteurs dans I’espace :
Exercice 8 :

1) On donne les points A(5;2;1),B(7;3;1),C(—=1;4;5) et D(—3;3;5). Démontrer que
A, B, C et D sont coplanaires.

3 1 1
2) Les vecteurs U (6) v (2) etw ( 2 ) sont-ils coplanaires ?
0 2 -1

4 6 2
3) Les vecteurs U (—2> v (—1) et w ( 0 ) sont-ils coplanaires ?
0 2 -1

Solution Exercice 8 :

Question 1 : Les points A, B, C et D sont coplanaires s’ils appartiennent a un méme plan.

On sait que trois vecteurs U, U et W sont coplanaires s’il existe deux réels x et y tels que U =
xvU + yw

On va chercher par exemple s’il existe x et y tels que AD = xAB + yﬁ

_ (8 _ (2 _ (6
AD| 1 AB|1 AC| 2
4 0 4

-8 =2x—6y
AD = xAB + yAC @{ 1=x+2y ilvienty=1etx = -1
4 =4y

On adonc AD = —AB + AC donc les points A, B, C et D sont coplanaires.

3 1 1
Question2:ondonnei| 6 || 2 |etw| 2
0 2 -1

on cherche s'il existe x et y tels que :



3=x+y 3=x+4+2doux =1

U=xv+yw iIvient{6 = 2x + 2y { 6 =3ydouy =2 Onai =¥+ 2w donc les
0=2x—y 2x =y

vecteurs sont coplanaires.

4 6 2
Question 3 : on donne U (—2) v (—1 etw| 0
0 2 -1

on cherche s'il existe x et y tels que :

4=6x+2y

U=xv+ywil vient{ —2 = —x Ce systeme n’a pas de solution les vecteurs ne sont pas
0=2x—y

coplanaires.

Exercice 9 :

On se place dans I'espace muni d'un repére orthonormé.

On considere un tétraédre régulier ABC'D (toutes les arétes ont méme longueur o = 1,
toutes les faces sont des triangles équilatéraux). On note P, Q, R, S, U et V' les
milieux respectifs des arétes [AB], [BC|, [C'D), [DA], [AC] et [BD]. On note H
le centre de gravité de la face BC'D et G celui du tétragdre ABCD.

1. Démontrer que des arétes opposées du tétraédre sont orthogonales.
2. Ladroite (AH) est-elle perpendiculaire au plan (BC'D)? Calculer AH.
3. Démontrer que AG' = 3AH et calculer AG.

4. Déterminer une mesure de I'angle au centre du tétragde ov = (E;‘_A} , G@)

Solution exercice 9 :

1. Raisonnons avec les arétes [AC] et [BD)] et calculons :

AC.BD = (W+ﬁ).§ﬁ:ﬁ.@+ﬁ.@

Or, [A%est la hauteur issue de A dans le triangle équilatéral ABD donc
%. = 0. De méme [CV] est la hauteur issue de C dans BC'D donc
vCe.

B
BD =0,

Onadonc A—é : FD) = 0, ce qui prouve 'orthogonalité des arétes opposées
[AC] et [BD].

Méme raisonnement pour les autres paires d’arétes opposées.



2. Une droite est perpendiculaire & un plan si et seulement si elle est perpen-

diculaire a deux droites sécantes de ce plan. Or :

ﬁ.ﬁ:(@+ﬁ).ﬁ=ﬁ.ﬁ+cﬁ.ﬁ:o

De méme, AH.CD = 0 donc (AH) est perpendiculaire au plan (BCD).

Ainsi, via Pythagore : AH? = AC* - CH?*
Or, le centre de gravité d’un triangle est situé aux deux tiers de la médiane -

2 2
2_q1_(Z2
AH? =1 (301/)
Or, CV = 2 (toujours Pythagore), AH? =1 — £ x 2 — 2 d'otl AH = \/g

. Par définition du centre de gravité, on a:
_>
GA+GB+GC+GD =T
Introduisons le point H via la relation de Chasles dans les 3 derniers vec-
teurs : ) y y
GA+3CH+HB+HC+HD=10
H étant le centre de gravité du triangle BC'D, on a ﬁ+ﬁ+ @ = ﬁ} :

CA+3GH=0 ciad 4GA43AH =T cad E:%ﬁ

Le centre de gravité d’un tétraédre est situé aux trois quarts des médianes
(en partant d'un sommet) et AG = %AH = @ ; de méme pour BG, CG et DG.

. Développons le produit scalaire suivant (qui est nul par définition de G)

cﬁ.((ﬂ+@+@+@) =0
GA*+GA.GB+GA.GC+CA.GD=0

Les 3 derniers produits scalaires sont égaux, par symétrie. En effet, puisque
toute hauteur du tétraédre est perpendiculaire a la face opposée, on a :

GA.CB=0 cad CT/i.(aﬂ@?):o cd-d GA.GB=GA.GC
Demémeﬁ.@z(ﬂ.@d‘o&:

GA? +3GA.GB=0 cad GA®+3GAGBcos(a) =0
Etcomme GA = GB, il vient : cos(a) = —1

a =~ 109°

10



Exercice 10 : Sujet BAC :

On note R I'ensemble des nombres réels. Gy =5
L’espace est muni d'un repére orthonormé (O, i, 7, k

On considére les points A(—1;2:0), B(1;2;4) et C(—1;1;1).
1) a) Démontrer que les points A, B et C' ne sont pas alignés.

b) Calculer le produit scalaire EE

c¢) Déterminer la mesure de 'angle W, arrondie au degré.

2
2) Soit 7 le vecteur de coordonnées | —1
-1

a) Démontrer que 7 est un vecteur normal au plan (ABC).
b) Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).

3) Soient £, le plan d’équation 3z +y — 2z + 3 = 0 et &, le plan passant par O et paralléle au plan d’équation
r—2z4+6=0.

a) Démontrer que le plan £ a pour équation z = 2z.
b) Démontrer que les plans 7 et 9% sont sécants.

¢) Soit la droite Z dont un systéme d’équations paramétriques est

z =2t
y=—4t-3 ,teR
2=t

Démontrer que % est la droite d’intersection des plans %% et #,.

4) Démontrer que la droite % coupe le plan (ABC') en un point I dont on déterminera les coordonnées.
Solution Exercice 10 :

1) a) Les coordonnées du vecteur @sont (2,0,4) et les coordonnées du vecteur ;16 sont (0, —1,1).
Si il existe un réel k tel que AC' = kAB, on a en particulier —1 = 0% (en analysant la deuxiéme coordonnée) ce qui est
impossible. Donc, les vecteurs A-é et ?1?5 ne sont pas colinéaires ou encore les points A, B et C ne sont pas alignés.

b) AB.AC =2x0+0x (—1)+4x1=4.
) AB=V22 402 +42 =20 = /I x5 =25 et AC = /02 + (—1)2 + 12 = /2. Par suite,
_ABAC 4 2

AB x AC 25 x+2 10

La calculatrice fournit alors BAC' = 51° arrondi au degré.

cos (J’E_}_l_é)

2) a) Les points A, B et C ne sont pas alignés et donc les points A, B et C' définissent un unique pan, le plan (ABC).

ABR =2x240x (=) +4x (1) =4—4=0,
et

ACT = 0% 24 (—1) x (~1) +1x (1) =1 -1=0.

Le vecteur 7 est orthogonal aux vecteurs A—B) et E qui sont deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC'). Donc, le
vecteur 7 est un vecteur normal au plan (ABC).

b) Le plan (ABC) est le plan passant par A(—1,2,0) et de vecteur normal 77 (2, —1,—1). Une équation cartésienne
du plan (ABC)est 2(z+1)—(y—2)—(2—0)=0ouencore 2r —y—z+4=0.

3) a) Un vecteur normal au plan &) d’équation = — 2z + 6 = 0 est le vecteur 3 de coordonnées (1,0, —2). Puisque
Py est paralléle & 225, 735 est encore un vecteur normal au plan %25. Ainsi, %5 est le plan passant par (0, 0,0) et de
vecteur normal 3(1,0, —2). Une équation cartésienne de 5 est donc = — 2z = 0 ou encore z = 2z.

11



b) Un vecteur normal au plan 22, d’équation 3z +y — 22 + 3 = 0 est le vecteur i de coordonnées (3,1, -2). Les
vecteurs ﬁ; et 775 ne sont pas colinéaires et donc les plans 2% et 2?3 ne sont pas paralléles. Par suite, les plans &2; et
22, sont sécants en une droite.

¢) Puisque l'on sait que %) et %, sont sécants en une droite, il suffit de vérifier que tout point de % est un point de

91 n 322.
Soit M (2t,—4t — 3,%), t € R, un point de la droite Z.

3op +ym — 22 +3=3(2)+ (-4 —-3)—2(t) +3=6t—4—-3—-2t+3=0
et donc M appartient a &?,. De méme,

Ty — 22‘}\,1 = (2t) | 2(!‘) = U
et donc M appartient & Z2,. Ainsi, tout point de % appartient a &) et &5 et donc 22y N 22 est la droite Z.
4) Soit M(2¢,—4t — 3,1), t € R, un point de la droite Z.

M€ (ABC) & 2(2t) — (—4t—3) —t+4=0&Tt+T=01t=—1.

Quand ¢+ = —1, on obtient le point I de coordonnées (—2,1, —1). Le points I est le point d’intersection des plans

(ABC), P, et Py.

Exercice 11 : Sujet BAC :

B
On considére un cube ABCDEFGH. Q
1) a) Simplifier le vecteur AC + AB. G
b) En déduire que AC.BD = 0.
¢) On admet que AC.BE = 0.

Démontrer que la droite (AG) est orthogonale au
plan (BDE).

2) L’espace est muni du repére orthonormé (A S E, /ﬁ, ﬁ)

a) Démontrer qu’une équation cartésienne du plan (BDE) est z +y+ 2z —1=0.

b) Déterminer les coordonnées du point d’intersection K de la droite (AG) et du plan (BDE).

¢) On admet que 'aire, en unité d’aire, du triangle BDFE est égale & —.

Calculer le volume de la pyramide BDEG.

Solution exercice 11 :

1) a) AC+ AE = AC + OC = AC.
b) AG.BD = (AC + AE) BD = AC.BD + AE.BD.

[AC] et [BD] sont les diagonales du carré ABC'D et donc AC.BD =0.
D’autre part, la droite (AE) est perpendiculaire aux droites (AB) et (AD) qui sont deux droites sécantes du plan
(ABD). On en déduit que la droite (AE) est perpendiculaire au plan (ABD). Mais alors, la droite (AFE) est orthogonale

a toute droite du plan (ABD) et en particulier, la droite (AE) est orthogonale & la droite (BD). Ceci fournit AE.BD =
0.

—
Finalement, E.BD =0+0=0.

c) La droite (AG) est orthogonale aux droites (BD) et (BE) qui sont deux droites sécantes du plan (BDE). Donc, la
droite (AG) est orthogonale au plan (BDE).

2) a) Dans le repére A.‘A-B’,A-D):A—L% , le point A a pour coordonnées (0,0,0) et le point G a pour coordonnées
(1,1,1) (car ﬁ - B + B—(} + C? - 148 + 1AD + IE) Donc, le vecteur A—& a pour coordonnées (1,1,1).

Le plan (BDE) est le plan passant par B(1,0,0) et de vecteur normal E(l, 1,1). Une équation cartésienne de ce
planest 1 x (z —1)+1x(y—0)+1x(z—0)=0ouencorexz+y+2—1=0.

b) La droite (AG) est la droite passant par A(0,0,0) et de vecteur directeur ﬁ(l 1,1). Une représentation paramé-

=t
trique de la droite (AG) est ¢ y=1 |,t€R. Soit donc M(t,¢.t), t € R, un point de la droite (AG).
z=t

1
M€ (BDE) & t+i+i-1=0&t=x.



i 1 4. 1
uand ¢ = —, on obtient le point K de coordonnées | —, —, = |.
3 3 33

¢) GK est donc la hauteur de la pyramide BDGE associée a la base BDE. Ainsi, le volume de la pyramide
1
V= g GK x aire de BDE.

()G ) ) B e

Exercice 12 - Sujet BAC :

Dans I’espace, rapporté a un repére orthonormé (O;1;j;k), considére les points :

A(2;0;3), B(0;2;1), C(-1;-1;2) et D(3;-3;-1).

1. Calcul d’un angle

l.a. Calculer les coordonnées des vecteurs AB et AC et en déduire que les points A, B et C ne sont pas
alignés.

1.b. Calculer les longueurs AB et AC.

l.c. AT’aide du produit scalaire KE KE , déterminer la valeur du cosinus de I’angle BAC puis donner une
valeur approchée de la mesure de I’angle BAC au dixiéme de degré.

2. Calcul d’une aire

2.a. Déterminer une équation du plan &% passant par le point C et perpendiculaire a la droite (AB).

2.b. Donner une représentation paramétrique de la droite (AB).

2.c. En déduire les coordonnées du projeté orthogonal E du point C sur la droite (AB) c¢’est a dire du point
d’intersection de la droite (AB) et du plan &.

2.d. Calculer I’aire du triangle ABC.

3. Calcul d’un volume

3.a. Soit le point F(1:-1;3). Montrer que les points A, B, C et F sont coplanaires.

3.b. Vérifier que la droite (FD) est orthogonale au plan (ABC).

3.c. Sachant que le volume d’un tétra¢dre est le tiers de 1’aire de sa base multiplié par sa hauteur, calculer
le volume du tétraédre ABCD.

0-2 =2 == 2 =3

la. AB [2-0 AB 2 AC |—-1-0 AC | -1
1-3 -2 2-3 —1

Les coordonnées des vecteurs AB et AC ne sont pas proportionnelles donc les vecteurs AB et AC ne
sont pas colinéaires et les points A, B et C ne sont pas alignés.
1b. AB’=(-2/+2°4(-2)’=4+4+4=12 AB=y/12=2\3
AC’=(- (=142 =0+41+1=11 AC=411
1o AB AC_~—2><( 3)+2x(— ) (—2)x(=1)=6-2+2=6
AB.AC=ABXACXcos(BAC)
(BAC

donc 6=2V3x\TIxcos(BAC) « cos(BAC)=

En utilisant la calculatrice : BAC=58,5°

6 __3
25T V3

x+1 -2
2a. M(xipsz) €(-1:-152] &M |»+1 AB | 2
z—2 -2

M appartient 8 % < AB.CM=0 < —2X(x+1)+2x(y+1)-2x%(z=2)=0
o —2x+2y-2z-24244=0 o —2x+2y-2z+4=0 o —x+y—z+2=0
#F: —xry—z+2=0

x= —2t+2
2.b. (AB): {y= 2t+0 teR
= —2143
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2.c. On résout le systéme

—x+y—z+2= 0
x= —2t+2
y= 2t
z= —2t+3
On obtient : —(—2t+2)+(2t)—(—2t+3)+2=0 < 2t+2t+2t—2-3+2=0 < 6t=3 <
3l
t_E—E—O,S
x=—2%0,5+2=1 y=2x0,5=1 z=-2x0,5+3=2
4 A )|
2.d. CE est la hauteur du triangle ABC issue de C.
1+1 2
CE |[1+1]| CE |2| CE’=2’+2°+0’=4+4=8 CE=v8=242.
2-=12 0

1 1 = =
L’aire du triangle ABC est égale a: EXABXCE :EX 2V3%2v2=2V6 (en unité d’aire).

3.a. Les points A, B et C ne sont pas alignés donc les points a, B, C et F sont coplanaires si et seulement si
le point F appartient au plan (ABC) c’esta dire s’ils existent deux nombres réels a et b tels que

AF=aAB+bAC.
A(2;0;3) F(1;-1;3) AF|-1| aB| 2| ac|-1
0 _5 i
—1= —2a-3b(1)
AaAB+bAC <« | —l= 2a— b(2)
=~ i)
—1=-2a-3b(1 B
. 2aa_3b((2J) onobtient: —2=—4b < b:__zzé

et —1=2af% = *%=Za = az=——

at — NERCS O L N
On vérifie pour I’équation (3) : —2a—b= ZX( 4) =7 2—0

o= 1 — 1= ; .
donc AF:—Z AB g AC et les points A, B, C et F sont coplanaires.
2
3b. FD | -2
4

FD.AB=2X(—2)+(—2)X2+(—4)x(—-2)=—4—4+8=0
FD.AC=2x(-3)+(=2)%x(=1)+(—=4)%(-1)=—6+2+4=0

FD est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) donc FD est un vecteur normal
plan (ABC) et FD est la hauteur du tétraecdre ABCD issue de D.

FD*=22+(—21"4(—4)=4+4+16=24 FD=v24=26.
Le volume du tétraédre ABCD est égal a :
§x2 \/6X2V6=T:8 (en unité de volume).
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Partie 3 : Analyse vectorielle :

Exercice 13 :

) 7 7 —2
on définit f(X,y,2) =(x—a) -+ (y—b)~+(z2—¢)~, calculer grad f(M) .

———
On choisit un point M dela sphére de centre Q= (a, b. C) , représenter graphiquement le vecteur grad f{ M) .

Solution exercice 13 :

On utilise la définition du gradient : grad f(x,y,z) = Z—£f+ a—ff + g—’;ﬁ

ay
of _ _ af _ _ of _ . . v -1
o = 2x—a)et v 2(y —b) et o, = 2(z—0¢) (rappel : (u™)’ = nu'u™™ 1)
2(x —a)
llvient grad f(x,y,z) = 2(x—a)T+ 2(y — b)] + 2(z — o)k ou grad f(x,y,z) | 2(y — b)
2(z—0)
_/x-—a . .
Ona: QM <y — b) d'ougrad f(x,y,z) = 20M
zZ—c

Sl —
grad f(M) =2(x—a.y— b,z —c)=2QM

e 3
Exercice 14 :

Donner I'équation d’un plan sous la forme f(x,y,z) = c et calculer grad f.
Solution exercice 14 : Sachant que I’équation cartésienne d’un plan est de la forme :
ax + By +yz = caveca, f ety des nombres réels

Laréponseestax + fy+yz=c

grad f(x,y,z) = Z—£?+Z—£j)+ Z—’;E d’ot grad f(x,y,z) = al + B] + yk = 7l avec 7t
vecteur normal au plan précédemment défini.
Exercice 15 :
— _wy — -
SoitV < aé)x ), montrer que rot V = 2wk

Solution exercice 15 :

On applique la définition du rotationnel :

15



w-Tw

Rot(F)(a) = %( -2 @)

oF o
i()——F(a)

0
IIvientmv=< 0 )d’oumﬁ= 20wk

ax
On définit un champ de vecteurs de composante V <ay> avec a une constante. Calculer div V
az
. . g _0f1, 0f
On applique la définition de la divergence : divf = ox + == 3y + a ,ilvient : div V =3a

Si a est une constante réelle, et si f et g sont deux fonctions qui admettent des dérivées partielles
secondes, démontrer les propriétés suivantes :

A(f+g)=Af+Ag
Aaf)=aAf
divgrad f =A f

ilise - 2U+9) _ 9f | 09 gaf _ O
On utilise : = ox + o et Pyl ‘2o
La définition du Lapl Af——+—+—tA %9, 99, 9%
a définition du Laplacien : etAg =t oz
DouAf +Ag = +—+ +g€+z—y~‘§ 6—gd'unepartet
92 (f+g) *(f+g) | *(f+g) _ 0*f | d’g | 9*f  d’g | 9*f
A(f+g)= + o t—s T oa Tt % + P +-= + d autre part donc
on conclut A(f + g) =Af +Ag
0*(ar) | 0%(af) , 9*(af) _  O°F f f_ (9% , 9*f | 9*f
Aaf) = dx2 ay? ton T Qe tayta 6zz_a(6x2+6y2+6 2)—aAf
On cherche div(grad(f))
sgr s . g _0f 0z | Of3
Définition de divergence : divf = a += 3y +3,
Définition gradient : grad f(x) = =1+ a—ff+ z_jsz
() , °&) 0(%) or | o
div (grad(f)) e T 3y tE =St % +2L a > = Af par définition du Laplacien.
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Si a est une constante réelle, et si f et g sont deux fonctions différentiables, démontrer les

propriétés suivantes :
grad (f +g)=grad f + grad g
grad (af) = agrad f

grad (fg) = fgrad g + ggrad f

.O(f+g) _of | 9g d(af) _ Of 0(f9) _ 99
Ona: = “ax T ox o~ T e o S
P s _0f, O, Of7
Définition gradient : grad f(x) = Pl 2y +-k
— d 5. @ 5. @ =
grad (f + g)(x) = (];g)t+ (};;g)]+ (g:g)k
, _(Of 0g\, (0f Og\. (Of 0g)~
grad (f +9)(x) = <6x+ ax>1+ <6y+ ay>1 * (az t32)"
— _af—> af—) af_) ag—> ag—> ag_’
grad (f + g)(x) _axl+ay +azk+axl+ay +azk
llvient: grad (f + g)(x) = grad (f)(x) + grad (g)(x)
—d( ) )_aaf%_l_aaf_)_l_aaf]_é
grad (af )(x) = Oxl ay] P
— of . of | of -
grad (af)(x)—aal+a@]+a£k
- _(Of . Of, 6]%)
grad (af)(x)—a(al+@] +£k
grad (af)(x) = agrad f(x)
— _0(fg), (fg)., 0(f9) -
grad (fg)(x) = X L+ 3y J+ 9 k
R (.09 Ofy\, dg  Of\, dg af)a
gmd(fg)(x)_<fax+gax>l+<fay+gay> +( 2z T 9%37)"
dg, 0g., 0g- of , of, Of -

grad (fg)(x) =f(al +@] +5k> +g(al+@ +£k>

grad (fg)(x) = fgrad (g)(x) + ggrad (f)(x)

of
dx

X
Pour (x;y) # (0; 0), on définit f(x; y) = (x% + y2)" eton note r = /x2 + y2 et OM (y)

Monter que grad f(x,y) = nr""20M

17



Solution exercice 19 : On peut écrire : f(x,y) = (x? + y?)2

n-—2

Rappel : (u*)’ = ku'u*~! on a—(x y) = —2x(x +y ) T=nx(xt+y?H) 2 =
nx(y/x2 + y2)""2 = nxrn-2

Il vient : grad f(x,y) = nxr™ 27 + nyr"2j et OM = x7 + yj d’ou

grad f(x,y) = nr"20M

Exercice 20 : Gradient en coordonnées polaires

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, T ﬁ .

2
Si r et @ sont les coordonnées polaires d'un point M de R~ différent de @ , on définit les vecteurs
il = cosOr+ sinfj. vV =—siné'+ cos@

5
Si f est une fonction de R~ dans R , différentiable en M | on définit la fonction g par

g(r.0) = f(rcos@, rsin#). Montrer que le gradient sécrit :

—_— . B ag 1 dg o
grad f(rcos#,rsin#) = ar(r, #)ii + - 30 (r, )V

Pour ce faire on pourra utiliser les regles de dérivation des fonctions composées pour calculer les dérivées
partielles de g en fonction des dérivées partielles de f , puis en déduire les dérivées partielles de f en

fonction de celles de g et enfin remplacer dans l'expression du gradient.

Solution exercice 20 :

Ona:

Zg (r,0) = cosﬂz—f(rcos(-) rsinf) + sm(?(;—f(rcosﬂ rsinf)
dg

—(r@)=-r sinQﬁ(rcosﬂ. rsinf) + rcosQ(z(rcosg, rsiné)
ao dx dy

On en déduit :

(’if (?f
ox’ 6\'

%(rcosﬂ rsinf) = c059—(r, 0) - - sm 96—8(1‘, f)
(

%(rcosﬂ rsiné) = smﬂa—(r o) + 100596 (" 9)

On remplace dans I'expression :

18



Wf__f ﬂ*

ay
Il vient :
. dg ag 1
grad f = cos@—(r 9)——sm9 (r 0) |7 51n9—(r 9)+—cos(9

D’ol: grad f = g—f(r, 0)u + ——(r 0)v
Exercice 21 :

Le potentiel V' d'un dipéle électrique est donné & grande distance par l'expression :

acosf
VM) = 43_&) r

Le champ électrique est donné par :
—_—
EM) = - grad V(M)

Déterminer les composantes E,. E; . Voir figure.

dipole

Solution exercice 21 :

Ici on connait le potentiel en fonction de I et & , on peut appeler cette fonction g(r, 0) , calculer

dg dg
ar’ a0

(r 0) |J
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dg  qa 2cosf dg  gqa sin®
ar  4mey r3 00 dmep 12

En déduire

On obtient :

Er _ 4a ZC(:sHmE-,sz qa sinB‘_,,
drey 1 drep 1

Exercice 22 : gradient en coordonnées cylindriques

L'espace est muni d'un repére (O, T, J. E)

Sir, 8 et 7 sont les coordonnées cylindriques d'un point M deR n‘appartenant pas a 07 , on définit les

vecteurs
il = cos#r’+sin#j. V= —sin#r'+ cosd)

Si f est une fonction de R3 dans R , différentiable en M , on définit la fonction g par
g(r.0,2) = f(rcos#, rsiné,z) .

—
Représenter sur une figure le point M et les vecteurs 1, j:k, if, V.

Mantrer l'expression du gradient suivante :
—_— : ag 1 dg ag "
rad f(rcosf,rsinf,7) = —(r6.2)il + ——(r. 6, 2)V + —(r,6,2)k
grad f{( ) E)r( ) - 69( ) Bz( )

Solution exercice 22 :

Exprimer

a l'aide de

of 9f of
dax’ ay’ 9z



En déduire

af af af

ax’ ay Yo7’

Remplacer dans l'expression du gradient :

o af , af , df
ad f = —7'+ —Jj+ —*k.
grad f r?.l‘l+ ('3)"’+ az
Ona:
9 _ coso L 6. rsind,z) +sing L 6,7 sin 6
ar—cos ax(rcos ,rsin@, z) + sin ay(rcos ,rsin@, z)
99 _ _rsing 6 rsind,z) +rcos8 L 6,7 sin6
50 = T sin ax(rcos ,rsin6,z) + rcos ay(rcos ,rsinf, z)
ag af
P aZ(rcose rsin@, z)
of eag 1 Hag
g})g—cos aar rsn %9
g g
- = 0-<+ Zcosh —=
3y sin 6r+rcs 50
of dg
0z 0z of . of o
gradf(x)—a +@j aZk
N B dg 1 dg dg 1 ag)_, ag -
gradf(x)—( 9?6—;51n69%)1+<5n95+—c059% ]+£k
ag _, g, g~
gradf(x)—g; +{g?v+gfk
gradf(x)—a— +—%v+$uz
Exercice 23 :

i ]
Si f est une fonction difféerentiable, si & est une constante, si V._ Vl . \73 sont des champs de vecteurs

differentiables,demontrer les relations suivantes :
_— 2 —_ = B
rot (V, + f’g) = rot (V) + rot(V’g).
— —_—
rot ((rﬁ) = «a rot (V).

Tot (fV) = f Tot(V) + grad f AV

Solution exercice 23 :
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Les composantes de ‘?1 + Vs, (YV, fl} sont

Vi+ Vy = (Pi(x,y,2) + Pa(x,,2), @1(x,y,2) + Qa(x, ¥,2). Ry (x,,2) + Ra(x, Y, 2))
aV = (aP(x.y,2).aQ(x, y.2).aR(x,.7))

V= (f(x y. DP(X. v.2) f(x. . DO (X, v.2). f(x. ¥, 2)R(X, ¥.2))

Appliquer la définition de rotationnel.

Utiliser les regles de derivation de la somme, du produit, attention @ est une constante alors que

f dépend de X, ¥, T

—
Calculons la premiére composante de ‘7' = rot (f‘?) :

, ad i}
P = a—v(f(l’, ¥, 2R(x,y,2)) - E(f(x, ¥, 2)0(x,y,2)) (1)
= By (x, ¥, 2R(x, y,2) + f(x,y,2) 6)'("(’ Y.2) 7z (x,y,2Q9(x,v,2) - f(x,y,2) 7z (x, W2)

_— ) 7 aR T 6Q } 7 af - ' 7 6f ) 7 r 7
= f(xy.2)( Ty (x,.2) 7z (x,y,.2)) + 3y (x, ¥y, DR(x,y,2) 7z (x,3.2)0(x.y.2)  (3)
On reconnait la premiére composante de f ﬁ’(f}) + grad f A ‘7
Exercice 24 :

Montrer que si f et g sont 2 fonctions différentiables qui vérifient

grad: f= grad;g,

alors f — g = C ol C est une constante.

Solution exercice 24 :

Ecrire successivement 'égalité des composantes de grad f et grad g

Que peut-on conclure sur f etgsi

or _ e,
ax  Ox

22



ﬂ(x. y.2) = 6—f{(.vc. ¥ = W -2 =

ox p ax 0

Donc _f — g ne dépend pas de X .

On continue avec les variables ¥, Z .

Exercice 25 :

Montrer que le champ de vecteur ‘7 = Q.‘, xX+z, y+ 23) dérive d'un potentiel, calculer ce potentiel.

g
Réponse : 3 D=xy++T +cC,
Solution exercice 25 :

— :
Calculer rot ‘7 , en déduire l'existence d'un potentiel f . Calculer f 3
af
—X5Y.2)=).
6x( ¥.2) =)

En déduire une expression de f . Préciser lexpression précédente puis traduire que

af

—X)y,2)=x+2Z.
5)'( Y:2)

Continuer avec

Inspirez vous de lexemple traité dans le cours.
La solution est :
fey.d=xy+zy+22+c

Exercice 26 :

Si f est une fonction différentiable, si @& est une constante, si ‘?1, ‘72 sont des champs de vecteurs

différentiables, montrer les relations suivantes :
div (V, + Vo) = div (V) + div (Vy),
div (aV) = a div (V),
- _’
div (fV) = fdiv(V)+ grad f- V

div (‘71 A ‘73) = ‘72 . WV| - ‘7; . Wf/’g
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Solution exercice 26 :

Ecrire les composantes de

‘71 + v?_,(l’v,fv. Vl A \73.

Appliquer la définition de divergence.
\71 - 173 = (Pi(x, ¥,2) + Py(x,y,2), 01(x,y,2) + Qa(x, ¥,2), Ry (x,¥,2) + R2(x,¥,2))
aV = (a@P(x,y,2),aQ(x, ,2).aR(x, y,2))
fV = (f(x 3. DP(x,3.2). f(x. . 2Q(x, y.2). (X, ¥. DR, y.2))

ViAVy = (QiRy ~R1Q2.RiPy ~ PiRy. P10 ~ Q1P))

Utiliser les regles de dérivation de la somme, du produit , attention @& est une constante alors que

f dépend de X, ¥, I

Pour demontrer l'égalité

div (Vl A ‘-}2) = Vz . H‘;ﬁ - 17'1 . a)‘-/’g

Calculer les termes a droite et a gauche et constater l'égalite.

Exercice 27 :

Montrer que div (f grad g — g grad f) = fAg — gAf

Solution exercice 27 :

—_—
Calculer div (f grad g)

 —
Que vaut div (fV), div(grad g):

Utiliser ces propriéteés ici.

—_ > 4
div(fgradg) = fAg+ grad f- grad g

En déduire le résultat.

Exercice 28 :

24



Montrer que :

- —_—
AV = grad (div V) - Tot rot V.
Solution exercice 28 :

Il suffit d'appliquer les différentes définitions et de comparer le vecteur de droite et le
vecteur de gauche.

Exercice 29 :

Les équations de Maxwell dans un milieu isotrope non conducteur sans charge sont données par :

TlE = —u=—, divE = 0
TotH = —e% dvH = 0
4

ol E est le champ électrique et H est le champ magnétique.

—_—
En utilisant rot ( rot E) , montrer que l'on obtient :

PE 1.
C= +—RE=0
ar-  ue
Solution exercice 29 :
Ona:
a? 5

axat — otdx

En déduire que

—»dH 89—
rot — = — rot H
at ot

Utiliser les propriétés du laplacien vectoriel.

7 a v
ot (ot E) = rotH = pe—

grad grad (div E) - AE = -AE

[
|
-
=3
= |
=]
a

D'ou le résultat.

Exercice 30 : Laplacien en coordonnées polaires
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.
Si 1, @ sont les coordonnées polaires d'un point M de R® (M # O ), si f est une fonction de 2 variables qui

admet des derivees secondes, on définit la fonction g par

g(r.0) = f(rcosé, rsiné) .

Exprimer les dérivées partielles premiéres de & a |'aide des dérivées partielles de f.

Calculer les dérivées partielles de £1+ 82 par rapport a " et # a I'aide des dérivées secondes de § .

Solution exercice 30 :

ﬁ_g(r = cosﬁ(;—f(rcosg rsinf) + smE);—f(rcos(? rsiné)

ar

a—g(r, 0)=—r singﬂ(rcosﬂ. rsind) + rcos()ﬂ(.rcos 6. rsinf)
at ax ay

En déduire

o or
ax’ dy

) d 1 i)
gr(rcos&l. rsinf) = cos H—g(r, #) — —sin Gﬁ(r, 0)
ox ar ) a6

i i) 1 i)
i(r‘cosﬂ. rsind) = sin Hg(r, o) + — cos Hg(r.ﬂ)
ay ar r a0

Remplacer dans l'expression du gradient :

— _af—» af—-ﬁ
rad f = ﬁxl+d\'}

En déduire que :

(2]
%(rcos(’) rsiné) = COS@BU’ d) — —s": 6—g(r &) = g(r.0),
‘

s@d
g(rcos&rsinﬁ): singa—g(n b)) + &—(r 6) = go(r, 6)
ay ar r

Il suffit de résoudre le systéme linéaire précédent.
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7

dg, B a- sin Bg sinf 3°g
or —(rn6) = cosf? ( e + 3 ( 58— r 689( r.6)
0 . ik cosfd smtf)('i2
gl( &) = —smea—f(rﬁ)+cos€0r§9(r,ﬂ)— ; g H)—Taéﬂ( r, )
#a 6 a*
(9g_ (r 0) = smG ( By 205008 Cos8 8 rey

2 36" T grae'"

@g aa 6 3
ag‘(ré))_cosﬂ (r9)+sm8—( a) - sin6 og a — ok

arof r (?B(r’ * r 6?(& )
En dédui & (rcos#, rsinf) 2 (rcosé, rsiné)
n deduire 0.1’2 f et 0}’2 COSE, rS ‘
Vous savez calculer
of
ox
a laide de
g 98
ar’ 00
Donc vous savez calculer
2.8,
dx dx
a laide de
ag1 9
3 ar’ 09 0
ax{(rcose rsm())-cosé) ( 0)—%—&( r,6)

Il suffit maintenant de remplacer par les expressions precedemment calculées.

’f — cos? ga’g 25m9cos(9(9g 2sinfcosf d*g  sin*@dg  sin® 0 d’g

ax? ar? r? 90 r aral M roar * rr 062

Faire un calcul similaire pour obtenir
2
>f

6)12
En déduire l'expression du laplacien en coordonnées polaires.

19 ([ 8f\ 18f
f_'rar(r@'r)Jrrz@Gg
@ 10f 1)
a2 ror 128

Exercice 31 : Laplacien en coordonnées cylindriques
sils 6,2 sont les coordonnées cylindriques d'un point M de R3 ( M ¢ Oz ), si f est une fonction

de 3 variables qui admet des dérivées partielles secondes, si on définit la
fonction 8 par g(r, o, 7)= f(rcos(9), rsm(9), 2) , montrer alors que l'on a l'expression du

laplacien :
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1 9°g

4)')
= r6.z 0,z
(6.0 + 56,2

:)')
Af(rcos6,rsiné,z) = (,) 5(r,6,2) + ——( r6,7)+

Solution exercice 31 :

Exprimer
9z 08 38
ar’ 00" dz
a l'aide de

af af of

ax’ dy’ 0z

Résoudre le systéme linéaire pour obtenir

af af of
ax’ ay’ oz

a l'aide de

ar’ 08’ oz

Si vous savez calculer

af

ax’

vous savez calculer

x>

C'est la méme chose que pour le laplacien en coordonnées polaires.

19 (0f\ 10f &Ff

A =,

I= 3?(6?)+r2392+8z2

0% 19f 1 #f OFF

o ror 2o 82
Exercice 32 :

1. Dans le plan on définit la fonction suivante pour (x.y) # (0,0) .



1
XYV) = ——
fx.y) N
1) Calculer le laplacien de f en utilisant les coordonnées cartésiennes .
2) Calculer le laplacien de f en utilisant les coordonnées polaires
Solution exercice 32 :

1) Ecrire
flx,y) = (> +y*)7172
Calculer
af af
ax’ dy
d 1
a_f(-"v..") = —5(-’52 +y2) 322 = —x(22 + y?) 32,
X
5_v('x"'\') = _E(X' + .\") '/’2)' = —y(x- 4 y-) 372
Ca;lculer les dérivées pa?tielles secondes. | ) i i )
‘9'{ () = —(x* +y*) 2 + ﬁ(-’f2 +y?)™2(2x) = —.t‘j— _,\"7+53’-r = 2;\" _’)'; 3
a.r- " - 2 v (.x- + y-) 2 (.x_ s y_) 2
Calculer
I f
a)'z
en déduire

f= 2yt 1
- (x2 + _,\'2)5/2 - (.1’2 + ).2)3/2

2)

calculer

En déduire A)f
dg 1 d°g 2 1
_——— — = —,A = —
ar r2or f r

Exercice 33 :

Dans l'espace on définit la fonction suivante pour (.\’. .V'Z) £ (0’0’0) :

1

X2+ yr + 72

f(xy2) =

1) Calculer le laplacien de f en utilisant les coordonnées cartésiennes.
2) Calculer le laplacien de f en utilisant les coordonnées sphériques
Solution exercice 33 :
1) Ecrire
J(x6y) =2 +y? + )12



Calculer

af af af
ax’ 6\' 0z
% (xy.0) = —%(x2 + 3o+ 2 = a4y + ),
1
6f(r Y2 = —i(r- +y? + )72y = —y(2 + y2 + )72,
=32

J |
7 4

Calculer les dérivées partielles secondes.

azf 2 . 2 . 937 3x 5 2. 2 -50
—=(x02) = —-(x+y"+°)7"+ T(x‘ +y°+2°)774(-2x)
0x* 2_ 22,122
_ =R =y =g+
B (2 +y2 +22)32
B 2x? —y2 =72
(2 +yr+2)n
Calculer
i f Pf
a0z
en déduire
Af.
Af=0
2)
g(r.0) = -
calculer
dg dg dg &’g &g &g
ar’ 90’ ag art’ 0R " a2
En déduire Af .
ag 1 d*g 2
—:——,—:—,A :O
ar rrorr 3 /
C'est beaucoup plus rapide !
A=y A =0
Exercice 34 :
fxy,2) =
Pour M+0 on définit (xZ +y + 32)3/2 . Utiliser 'expression du laplacien en

coordonnées sphériques pour montrer que Af(M) -
Solution exercice 34 :
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sing

8(p.60.¢) = ——,

calculer

Og g 0g 0’g Bg 0%
ar’ 00" ag” art” 96" a¢?

dg  2sing
dp  p
dg _cos¢
ap  p?
d*g _6sing
apz - p“
0’g _ sing
a¢2 - pZ

6sing 4sing singcos¢ sing
Af=————7 - 73~ =0
P p cosgpp P




