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I. VECTEURS DU PLAN  

1) Quelques rappels de géométrie plane : 

1.1 Repères et coordonnées : 

Définition : Définir un repère du plan, c’est choisir trois points non alignés dans un ordre 
précis O, I, J. 
On note (O ; I ; J) ce repère. Le point O est l’origine du repère, la droite (OI) est l’axe des 
abscisses et le point I donne l’unité sur cet axe. La droite (OJ) est l’axe des ordonnées et le 
point J donne l’unité sur cet axe. 
 
Exemple : Faites un schéma 

Remarques :  
- Si le triangle OIJ est rectangle en O, le repère (O ; I ; J) est orthogonal. (Faites le 

schéma) 
- Si le triangle OIJ est isocèle en O, le repère est normé. (Faites le schéma) 
- Si le triangle OIJ est rectangle et isocèle en O, le repère (O, i, J) est orthonormé. 

(Faites le schéma) 
-  

Définition : On considère un repère (O ; I ; J) et un point quelconque M. En traçant la 
parallèle à la droite (OJ) passant par M, on obtient sur l’axe (OI) l’abscisse 𝑥ெ du point M. En 
traçant la parallèle à (OI) passant par M, on obtient sur l’axe (OJ) l’ordonnée 𝑦ெ du point M. 
Le couple des réels (𝑥ெ;  𝑦ெ) est le couple de coordonnées du point M dans le repère (O ; I ; 
J). 

Exemple : Faites un schéma 

1.2 Milieux et distances dans un repère du plan : 

Propriété : On considère dans le plan muni d’un repère (O ; I ; J) les points 𝐴 (𝑥஺;  𝑦஺) et 
𝐵 (𝑥஻;  𝑦஻). Le milieu du segment [𝐴𝐵] a pour coordonnées (௫ಲା௫ಳ

ଶ
;  

௬ಲା௬ಳ

ଶ
) 

Démonstration : 
1ier cas : 𝑥஺ = 𝑥஻  ou 𝑦஺ = 𝑦஻ 
Faites un schéma 
Considérons dans cette démonstration par exemple que 𝑦஺ = 𝑦஻ et que 𝑥஻ >  𝑥஺. 
I est le milieu de [𝐴𝐵] si et seulement si I appartient à [𝐴𝐵] 𝑒𝑡 𝐼𝐴 = 𝐼𝐵  
C’est-à-dire  𝑥ூ − 𝑥஺ = 𝑥஻ − 𝑥ூ  soit 2 𝑥ூ =  𝑥஺ + 𝑥஻ donc  𝑥ூ =

௫ಲା ௫ಳ

ଶ
 

Et 𝑦ூ − 𝑦஺ = 𝑦஻ − 𝑦ூsoit 2𝑦ூ = 𝑦஺ + 𝑦஻, comme 𝑦஺ = 𝑦஻ il vient 𝑦ூ = 𝑦஺ = 𝑦஻ 
2nd cas : 𝑥஺ ≠ 𝑥஻  et 𝑦஺ ≠ 𝑦஻ 
 
Faites un schéma 
 
Notons C le point tel que 𝑥஼ = 𝑥஻ et 𝑦஼ = 𝑦஺ 
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Le triangle ABC est rectangle en C. Notons K le milieu de [𝐴𝐶], d’après le théorème de la 
droite des milieux, (𝐼𝐾) ∥ (𝐵𝐶) d’où 

𝑥ூ = 𝑥௄ =
𝑥஺ +  𝑥஼

2
=

𝑥஺ +  𝑥஻

2
 

Notons L le milieu de [𝐵𝐶], d’après le théorème de la droite des milieux, (𝐼𝐿) ∥ (𝐴𝐶) d’où 

𝑦ூ = 𝑦௅ =
𝑦஺ + 𝑦஼

2
=

𝑦஺ + 𝑦஻

2
 

 
Rappel : Théorème de la droite des milieux :  
Premier théorème des milieux : Dans un triangle, si une droite passe par les milieux de deux 
côtés, alors elle est parallèle au troisième côté.  
Deuxième théorème des milieux : Dans un triangle, la longueur du segment joignant les 
milieux de deux côtés est égale à la moitié de celle du troisième côté. 
 
Propriété : On considère dans le plan muni d’un repère orthonormé (O, I, J), les points 
𝐴 (𝑥஺;  𝑦஺) et 𝐵 (𝑥஻;  𝑦஻). La distance entre les points A et B est : 

𝐴𝐵 = ට(𝑥஻ − 𝑥஺)² + (𝑦஻ − 𝑦஺)². 

Démonstration : 
On suppose que 𝑥஻ > 𝑥஺ et 𝑦஻ > 𝑦஺. Faites un schéma. 
Notons C le point tel que 𝑥஼ = 𝑥஻ et 𝑦஼ = 𝑦஺ 
Dans le triangle ABC rectangle en C, d’après le théorème de Pythagore on a : 
AB²=BC²+AC² 
C’est-à-dire 𝐴𝐵ଶ = (𝑦஻ − 𝑦஺)ଶ + (𝑥஻ − 𝑥஺)² 
Il vient : 𝐴𝐵 = ඥ(𝑥஻ − 𝑥஺)² + (𝑦஻ − 𝑦஺)². 
 
Rappel du théorème de Pythagore : Le carré de la longueur de l’hypoténuse est égal à la 
somme des carrés des longueurs des deux autres côtés. (Dans un triangle rectangle 
l’hypoténuse est le côté opposé à l’angle droit). 

2) Notions de vecteurs 

Définition :  
Un vecteur non nul est défini par la donnée de sa direction, de son sens et de la longueur. 
A et B étant deux points de l’espace, le vecteur 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  se note 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . Le point A est son origine et 
le point B est son extrémité . 
Si 𝐴 = 𝐵, 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  est le vecteur nul noté 0ሬ⃗ . Il a une longueur nulle , mais n’a ni direction, ni sens. 

Définition : Soient A et B deux point distincts du plan. Le vecteur 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  est caractérisé par : 

- Sa direction : celle de la droite (AB) 
- Son sens : celui de A vers B 

- Sa norme : la distance AB notée ቚห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ หቚ = 𝐴𝐵. 

Remarque : Lorsque A et B sont confondus, on note 𝐴𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ , c’est le vecteur nul, noté 0ሬ⃗ . 
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Définition :  
Soient A et B deux points donnés du plan. 

- La translation qui transforme A en B, associe à tout point M l’unique point N tel que 
les segments [𝐴𝑁] et [𝐵𝑀] ont le même milieu, c’est-à-dire que ABNM est un 
parallélogramme (éventuellement aplati si C appartient à (AB)). Faites le schéma 

- A cette translation, on associe le vecteur 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  qui symbolise le déplacement de A vers 
B ou de M vers N. On le représente par une flèche allant de A jusqu’à B. Faites le 
schéma 

Définitions :  

- Le vecteur opposé au vecteur 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  est le vecteur noté −𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  associé à la translation qui 
transforme B en A. 

- La translation qui transforme A en A est la translation de vecteur nul, on note 0ሬ⃗ . 

Conséquence : 

- Le vecteur opposé au vecteur  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  est le vecteur 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ . Donc 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ = −𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 
- 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ =  0ሬ⃗  si et seulement si 𝐴 = 𝐵. 

Exemple : Faites un schéma. 

Caractérisation du milieu : 

Le point I est le milieu du segment [𝐴𝐵] si et seulement si 𝐴𝐼ሬሬሬሬ⃗ = 𝐼𝐵ሬሬሬሬ⃗ . 

3) Vecteurs et coordonnées 

(O ; I ; J) est un repère du plan et 𝑢ሬ⃗  est un vecteur donné. La translation de vecteur 𝑢ሬ⃗  associe 
au point O un unique point M. On sait que 𝑢ሬ⃗ = 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ . (On peut désigner un vecteur par une 
seule lettre) 

Définition : On appelle coordonnées du vecteur 𝑢ሬ⃗  les coordonnées du point M dans le 

repère (O; I; J). On note 𝑀 (𝑥; 𝑦) et 𝑢ሬ⃗  ቀ௫
௬

ቁ 

Notation : On note respectivement 𝚤 et 𝚥 les vecteurs 𝑂𝐼ሬሬሬሬ⃗  et 𝑂𝐽ሬሬሬሬ⃗ . Le repère (O ; I ; J) se note 
aussi (O; 𝚤, 𝚥). 

Propriété : Soit A et B deux points du plan. 
Si 𝐴(𝑥஺; 𝑦஺) et 𝐵(𝑥஻; 𝑦஻) alors 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ቀ௫ಳି௫ಲ

௬ಳି௬ಲ
ቁ 

 
Démonstration :  
Il existe un unique point 𝑀(𝑥ெ; 𝑦ெ) tel que 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  les coordonnées du vecteur 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  sont 
les coordonnées du point M. 
𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , donc les segments [𝐴𝑀] et [𝑂𝐵] ont le même milieu. 

ቐ

௫ಲା௫ಾ

ଶ
=

଴ା௫ಳ

ଶ
௬ಲା௬ಾ

ଶ
=

଴ା௬ಳ

ଶ

⇔ ቄ
𝑥஻ − 𝑥஺ = 𝑥ெ

𝑦஻ − 𝑦஺ = 𝑦ெ
   donc     𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ቀ௫ಳି௫ಲ

௬ಳି௬ಲ
ቁ 
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Exemple : Prendre les coordonnées d’un point A et d’un point B et déterminer les 
coordonnées du vecteur 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 
Propriétés  : 

Soient 𝑢ሬ⃗ ቀ௫
௬

ቁ et 𝑣⃗ ቀ௫ᇲ

௬ᇲቁ deux vecteurs du plan dans un repère (O ; 𝚤, 𝚥), on a : 

- 𝑢ሬ⃗ = 0ሬ⃗  si et seulement si 𝑥 = 0 et 𝑦 = 0 
- 𝑢ሬ⃗ = 𝑣⃗ si et seulement si 𝑥 = 𝑥ᇱ et 𝑦 = 𝑦ᇱ 

- 𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗ à pour coordonnées ቀ௫ା௫ᇲ

௬ା௬ᇲቁ  

- Pour tout k réel, 𝑘𝑢ሬ⃗  a pour coordonnées ቀ௞௫
௞௬

ቁ 

Propriété :  

Soient 𝐴(𝑥஺; 𝑦஺) et 𝐵(𝑥஻; 𝑦஻) deux points du plan (𝑂; 𝚤, 𝚥) on a : 

- 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ቀ௫ಳି௫ಲ
௬ಳି௬ಲ

ቁ 

- 𝐿𝑒 𝑚𝑖𝑙𝑖𝑒𝑢 𝐼 𝑑𝑢 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡 [𝐴𝐵] 𝑎 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é𝑒𝑠 ቀ
௫ಲା௫ಳ

ଶ
;

௬ಲା௬ಳ

ଶ
ቁ  

- 𝑆𝑖 𝑙𝑒 𝑟𝑒𝑝è𝑟𝑒 𝑒𝑠𝑡 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚é 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝐴𝐵 = ඥ(𝑥஻ − 𝑥஺)ଶ + (𝑦஻ − 𝑦஺)ଶ 
 

Exemple : Prendre deux points A et B de coordonnées quelconque et déterminer les 
coordonnées du vecteur 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , les coordonnées du milieu du segment [AB], ainsi que la 
distance AB. 

 
4) Vecteurs égaux 

Définition : Dire que les vecteurs 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝑀𝑁ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  sont égaux signifie que la translation qui 
transforme A en B, associe au point M le point N. On note 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑀𝑁ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . 

Propriété : Deux vecteurs 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝑀𝑁ሬሬሬሬሬሬሬ⃗   sont égaux, si et seulement si, le quadrilatère ABNM 
est un parallélogramme, éventuellement aplati. 

 Exemple : Faites un schéma. 

Représentants d’un vecteur : Si 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐸𝐹ሬሬሬሬሬ⃗  , alors on dit que les vecteurs 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  𝑒𝑡 𝐸𝐹ሬሬሬሬሬ⃗  
sont des représentants d’un même vecteur que l’on peut noter 𝑢ሬ⃗ . 

Exemple : Faites un schéma. 

Remarque : un vecteur admet une infinité de représentants. 

Propriété : Deux vecteurs sont égaux si et seulement si, ils ont les mêmes coordonnées dans 

un repère. Autrement dit, dans un repère les vecteurs 𝑢ሬ⃗  ቀ௫
௬

ቁ et 𝑣⃗  ቀ௫ᇲ

௬ᇲቁ sont égaux si et 

seulement si 𝑥 = 𝑥ᇱ et 𝑦 = 𝑦ᇱ. 

Démonstration :  
La translation de vecteur 𝑢ሬ⃗  associe au point O le point M 
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La translation de vecteur 𝑣⃗ associe au point O le point M’ 
Ainsi 𝑢ሬ⃗ = 𝑣⃗ si et seulement si M et M’ sont confondus (𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑂𝑀′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ), c’est-à-dire M et M’ ont 
les mêmes coordonnées, ou encore autrement dit si 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ ont les mêmes coordonnées. 
 
Définition : Deux vecteurs sont égaux s’ils ont la même direction, le même sens et la même 
norme. 

Conséquence : dire que 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  est équivalent à dire que ABCD est un parallélogramme. 

Remarque : 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ⇔ [𝐴𝐶] 𝑒𝑡 [𝐵𝐷] ont le même milieu. 

● Si 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐸𝐹ሬሬሬሬሬ⃗ , on dit que 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝐸𝐹ሬሬሬሬሬ⃗  sont des représentants d’un même vecteur 𝑢ሬ⃗  
et on note 𝑢ሬ⃗ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐸𝐹ሬሬሬሬሬ⃗ . Les vecteur 𝑢ሬ⃗  possède une infinité de représentants. 

● Un point O étant fixé, il existe un unique représentant de tout vecteur 𝑢ሬ⃗  d’origine O, c’est-
à-dire qu’il existe un unique point M de l’espace tel que 𝑢ሬ⃗ = 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ . 

5) Addition de vecteurs 

Définition : Soient 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ deux vecteurs la somme des vecteurs 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ est le vecteur 𝑤ሬሬ⃗  
associé à la translation résultant de l’enchaînement des translations de vecteur 𝑢ሬ⃗  et de 
vecteur 𝑣⃗, on note 𝑤ሬሬ⃗ = 𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗. 

Caractérisation du milieu : 

I est le milieu du segment [𝐴𝐵], si et seulement si, 𝐼𝐴ሬሬሬሬ⃗ + 𝐼𝐵ሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗ . 

Caractérisation du centre de gravité : 

G est le centre de gravité du triangle ABC si et seulement si 𝐺𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐺𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐺𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗   

Rappel : le centre de gravité G d’un triangle est le point d’intersection des médianes, il se 

situe au ଶ
ଷ
 de la médiane en partant du sommet. 

Remarque : En physique, le centre de gravité est le point d’application de la résultante des 
forces de gravité ou de pesanteur. Il est dépendant du champ de gravitation auquel le corps 
est soumis et ne peut être strictement confondu avec le centre d’inertie qui est le 
barycentre des masses. 

Propriété : Dans un repère, on donne les vecteurs 𝑢ሬ⃗ ቀ௫
௬

ቁ 𝑒𝑡 𝑣⃗ ቀ௫ᇲ

௬ᇲቁ alors les coordonnées du 

vecteur 𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗ sont ቀ௫ା௫ᇲ

௬ା௬ᇲቁ 

Démonstration : 
Il existe un unique point 𝑃(𝑥; 𝑦) tel que 𝑢ሬ⃗ = 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗  et il existe un unique point 𝑄(𝑥ᇱ; 𝑦ᇱ) tel que 
𝑣⃗ = 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ . 
𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗ = 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ , où OPMQ est un parallélogramme. 
Les segments [𝑃𝑄] 𝑒𝑡 [𝑂𝑀] ont le même milieu. 
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ቐ

௫ା௫ᇲ

ଶ
=

଴ା௫ಾ

ଶ

௬ା௬ᇲ

ଶ
=

଴ା௬ಾ

ଶ

⟺ ൜
𝑥ெ = 𝑥 + 𝑥ᇱ

𝑦ெ = 𝑦 + 𝑦ᇱ donc 𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗  ቀ௫ା௫ᇲ

௬ା௬ᇲቁ. 

Propriétés :  

Pour tous vecteurs 𝑢ሬ⃗ , 𝑣 ሬሬሬ⃗  𝑒𝑡 𝑤ሬሬ⃗  : 
𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗ = 𝑣⃗ + 𝑢ሬ⃗   
𝑢ሬ⃗ + 0ሬ⃗ = 0ሬ⃗ + 𝑢ሬ⃗ = 𝑢ሬ⃗  
(𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗) + 𝑤ሬሬ⃗ = 𝑢ሬ⃗ + (𝑣⃗ + 𝑤ሬሬ⃗ ) 
 
Définition : Soient 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ deux vecteurs du plan dont on connait deux représentant             
𝑢ሬ⃗ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝑣⃗ = 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ . Le vecteur 𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗ est alors défini par le vecteur 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ . 
Faire un schéma. 
 
Propriété : Relation de Chasles : 
Pour tous points A, B et C, on a : 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ . 

 
 
Exemple : Ecrire le plus simplement possible les vecteurs suivants : 
𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ − 𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ − 𝐸𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 
 
Construction géométrique : 
Pour construire géométriquement la somme de deux vecteurs 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗, on dispose « bout à 
bout » le représentant 𝐴𝐵 ሬሬሬሬሬሬ⃗  de 𝑢ሬ⃗  et le représentant 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  de 𝑣⃗. 
Exemple : Faire un schéma. 
 

Propriété : Règle du parallélogramme : 

Soient A, B et C trois points distincts du plan. La somme 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  est le vecteur 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ , où D est 
le point tel que ABDC soit un parallélogramme. 

Construction géométrique : 
Pour construire géométriquement la somme de deux vecteurs 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗, on choisit des 
représentants 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  de 𝑢ሬ⃗  et 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  de 𝑣⃗ de même origine. La somme 𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗ est le vecteur 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  tel 
que ABDC soit un parallélogramme. 

Exemple : Faire un schéma. 
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6) Vecteurs 𝒌𝒖ሬሬ⃗  

Définition : Soit k un réel et 𝑢ሬ⃗ ቀ௫
௬

ቁ un vecteur dans un repère. Le vecteur 𝑘𝑢ሬ⃗  est le vecteur de 

coordonnées ቀ௞௫
௞௬

ቁ. 

Propriété :  

𝑢ሬ⃗ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  est un vecteur non nul et k est un nombre réel. Le point C tel que 𝑘𝑢ሬ⃗ = 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  est tel 
que : 

- Si 𝑘 > 0, C appartient à [𝐴𝐵) et 𝐴𝐶 = 𝑘𝐴𝐵 
- Si 𝑘 < 0, C est aligné avec A et B, mais C n’appartient pas à [𝐴𝐵) et 𝐴𝐶 = −𝑘𝐴𝐵 

Définition : 𝑘𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  est le vecteur 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ , on note 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑘𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  tel que : 

- (𝐴𝐵) ∥ (𝐶𝐷) 
- Si 𝑘 > 0, 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  et  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  ont le même sens et 𝐶𝐷 = 𝑘𝐴𝐵 
- Si 𝑘 < 0, 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  et  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  sont de sens contraires et 𝐶𝐷 = −𝑘𝐴𝐵 

On dit que 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  sont colinéaires. 

Propriétés :  

Soient deux vecteurs du plan 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ et soient deux réels 𝑘 et 𝑘ᇱ. 

𝑘(𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗) = 𝑘𝑢ሬ⃗ + 𝑘𝑣⃗    
𝑘(𝑘ᇱ𝑢ሬ⃗ ) = (𝑘𝑘ᇱ𝑢ሬ⃗ ) 
(𝑘 + 𝑘ᇱ)𝑢ሬ⃗ = 𝑘𝑢ሬ⃗ + 𝑘ᇱ𝑢ሬ⃗    
𝑘𝑢ሬ⃗ = 0ሬ⃗  si et seulement si 𝑘 = 0 ou 𝑢ሬ⃗ = 0ሬ⃗   

Exemple : Si −2𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗  alors 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗ , car −2 ≠ 0. Donc 𝐴 = 𝐵. 

7) Vecteurs colinéaires 

On dit que deux vecteurs sont colinéaires si l’un au moins des vecteurs est nul ou s’ils ont la 
même direction dans le cas où ils sont tous les deux non nuls. 

Définitions :  

- Deux vecteurs du plan 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ non nuls sont colinéaires si et seulement si, il existe un 
réel 𝑘 tel que 𝑣⃗ = 𝑘𝑢ሬ⃗ . 

- Le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur du plan. 

Autrement dit, dire que deux vecteurs 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  sont colinéaires signifie que les vecteurs 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  
et 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  ont la même direction. 

Caractérisation du milieu : 

I est le milieu du segment [AB] si et seulement si 𝐴𝐼ሬሬሬሬ⃗ =
ଵ

ଶ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 
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Propriétés : 

Soient A, B, C et D quatre points distincts deux à deux du plan. 

- Les points A, B et C sont alignés si et seulement si, les vecteurs 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  sont 
colinéaires. 

- Les droites (AB) et (CD) sont parallèles si et seulement si, les vecteurs 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  sont 
colinéaires. 

On a donc les équivalences suivantes : 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  sont colinéaires ⇔ (𝐴𝐵) 𝑒𝑡 (𝐶𝐷) sont parallèles ⇔ Il existe un nombre 𝑘 non nul                                        
tel que 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑘𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 

Exemples : 

- Obtenir un parallélisme : A, B, C et D sont des points deux à deux distincts du plan 
tels que 2𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 3𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗  

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = −
ଷ

ଶ
𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ⇔ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗  sont colinéaires ⇔ (𝐴𝐵) 𝑒𝑡 (𝐶𝐷) sont parallèles  

- Obtenir un alignement : A, B et C sont des points deux à deux distincts du plan tels 
que −4𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 5𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗  

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ =
ହ

ସ
𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ⇔ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  sont colinéaires ⇔ Les points A, B et C sont alignés. 

Théorème : (Vecteurs colinéaires) Dans un plan, dire que les vecteurs  𝑢ሬ⃗ ቀ௫
௬

ቁ et 𝑣⃗ ቀ௫ᇲ

௬ᇲቁ sont 

colinéaires équivaut à dire que 𝑥𝑦ᇱ − 𝑦𝑥ᇱ = 0 

Autrement dit les vecteurs sont proportionnels. 

Démonstration :  

𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ non nuls sont colinéaires ⟺ il existe 𝑘 ∈ ℝ tel que 𝑣⃗ = 𝑘𝑢ሬ⃗  (ou 𝑢ሬ⃗ = 𝑘′𝑣⃗) 

൜
𝑥ᇱ = 𝑘𝑥
𝑦ᇱ = 𝑘𝑦

⟺ ൞
𝑘 =

𝑥ᇱ

𝑥

𝑦ᇱ =
𝑥ᇱ

𝑥
𝑦

⟺ 𝑥𝑦ᇱ − 𝑦𝑥ᇱ = 0 

Exemple : Montrer que 𝑢ሬ⃗ ൬
ଶ
య

మ

൰ et 𝑣⃗൫ଵଶ
ଽ

൯ sont colinéaires. 

Déterminant de deux vecteurs : 

Définition : Soient deux vecteurs 𝑢ሬ⃗ ቀ௫
௬

ቁ et 𝑣⃗ ቀ௫ᇲ

௬ᇲቁ dans un repère (O ; 𝚤, 𝚥), le nombre 𝑥𝑦ᇱ −

𝑦𝑥ᇱ est appelé le déterminant des vecteurs 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗.  

On note det (𝑢ሬ⃗ ;  𝑣⃗)=ฬ
𝑥 𝑥ᇱ

𝑦 𝑦ᇱฬ = 𝑥𝑦ᇱ − 𝑦𝑥ᇱ. 

Propriété : Dire que 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ sont colinéaires revient à dire que det(𝑢ሬ⃗ ;  𝑣⃗) = 0. 
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8) Décomposition d’un vecteur 

Théorème : Soient 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ deux vecteurs non colinéaires. Pour tout vecteur 𝑤ሬሬ⃗  il existe un 
unique couple de nombres réels (𝑎; 𝑏) tel que 𝑤ሬሬ⃗ = 𝑎𝑢ሬ⃗  +b𝑣⃗ 

Démonstration : 

 

 

Exemple :  

 Exprimer 𝑀𝑁ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  en fonction de 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  (𝑀𝑁ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ =
ଶ

ଷ
𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ −

ଵ

ଷ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ) 

Corollaire : Soient A, B et C trois points non alignés, alors pour tout point M , il existe un 
unique couple de nombres réels (𝑥; 𝑦) tels que 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑥𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑦𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ , ce couple est le couple 
de coordonnées du vecteur 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗  dans le repère (𝐴; 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ). 
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Exemple : (rappel dans un triangle le centre de gravité est l’intersection des médianes, il se 

situe au ଶ
ଷ
 en partant du sommet)

 

9) Produit scalaire 

Dans cette partie on se place dans un repère orthonormé. 

Définition : Soient 𝑢ሬ⃗ ቀ௫
௬

ቁ et 𝑣⃗ ቀ௫ᇲ

௬ᇲቁ deux vecteurs dans un repère orthonormé, on appelle 

produit scalaire du vecteur 𝑢ሬ⃗  par le vecteur 𝑣⃗ le réel 𝑥𝑥ᇱ + 𝑦𝑦ᇱ. On note 𝑢ሬ⃗  . 𝑣⃗ = 𝑥𝑥ᇱ + 𝑦𝑦ᇱ. 

Cas particulier : 𝑢ሬ⃗  . 𝑢ሬ⃗  =𝑢ሬ⃗ ଶ  (lire carré scalaire) 

𝑢ሬ⃗  . 𝑢ሬ⃗ = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ 

𝑢ሬ⃗  . 𝑢ሬ⃗ = ‖𝑢ሬ⃗ ‖ଶ 

Remarque : si 𝑢ሬ⃗ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  alors 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ଶ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = ฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ
ଶ

= 𝐴𝐵ଶ 

Exemple : Prendre trois vecteurs 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗ 𝑒𝑡 𝑤ሬሬ⃗  et déterminer 𝑢ሬ⃗ ଶ, 𝑢ሬ⃗  . 𝑣⃗, 𝑢ሬ⃗  . 𝑤ሬሬ⃗  et 𝑣⃗ . 𝑤ሬሬ⃗ . 

Propriétés : Soient 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗ 𝑒𝑡 𝑤ሬሬ⃗  trois vecteurs, on a : 

- 𝑢ሬ⃗  . 𝑣⃗ = 𝑣⃗ . 𝑢ሬ⃗  (symétrie) 
- 0ሬ⃗  . 𝑢ሬ⃗ = 0 
- 𝑢ሬ⃗  . ( 𝑣⃗ + 𝑤ሬሬ⃗ ) = ( 𝑣⃗ + 𝑤ሬሬ⃗ ). 𝑢ሬ⃗ = 𝑢ሬ⃗  . 𝑣⃗ + 𝑢ሬ⃗  . 𝑤ሬሬ⃗  (linéarité) 
- Pour 𝑘 ∈ ℝ, (𝑘𝑢ሬ⃗ ). 𝑣⃗ = 𝑘(𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗) = 𝑢ሬ⃗ . (𝑘𝑣⃗) 

Démonstrations : C’est facile on prend les coordonnées des vecteurs et on calcule 
séparément les deux membres des égalités. 

Remarque : les identités remarquables sont applicables au produit scalaire. 

(𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗)ଶ = 𝑢ሬ⃗ ଶ + 2𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ + 𝑣⃗ଶ 

(𝑢ሬ⃗ − 𝑣⃗)ଶ = 𝑢ሬ⃗ ଶ − 2𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ + 𝑣⃗ଶ 

(𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗) . (𝑢ሬ⃗ − 𝑣⃗) = 𝑢ሬ⃗ ଶ − 𝑣⃗ଶ 
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Pour le montrer c’est facile on développe. (𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗)ଶ = (𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗). (𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗) … 

Seconde expression du produit scalaire : 

Définition : Si 𝑢ሬ⃗  a pour représentant 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , on définit la norme de 𝑢ሬ⃗  par ‖𝑢ሬ⃗ ‖ = 𝐴𝐵 (longueur 
du segment [AB]). 

Propriétés : Soit 𝑢ሬ⃗ ቀ௫
௬

ቁ, dans un repère orthonormé, on a alors : 

- ‖𝑢ሬ⃗ ‖ = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ, en particulier ‖𝑢ሬ⃗ ‖ଶ = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ 

- 𝑢ሬ⃗ . 𝑢ሬ⃗ = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = ‖𝑢ሬ⃗ ‖ଶ, en particulier ฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ
ଶ

= 𝐴𝐵ଶ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  
- Pour tout 𝜆 ∈ ℝ, ‖𝜆𝑢ሬ⃗ ‖ = |𝜆|‖𝑢ሬ⃗ ‖ 

Propriété : Seconde expression du produit scalaire : Soient 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ deux vecteurs, on a : 

𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ =
1

2
(‖𝑢ሬ⃗ ‖ଶ + ‖𝑣⃗‖ଶ − ‖𝑢ሬ⃗ − 𝑣⃗‖ଶ) 

Ou 𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ =
ଵ

ଶ
(‖𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗‖ଶ − ‖𝑢ሬ⃗ ‖ଶ − ‖𝑣⃗‖ଶ)  

Démonstration : 

‖𝑢ሬ⃗ − 𝑣⃗‖ଶ = (𝑢ሬ⃗ − 𝑣⃗)² = ‖𝑢ሬ⃗ ‖ଶ + ‖𝑣⃗‖ଶ − 2𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ 

d’où 𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ =
ଵ

ଶ
(‖𝑢ሬ⃗ ‖ଶ + ‖𝑣⃗‖ଶ − ‖𝑢ሬ⃗ − 𝑣⃗‖ଶ) 

‖𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗‖ଶ = (𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗). (𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗) = ‖𝑢ሬ⃗ ‖ଶ + ‖𝑣⃗‖ଶ + 2𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗  

d’où 𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ =
ଵ

ଶ
(‖𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗‖ଶ − ‖𝑢ሬ⃗ ‖ଶ − ‖𝑣⃗‖ଶ)  

Expression générale du produit scalaire : 

Définition : Le produit scalaire de 𝑢ሬ⃗  𝑒𝑡 𝑣⃗ est défini par : 

𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ = ‖𝑢ሬ⃗ ‖ × ‖𝑣⃗‖ × cos (𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗) où  (𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗) est l’angle orienté entre les vecteurs 𝑢ሬ⃗  𝑒𝑡 𝑣⃗. 

Cercle : 

Propriété : Le cercle défini par son diamètre : Soit A et B deux points distincts : M appartient 
au cercle de diamètre le segment [AB] ⟺  𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬ⃗  . 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0  

Démonstration : (⟹)  Si M appartient au cercle de diamètre le segment [AB], le triangle 
AMB est rectangle en M donc (MA) et (MB) sont perpendiculaires, donc les vecteurs sont 
orthogonaux, donc le produit scalaire est nul. 

Réciproquement : (⟸) Si le produit scalaire est nul, 𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬ⃗  . 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0 les vecteurs 𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑒𝑡 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗  
sont orthogonaux, donc le triangle AMB est rectangle en M, donc le point M appartient au 
cercle de diamètre le segment [AB]. (cercle circonscrit au triangle AMB). 

Rappels : Si un triangle est rectangle, alors il peut être inscrit dans un cercle ayant pour 
diamètre son hypoténuse et réciproquement : si le cercle circonscrit à un triangle AMB a 
pour diamètre le côté [AB], alors le triangle AMB est rectangle en M. 
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Propriété : cercle défini par son centre et son rayon : Soit le point Ω(𝛼; 𝛽) dans un repère 
orthonormal et 𝑅 > 0. 

Le cercle de centre Ω et de rayon 𝑅 admet pour équation (𝑥 − 𝛼)ଶ + (𝑦 − 𝛽)ଶ = 𝑅² 

Réciproquement : L’ensemble des points 𝑀(𝑥; 𝑦) vérifiant (𝑥 − 𝛼)ଶ + (𝑦 − 𝛽)ଶ = 𝑅² est le 
cerlce de centre Ω(𝛼; 𝛽)  et de rayon 𝑅. 

Démonstration :  𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬ⃗  . 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ = ൫𝑀Ωሬሬሬሬሬሬ⃗ + ΩAሬሬሬሬሬ⃗ ൯. ൫𝑀Ωሬሬሬሬሬሬ⃗ + ΩBሬሬሬሬሬ⃗ ൯ 

= 𝑀Ωሬሬሬሬሬሬ⃗  . 𝑀Ωሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑀Ωሬሬሬሬሬሬ⃗  . ΩBሬሬሬሬሬ⃗  + ΩAሬሬሬሬሬ⃗  . 𝑀Ωሬሬሬሬሬሬ⃗ + ΩAሬሬሬሬሬ⃗  . ΩBሬሬሬሬሬ⃗  

𝑀Ω² + 𝑀Ωሬሬሬሬሬሬ⃗  . ൫ΩAሬሬሬሬሬ⃗ + ΩBሬሬሬሬሬ⃗ ൯ + ΩAሬሬሬሬሬ⃗  . ΩBሬሬሬሬሬ⃗  Or Ω et le milieu du segment [AB] donc ΩAሬሬሬሬሬ⃗ + ΩBሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗   

ΩAሬሬሬሬሬ⃗ = −ΩBሬሬሬሬሬ⃗  d’où ΩAሬሬሬሬሬ⃗  . ΩBሬሬሬሬሬ⃗ = −ΩAሬሬሬሬሬ⃗   . ΩAሬሬሬሬሬ⃗ = −ΩA² 

𝑀Ωଶ + 𝑀Ωሬሬሬሬሬሬ⃗  . ൫ΩAሬሬሬሬሬ⃗ + ΩBሬሬሬሬሬ⃗ ൯ + ΩAሬሬሬሬሬ⃗  . ΩBሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑀Ωଶ + 𝑀Ωሬሬሬሬሬሬ⃗  . 0ሬ⃗ − ΩA² 

Il vient 𝑀Ωଶ − ΩAଶ = 0 

Soit (𝛼 − 𝑥)ଶ + (𝛽 − 𝑦)² − 𝑅ଶ = 0 

Ou encore (𝑥 − 𝛼)ଶ + (𝑦 − 𝛽)ଶ = 𝑅² 

Exemple : Déterminer l’ensemble des points 𝑀(𝑥; 𝑦) vérifiant 𝑥ଶ + 4𝑥 + 𝑦ଶ − 6𝑦 + 12 = 0 

(𝑥 + 2)ଶ − 4 + (𝑦 − 3)ଶ − 9 + 12 = 0 

(𝑥 + 2)ଶ + (𝑦 − 3)ଶ − 1 = 0 d’où cercle de centre Ω(−2; 3) et de rayon 1. 

Formule du projeté orthogonal : 

Soient 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  deux vecteurs du plan, et H le projeté orthogonal du point C sur la droite 
(𝐴𝐵), alors 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗    

 

Démonstration : 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . ൫𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐻𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐻𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  or 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝐻𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  sont 

orthogonaux donc 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐻𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 0, donc 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗  

Cas particulier : Cette propriété permet de souligner deux configurations particulières quand 
𝐻 ∈ (𝐴𝐵). 

Si 𝐻 ∈ [𝐴𝐵) alors 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐻 
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 (cas 1) 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . ൫𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐻𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐻𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  or 𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑘𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  avec 𝑘 > 0, et 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐻𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 0 . 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . ൫𝑘𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ = 𝑘𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑘𝐴𝐵ଶ = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐻 

Si 𝐻 ∉ [𝐴𝐵) alors 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = −𝐴𝐵 × 𝐴𝐻 

(cas 2) 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . ൫𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐻𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐻𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  or 𝐴𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ = −𝑘𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  avec 𝑘 > 0, et 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐻𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 0 . 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . ൫−𝑘𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ = −𝑘𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = −𝑘𝐴𝐵ଶ = −𝐴𝐵 × 𝐴𝐻 

Propriété : Soient A, B et C trois points distincts du plan,  

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × cos (𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ) 

Démonstration : Cas 1 : Dans le triangle ACH rectangle en H on a 

cos(Â) =
஺ு

஺஼
 soit 𝐴𝐻 = 𝐴𝐶 × cos (𝜃) donc 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐻 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × cos (𝜃) 

Cas 2 : Dans le triangle ACH rectangle en H on a 

cos(𝜋 − 𝜃) =
஺ு

஺஼
 soit 𝐴𝐻 = 𝐴𝐶 × cos (𝜋 − 𝜃) 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = −𝐴𝐵 × 𝐴𝐻 = −𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × cos(𝜋 − 𝜃) = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × cos(𝜃) 

Relation métrique dans le triangle : 

ABC est un triangle. Selon l’usage, on note 𝐴𝐵 = 𝑐, 𝐵𝐶 = 𝑎 et 𝐶𝐴 = 𝑏 et 𝐴መ = 𝐵𝐴𝐶෣,  

𝐵෠ = 𝐶𝐵𝐴෣ et 𝐶መ = 𝐴𝐶𝐵෣  
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Théorème : Relation d’Al Kashi : Avec les notations usuelles on a :  

𝑎ଶ = 𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 2𝑏𝑐 × cos (𝐴መ) 

De même on obtient : 𝑏ଶ = 𝑎ଶ + 𝑐ଶ − 2𝑎𝑐 × cos (𝐵෠)  

et 𝑐ଶ = 𝑎ଶ + 𝑏ଶ − 2𝑎𝑏 × cos (𝐶መ) 

Démonstration : On a 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × cos (𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ) 

On a aussi 𝐶𝐵 = 𝑎, 𝐶𝐵² = 𝑎² 
 𝑎ଶ = 𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  . 𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗  +𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  

൫𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൯
ଶ

= ൫𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ − 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൯
ଶ

= 𝐶𝐴ଶ + 𝐵𝐴ଶ − 2𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐶𝐴ଶ + 𝐵𝐴ଶ − 2𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  
Il vient 𝑎ଶ = 𝑏ଶ + 𝑐ଶ − 2𝑏𝑐 × cos (𝐴መ)  
 
Remarque : Parfois, on parle aussi de « théorème de Pythagore généralisé à un triangle 
quelconque ». En effet si par exemple le triangle est rectangle en A, on a 𝐴መ = 90° donc 
cos൫𝐴መ൯ = 0, il vient 𝑎ଶ = 𝑏ଶ + 𝑐ଶ 

Théorème : Le théorème de la médiane : 

Soit ABC un triangle et I le milieu du segment [BC], alors : 𝐴𝐵ଶ + 𝐴𝐶ଶ = 2𝐴𝐼ଶ +
஻஼²

ଶ
 

Démonstration : On a 𝐴𝐵ଶ + 𝐴𝐶ଶ = ൫𝐴𝐼ሬሬሬሬ⃗ + 𝐼𝐵ሬሬሬሬ⃗ ൯
ଶ

+ ൫𝐴𝐼ሬሬሬሬ⃗ + 𝐼𝐶ሬሬሬሬ⃗ ൯
ଶ
 

= 𝐴𝐼ଶ + 2𝐴𝐼ሬሬሬሬ⃗ . 𝐼𝐵ሬሬሬሬ⃗ + 𝐼𝐵ଶ + 𝐴𝐼ଶ + 2𝐴𝐼ሬሬሬሬ⃗ . 𝐼𝐶ሬሬሬሬ⃗ + 𝐼𝐶ଶ 

= 2𝐴𝐼ଶ + 2𝐴𝐼ሬሬሬሬ⃗ . ൫𝐼𝐵ሬሬሬሬ⃗ + 𝐼𝐶ሬሬሬሬ⃗ ൯ + ቀ
஻஼

ଶ
ቁ

ଶ

+ ቀ
஻஼

ଶ
ቁ

ଶ

  et comme I est le milieu du segment [BC] on a 

𝐼𝐵ሬሬሬሬ⃗ + 𝐼𝐶ሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗  d’où 𝐴𝐵ଶ + 𝐴𝐶ଶ = 2𝐴𝐼ଶ +
஻஼²

ଶ
 

 
Trigonométrie : 

Formules d’addition : Quels que soient les réels 𝑎 et 𝑏, on a : 

cos(𝑎 − 𝑏) = cos 𝑎 × cos 𝑏 + sin 𝑎 × sin 𝑏 
cos(𝑎 + 𝑏) = cos 𝑎 × cos 𝑏 − sin 𝑎 × sin 𝑏 
sin(𝑎 − 𝑏) = sin 𝑎 × cos 𝑏 − cos 𝑎 × sin 𝑏 
sin(𝑎 + 𝑏) = sin 𝑎 × cos 𝑏 + sin 𝑏 × cos 𝑎 

Démonstration : 
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𝑢ሬ⃗ ൫ୡ୭ୱ
ୱ୧୬ ௕

൯ et 𝑣⃗൫ୡ୭ୱ ௔
ୱ୧୬ ௔

൯ 
𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ = cos 𝑎 × cos 𝑏 + sin 𝑎 × sin 𝑏 
On a aussi : 𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ = ‖𝑢ሬ⃗ ‖ × ‖𝑣⃗‖ × cos(𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗) = 1 × 1 × cos(𝑎 − 𝑏) 
D’où cos(𝑎 − 𝑏) = cos 𝑎 × cos 𝑏 + sin 𝑎 × sin 𝑏 
cos(𝑎 + 𝑏) = cos൫𝑎 − (−𝑏)൯ = cos 𝑎 × cos(−𝑏) + sin 𝑎 × sin(−𝑏) = cos(𝑎 + 𝑏)

= cos 𝑎 × cos 𝑏 − sin 𝑎 × sin 𝑏 

sin(𝑎 − 𝑏) = cos ቆ
𝜋

2
− (𝑎 − 𝑏)ቇ = cos ቆቀ

𝜋

2
− 𝑎ቁ + 𝑏ቇ

= cos ቀ
𝜋

2
− 𝑎ቁ × cos 𝑏 − sin ቀ

𝜋

2
− 𝑎ቁ × sin 𝑏 

Or cos ቀ
గ

ଶ
− 𝑎ቁ = sin 𝑎 et sin ቀ

గ

ଶ
− 𝑎ቁ = cos 𝑎 

Il vient : sin(𝑎 − 𝑏) = sin 𝑎 × cos 𝑏 − cos 𝑎 × sin 𝑏 
sin(𝑎 + 𝑏) = sin൫𝑎 − (−𝑏)൯

= sin 𝑎 × cos(−𝑏) − cos 𝑎 × sin(− 𝑏) = sin 𝑎 × cos 𝑏 + sin 𝑏 × cos 𝑎 
 
Formules de duplication : Quel que soit le réel 𝑎, on a : 

cos(2𝑎) = 𝑐𝑜𝑠ଶ𝑎 − 𝑠𝑖𝑛ଶ𝑎    et sin(2𝑎) = 2 sin 𝑎 cos 𝑎 
cos(2𝑎) = 2𝑐𝑜𝑠ଶ𝑎 − 1   et cos(2𝑎) = 1 − 2𝑠𝑖𝑛ଶ𝑎 

𝑐𝑜𝑠ଶ𝑎 =
ଵାୡ୭ୱ ଶ௔

ଶ
     et 𝑠𝑖𝑛ଶ𝑎 =

ଵି௖௢௦మ௔

ଶ
 

 

10) Orthogonalité 

Définition : On dit que deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur direction sont 
perpendiculaires. 

Propriété : Soient 𝑢ሬ⃗ ቀ௫
௬

ቁ  𝑒𝑡 𝑣⃗  ቀ௫ᇲ

௬ᇲቁ deux vecteurs, on a : 

𝑢ሬ⃗  𝑒𝑡 𝑣⃗ 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑢𝑥 ⟺   𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ = 0 ⟺ 𝑥𝑥ᇱ + 𝑦𝑦ᇱ = 0  

 Démonstration :  
1er cas si 𝑢ሬ⃗  ou 𝑣⃗ est nul, alors on convient que le vecteur nul est orthogonal à l’autre vecteur. 
2nd cas Si 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ non nuls. Soient M et N les points tels que 𝑢ሬ⃗ = 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗  et 𝑣⃗ = 𝑂𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗  
𝑢ሬ⃗  𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙 à 𝑣⃗ ⟺ (𝑂𝑀) ⊥ (𝑂𝑁) ⟺ 𝑂𝑀ଶ + 𝑂𝑁ଶ = 𝑀𝑁ଶ 
⟺ 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑥ᇱଶ

+ 𝑦ᇱଶ
= (𝑥ᇱ − 𝑥)ଶ + (𝑦ᇱ − 𝑦)² 

⟺ −2𝑥𝑥ᇱ − 2𝑦𝑦ᇱ = 0 
⟺ 𝑥𝑥ᇱ +  𝑦𝑦ᇱ = 0 
⟺ 𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ = 0 
 
Exemple : On donne A(1 ;1), B(-4 ;1), C(-1 ;0) et D(-2 ;-3) Déterminer les coordonnées de 
𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ 𝑒𝑡 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗  puis monter que les droites (AC) et (BD) sont perpendiculaires. 
 
Définition : On appelle vecteur normal à une droite tout vecteur non nul orthogonal à un 
vecteur directeur de cette droite. 

Propriété : Dans un repère orthonormé, soient 𝑎 et 𝑏 deux réels tels que (𝑎; 𝑏) ≠ (0; 0) 
alors toute droite ayant une équation cartésienne de type 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 admet le 
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vecteur 𝑛ሬ⃗ ൫௔
௕

൯ pour vecteur normal. Réciproquement, toute droite ayant pour vecteur normal 
𝑛ሬ⃗ ൫௔

௕
൯ admet une équation cartésienne du type 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 

Démonstration : 

Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels tels que (𝑎; 𝑏) ≠ (0; 0) et soit 𝐷 la droite d’équation cartésienne 
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0, cette droite admet pour vecteur directeur 𝑣⃗൫ି௕

௔
൯ 

Démo vecteur directeur : 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 si 𝑥 = 0, 𝑦 = −
௖

௕
 et si 𝑥 = 1, 𝑦 = −

௔ା௖

௕
 nommons 

A et B ces deux points appartenant à la droite 𝐷. 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൬ ଵ

ି
ೌ

್

൰ est colinéaire à 𝑣⃗ = −𝑏𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  donc 𝑣⃗൫ି௕
௔

൯ est vecteur directeur de la droite 𝐷. 

On cherche un vecteur normal, c’est à dire orthogonal, c’est à dire tel que 𝑣⃗. 𝑛ሬ⃗ = 0 d’où 
−𝑏𝑥௡ሬ⃗ + 𝑎𝑦௡ሬ⃗ = 0 d’où 𝑥௡ሬ⃗ = 𝑎 et 𝑦௡ሬ⃗ = 𝑏, donc 𝑛ሬ⃗ ൫௔

௕
൯. 

Donc la droite d’équation cartésienne 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 admet pour vecteur normal 𝑛ሬ⃗ ൫௔
௕

൯. 
Réciproquement, si la droite admet pour vecteur normal 𝑛ሬ⃗ ൫௔

௕
൯, par définition  𝑛ሬ⃗  est 

orthogonal au vecteur directeur  𝑣⃗, c’est à dire tel que 𝑣⃗. 𝑛ሬ⃗ = 0 d’où 𝑎𝑥௩ሬ⃗ + 𝑏𝑦௩ሬ⃗ = 0 d’où 
𝑥௩ሬ⃗ = −𝑏 et 𝑦௩ሬ⃗ = 𝑎 donc 𝑣⃗൫ି௕

௔
൯ est vecteur directeur de la droite 𝐷. 

Soit 𝑀(𝑥 ; 𝑦) 𝑎𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒𝑛𝑎𝑛𝑡 à 𝑙𝑎 𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒 𝐷 ⟺

𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑒𝑡 𝑣⃗ 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑖𝑟𝑒𝑠, 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑙𝑎 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 𝐴 𝑎𝑝𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒𝑛𝑎𝑛𝑡 à 𝑙𝑎 𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒 𝐷. 
𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ቀ௫ି௫ಲ

௬ି௬ಲ
ቁ et 𝑣⃗൫ି௕

௔
൯ colinéaires ⟺ 𝑎(𝑥 − 𝑥஺) + 𝑏(𝑦 − 𝑦஺) = 0 on développe 

Donc la droite admet une équation cartésienne du type 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0. 
 

11) Projection orthogonale 

Définition : Soient 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ deux vecteurs, on appelle projection orthogonale de 𝑢ሬ⃗  sur 𝑣⃗ le 
vecteur 𝑢ሬ⃗ ௩ሬ⃗ , tel que l’origine du vecteur 𝑢ሬ⃗ ௩ሬ⃗  est la même que celle des vecteurs 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗, et 
l’extrémité du vecteur 𝑢ሬ⃗ ௩ሬ⃗  coïncide avec la perpendiculaire issue de l’extrémité de 𝑢ሬ⃗ . 

 

Le mot orthogonal signifie que la projection se fait à 90°. 
𝑢ሬ⃗ ௩ሬ⃗  et 𝑣⃗ ont la même direction. 
La projection d’un vecteur nul n’est pas possible. 
Les cas possibles : 
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Propriété : (La composante de la projection orthogonale d’un vecteur) Soient 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ deux 

vecteurs, on a 𝑢ሬ⃗ ௩ሬ⃗ =
௨ሬሬ⃗  .௩ሬ⃗

‖௩ሬ⃗ ‖మ
𝑣⃗ 

Démonstration : 

 

𝑢ሬ⃗ ௩ሬ⃗  et 𝑣⃗ ont la même direction donc on a 𝑢ሬ⃗ ௩ሬ⃗ = 𝑘𝑣⃗ 
On a aussi (𝑢ሬ⃗ − 𝑢ሬ⃗ ௩ሬ⃗ ) orthogonal à 𝑣⃗ donc le produit scalaire est nul (𝑢ሬ⃗ − 𝑢ሬ⃗ ௩ሬ⃗ ). 𝑣⃗ = 0 on 
distribue, il vient 𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ − 𝑢ሬ⃗ ௩ሬ⃗ . 𝑣⃗ = 0, de plus 𝑢ሬ⃗ ௩ሬ⃗ = 𝑘𝑣⃗, il vient 𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ − 𝑘𝑣⃗. 𝑣⃗ = 0 

Donc 𝑘 =
௨ሬሬ⃗ .௩ሬ⃗

‖௩ሬ⃗ ‖మ
, donc 𝑢ሬ⃗ ௩ሬ⃗ =

௨ሬሬ⃗ .௩ሬ⃗

‖௩ሬ⃗ ‖మ
𝑣⃗. 

 
Propriété : (La norme de la projection orthogonale d’un vecteur) 

‖𝑢ሬ⃗ ௩ሬ⃗ ‖ = ‖𝑢ሬ⃗ ‖ × cos (𝜃) 

Où 𝑢ሬ⃗ ௩ሬ⃗  est le projeté orthogonal de 𝑢ሬ⃗  sur 𝑣⃗ et 𝜃 est l’angle entre 𝑢ሬ⃗  𝑒𝑡 𝑣⃗. 
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II. VECTEURS DE L’ESPACE 
 

1) Définitions et propriétés 

Définitions : 

● Un vecteur de l’espace est défini par une direction de l’espace, un sens et une norme 
(longueur). 

Remarque : Les vecteurs de l'espace suivent les mêmes règles de construction qu'en 
géométrie plane : Relation de Chasles, propriétés en rapport avec la colinéarité, … restent 
valides. 

● Des vecteurs sont dits coplanaires s’ils possèdent des représentants appartenant à un 
même plan. 

● On dit qu’un triplet de vecteur (𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ) est une base des vecteurs de l’espace si les trois 
vecteurs 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗ et 𝑤ሬሬ⃗  ne sont pas coplanaires. 

● Soient O, A, B et C quatre points de l’espace non coplanaires, le triplet de vecteurs 
(𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ,  𝑂𝐵ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ) est une base des vecteurs de l’espace. 

● Soit O un point de l’espace et (𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ) une base de vecteurs de l’espace, le quadruplet 
(𝑂; 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ) est appelé repère de l’espace. 

● Soit  (𝑂; 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ) un repère de l’espace et M un point quelconque de l’espace, on appelle 
coordonnées du point M dans le repère (𝑂; 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ), les coordonnées du vecteur 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗  dans la 
base (𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ) 

Propriété : 

● Si (𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ) est une base des vecteurs de l’espace, tout vecteur de l’espace s’écrit de 
manière unique comme combinaison linéaire des vecteurs de base. 

● Si (𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ) est une base des vecteurs de l’espace, quel que soit le vecteur 𝑥⃗ de l’espace, il 
existe un unique triplet (𝛼, 𝛽, 𝛾) de réels tels que : 𝑥⃗ = 𝛼𝑢ሬ⃗ + 𝛽𝑣⃗ + 𝛾𝑤ሬሬ⃗  et le triplet (𝛼, 𝛽, 𝛾) 
est appelé coordonnées du vecteur 𝑥⃗ dans la base (𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ). 

Démonstration : 

Existence : Soit 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  un représentant de 𝑥⃗. 
Soit P le plan de repère (𝐴 ; 𝑢ሬ⃗  ; 𝑣⃗)  
Si B appartient à P alors 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  se décompose suivant les vecteurs 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗. 
Supposons que B n’appartient pas à P. 
Soit d la droite passant par B de vecteur directeur 𝑤ሬሬ⃗ . 
Comme 𝑤ሬሬ⃗  n’est pas colinéaire avec 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗, la droite d coupe le plan P en un point C. 
On a 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ .  
Avec 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  qui appartient au plan P donc il existe un couple (𝛼 ; 𝛽) tel que 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝛼𝑢ሬ⃗ + 𝛽𝑣⃗ 
Et 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  est colinéaire avec 𝑤ሬሬ⃗  donc il existe une réel tel que 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝛾𝑤ሬሬ⃗ . 
Il existe donc un triplet ( 𝛼; 𝛽; 𝛾) tel que 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑥⃗ = 𝛼𝑢ሬ⃗ + 𝛽𝑣⃗ + 𝛾𝑤ሬሬ⃗  
Unicité : Supposons que l’on est 𝑥⃗ = 𝛼𝑢ሬ⃗ + 𝛽𝑣⃗ + 𝛾𝑤ሬሬ⃗ = 𝛼′𝑢ሬ⃗ + 𝛽′𝑣⃗ + 𝛾′𝑤ሬሬ⃗  
Alors (𝛼 − 𝛼ᇱ)𝑢ሬ⃗ + (𝛽 − 𝛽ᇱ)𝑣⃗ + (𝛾 − 𝛾′)𝑤ሬሬ⃗ = 0ሬ⃗  
Supposons que l’une des trois différences n’est pas nulle, par exemple 𝛾 − 𝛾′ ≠ 0 
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On aurait 𝑤ሬሬ⃗ =
ఈᇱିఈ

ఊିఊᇱ
 𝑢ሬ⃗ +

ఉᇲିఉ

ఊିఊᇱ
 𝑣⃗ ce qui indiquerait que les vecteurs 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗ et 𝑤ሬሬ⃗  sont coplanaires 

ce qui est exclu par hypothèse. Donc les trois différences sont nulles. Donc il existe un 
unique triplet (𝛼, 𝛽, 𝛾) de réels tels que : 𝑥⃗ = 𝛼𝑢ሬ⃗ + 𝛽𝑣⃗ + 𝛾𝑤ሬሬ⃗  

 

Propriété : Soient A et B deux points distincts de l’espace : 

Si 𝐴(𝑥஺; 𝑦஺; 𝑧஺) et 𝐵(𝑥஻; 𝑦஻; 𝑧஻) alors 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൭

𝑥஻ − 𝑥஺

𝑦஻ − 𝑦஺

𝑧஻ − 𝑧஺

൱ 

Démonstration : 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝑂ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  (relation de Chasles) 

Si 𝐴(𝑥஺ ; 𝑦஺ ; 𝑧஺) et 𝐵(𝑥஻ ; 𝑦஻ ; 𝑧஻), et 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൭

𝑥஺

𝑦஺

𝑧஺

൱ et 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൭

𝑥஻

𝑦஻

𝑧஻

൱ 

Il vient 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = −𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ − 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗  d’où  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൭

𝑥஻ − 𝑥஺

𝑦஻ − 𝑦஺

𝑧஻ − 𝑧஺

൱ 

Coordonnées du milieu I de [AB] : 

𝐼

⎝

⎜
⎜
⎛

𝑥஺ + 𝑥஻

2
𝑦஺ + 𝑦஻

2
𝑧஺ + 𝑧஻

2 ⎠

⎟
⎟
⎞

  

Norme du vecteur 𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗  si le repère est orthonormal : 

ฮ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ = ට(𝑥஻ − 𝑥஺)ଶ + (𝑦஻ − 𝑦஺)ଶ + (𝑧஻ − 𝑧஺)² 

 
2) Combinaison linéaire de vecteurs : 

Définition : Combinaison linéaire de vecteurs : 

Soit 𝑛 un entier naturel supérieur ou égal à 2 et 𝑢ଵሬሬሬሬ⃗ , 𝑢ଶሬሬሬሬ⃗ , …,𝑢௡ሬሬሬሬ⃗ , 𝑛 vecteurs de l’espace, on 
appelle combinaison linéaire de ces vecteurs tout vecteur 𝑥⃗ s’écrivant : 

𝑥⃗ = 𝛼ଵ𝑢ଵሬሬሬሬ⃗ + 𝛼ଶ𝑢ଶሬሬሬሬ⃗ + ⋯ + 𝛼௡𝑢௡ሬሬሬሬ⃗ = ∑ 𝛼௜𝑢పሬሬሬ⃗௡
௜ୀଵ  où 𝛼ଵ, 𝛼ଶ, …, 𝛼௡sont n réels quelconques. 

3) Plan de l’espace :il est défini par un point et deux vecteurs 

Définition : 

Si A, B et C sont trois points de l’espace non alignés, il existe un plan et un seul passant par 
les points A, B et C, on le note (ABC). 

Le couple (𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ) est appelé couple de vecteurs directeur du plan (ABC). 

(𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ) et (𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ) sont d’autres couples de vecteurs directeurs du plan (ABC). 

Le couple (𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ) détermine la direction du plan (ABC). 

Tout couple de vecteurs non colinéaires, combinaison linéaire des vecteurs 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ , est 
aussi un couple de vecteurs directeur du plan (ABC). 
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Caractérisation d’un plan : (Propriété) 

Si A est un point de l’espace et 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ deux vecteurs de l’espace non colinéaires, il existe un 
plan et un seul passant par le point A et ayant le couple (𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗) comme couple de vecteurs 
directeurs, on le note (𝐴; 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗). 

Le plan (𝐴; 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗) est l’ensemble des points M de l’espace tels qu’il existe un couple (𝜆, 𝜇) de 
réels vérifiant 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝜆𝑢ሬ⃗ + 𝜇𝑣⃗. 

Démonstration : 

Soient B et C deux points tels que 𝑢ሬ⃗ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  et 𝑣⃗ = 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  
Les vecteurs 𝑢ሬ⃗  et 𝑣 ሬሬሬ⃗ ne sont pas colinéaires donc (𝐴 ; 𝑢ሬ⃗  , 𝑣⃗) est un repère du plan (𝐴𝐵𝐶) 
Dans ce repère, tout point M de coordonnées (𝜆; 𝜇) est tel que 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝜆𝑢ሬ⃗ + 𝜇𝑣⃗. 
Réciproquement : Soit M un point de l’espace tel que 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝜆𝑢ሬ⃗ + 𝜇𝑣⃗. 
Soit N un point du plan (ABC) de coordonnées (𝜆; 𝜇) dans le repère (𝐴 ; 𝑢ሬ⃗  , 𝑣⃗). On a alors 
𝐴𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝜆𝑢ሬ⃗ + 𝜇𝑣⃗ et donc 𝐴𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ . Les points M et N sont confondus donc M appartient au 
plan (ABC). 
 
Remarque : Un plan est totalement déterminé par un point et deux vecteurs non colinéaires. 

Equations cartésiennes et représentations paramétriques d’un plan de l’espace : 

On a vu qu’un plan est totalement déterminé par un point et deux vecteurs non colinéaires, 
mais il peut être aussi défini par un point et un vecteur qui est normal à ce plan. 

Soit 𝐴 ൭

𝑥஺

𝑦஺

𝑧஺

൱ un point donné du plan et 𝑛ሬ⃗ ቆ
𝑎
𝑏
𝑐

ቇ un vecteur normal au plan, n’importe quel 

point M du plan doit vérifier 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ . 𝑛ሬ⃗ = 0, il vient alors : 

𝑎(𝑥 − 𝑥஺) + 𝑏(𝑦 − 𝑦஺) + 𝑐(𝑧 − 𝑧஺) = 0 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 − (𝑎𝑥஺ + 𝑏𝑦஺ + 𝑐𝑧஺) = 0 en posant 𝑑 = −(𝑎𝑥஺ + 𝑏𝑦஺ + 𝑐𝑧஺) il vient : 

𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 + 𝒅 = 𝟎  c’est l’équation cartésienne du plan. 

Soit P un plan et A, B et C trois points non alignés donnés de ce plan. Les vecteur 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑢ሬ⃗  et 
𝐴𝐶 ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑣⃗ ne sont pas colinéaires, (car les points ne sont pas alignés), n’importe quel point M 
du plan doit vérifier 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑡𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑡′𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ , il vient alors : 

ቐ

𝑥 − 𝑥஺ = 𝑡(𝑥஻ − 𝑥஺) + 𝑡′(𝑥௖ − 𝑥஺)

𝑦 − 𝑦஺ = 𝑡(𝑦஻ − 𝑦஺) + 𝑡′(𝑦௖ − 𝑦஺)

𝑧 − 𝑧஺ = 𝑡(𝑧஻ − 𝑧஺) + 𝑡′(𝑧௖ − 𝑧஺)

 

⟺ ቐ

𝒙 = 𝒙𝑨 + 𝒕𝒙𝒖 + 𝒕′𝒙𝒗

𝒚 = 𝒚𝑨 + 𝒕𝒚𝒖 + 𝒕′𝒚𝒗

𝒛 = 𝒛𝑨 + 𝒕𝒛𝒖 + 𝒕′𝒛𝒗

 (avec 𝒕, 𝒕’ ∈ ℝ) est une représentation paramétrique du plan P 

de l’espace, avec A un point appartenant au plan P et 𝒖ሬሬ⃗  et 𝒗ሬሬ⃗  qui sont deux vecteurs 
directeur du plan P. 
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Propriété : Deux plans déterminés par le même couple de vecteurs non colinéaires sont 
parallèles. 

Démonstration :  

Soient deux plans P et P’ ayant pour repères respectifs (𝐴 ; 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗) et (𝐵 ; 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗) 

Si P et P’ sont confondus, c’est évident. 

Si P et P’ ne sont pas confondus. Supposons que P et P’ possède un point M en commun. 

Alors dans P, on a : 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝜆𝑢ሬ⃗ + 𝜇𝑣⃗ où (𝜆; 𝜇) sont les coordonnées du point M dans le plan P. 

Et dans P’, on a : 𝐵𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝜆′𝑢ሬ⃗ + 𝜇′𝑣⃗ où (𝜆′; 𝜇′) sont les coordonnées du point M dans le plan 
P’. 

Donc 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ = (𝜆 − 𝜆ᇱ)𝑢ሬ⃗ + (𝜇 − 𝜇ᇱ) 𝑣⃗ donc B appartient à P. Donc (𝐵 ; 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗) est un repère de P, 
et donc P et P’ sont confondus, ce qui est contraire à l’hypothèse de départ. Donc P et P’ 
n’ont aucun point commun, ils sont donc parallèles. 

Deux plans sont orthogonaux si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux. 

Deux plans sont parallèles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires. 

 
4) Droites de l’espace : elle est définie par un point et un vecteur 

Définitions : 

Si A et B sont deux points distincts de l’espace, il existe une droite et une seule passant par 
les points A et B, on la note (AB). 

Le vecteur 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  est appelé un vecteur directeur de cette droite. Tout autre vecteur non nul, 
ayant la même direction que le vecteur 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  est aussi un vecteur directeur de la droite (AB). 

Caractérisation d’une droite :  

Si A est un point de l’espace et 𝑢ሬ⃗  un vecteur non nul de l’espace, il existe une droite et une 
seule passant par A et ayant le vecteur 𝑢ሬ⃗  pour vecteur directeur, on la note (𝐴 ; 𝑢ሬ⃗ ).  

La droite (𝐴 ; 𝑢ሬ⃗ ) est l’ensemble des points M de l’espace tels qu’il existe un réel 𝑡 vérifiant 
𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑡𝑢ሬ⃗ . 

Equations cartésiennes et représentations paramétriques d’une droite : 

Propriété : : L’espace est muni d’un repère (𝑂; 𝚤, 𝚥, 𝑘ሬ⃗ ). 

Toute droite de l’espace admet un système d’équation de la forme ൜
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑑

𝑎ᇱ𝑥 + 𝑏ᇱ𝑦 + 𝑐ᇱ𝑧 = 𝑑′
 

avec (𝑎; 𝑏; 𝑐) ≠ (0; 0; 0) ≠ (𝑎ᇱ; 𝑏ᇱ; 𝑐ᇱ) et tels qu’il n’existe pas de réel 𝑘 tel que 𝑎 = 𝑘𝑎’, 𝑏 =

𝑘𝑏’ et 𝑐 = 𝑘𝑐’. 
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Réciproquement : Si (𝑎 ; 𝑏 ; 𝑐)) ≠ (0; 0; 0) ≠ (𝑎ᇱ; 𝑏ᇱ; 𝑐ᇱ) et qu’il n’existe pas de réel 𝑘 tel 
que 𝑎 = 𝑘𝑎’, 𝑏 = 𝑘𝑏’ et 𝑐 = 𝑘𝑐’ alors l’ensemble des points M dont les coordonnées 

(𝑥 ; 𝑦 ; 𝑧) vérifiant ൜
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑑

𝑎ᇱ𝑥 + 𝑏ᇱ𝑦 + 𝑐ᇱ𝑧 = 𝑑′
 est une droite. 

Ce qui signifie aussi que 𝑛ଵ ቆ
𝑎
𝑏
𝑐

ቇ et 𝑛ଶ ൭
𝑎′
𝑏′
𝑐′

൱ qui sont deux vecteurs normaux à la droite 𝑑 

doivent être non colinéaires. 

Démonstration : Soient deux plans de l’espace (𝑃ଵ) tel que 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑑 et (𝑃ଶ) tel 
que 𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 + 𝑐′𝑧 = 𝑑′ 
S’il existe un réel 𝑘 tel que 𝑎 = 𝑘𝑎’, 𝑏 = 𝑘𝑏’ et 𝑐 = 𝑘𝑐’ alors les plans sont parallèles. 
Si 𝑎𝑎’ + 𝑏𝑏’ + 𝑐𝑐’ = 0 alors les plans sont orthogonaux. 
Or une droite dans l’espace est l’intersection de deux plans qui ne sont ni parallèles ni 
confondus donc si la droite d est l’intersection des plans (𝑃ଵ) et (𝑃ଶ) elle est définie par : 

൜
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑑

𝑎ᇱ𝑥 + 𝑏ᇱ𝑦 + 𝑐ᇱ𝑧 = 𝑑′
 

 

Propriété : L’espace est muni d’un repère (𝑂; 𝚤, 𝚥, 𝑘ሬ⃗ ). 

Soit une droite 𝑑 passant par un point 𝐴 ൭

𝑥஺

𝑦஺

𝑧஺

൱  et de vecteur directeur 𝑢ሬ⃗ ቆ
𝑎
𝑏
𝑐

ቇ 

On a : 𝑀 ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ appartient à 𝑑 ⟺ il existe un réel 𝑡 tel que ൝
𝑥 = 𝑥஺ + 𝑎𝑡
𝑦 = 𝑦஺ + 𝑏𝑡
𝑧 = 𝑧஺ + 𝑐𝑡

  

൝

𝑥 = 𝑥஺ + 𝑎𝑡
𝑦 = 𝑦஺ + 𝑏𝑡
𝑧 = 𝑧஺ + 𝑐𝑡

 avec t décrivant ℝ est appelé représentation paramétrique de la droite 𝑑 

Démonstration : 

𝑀 ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ appartient à 𝑑 ⟺ 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗  et 𝑢ሬ⃗  sont colinéaires  

   ⟺ ൭

𝑥 − 𝑥஺

𝑦 − 𝑦஺

𝑧 − 𝑧஺

൱ = 𝑡 ቆ
𝑎
𝑏
𝑐

ቇ 

   ⟺ ൝

𝑥 = 𝑥஺ + 𝑎𝑡
𝑦 = 𝑦஺ + 𝑏𝑡
𝑧 = 𝑧஺ + 𝑐𝑡

 

● On dit que deux droites de l’espace sont orthogonales si et seulement si les parallèles 
menées par un point de l’espace sont orthogonales dans le plan qu’elles déterminent. 

● On dit qu’une droite est orthogonale à un plan si et seulement si elle est orthogonale à 
toute droite de ce plan. 
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● On démontre qu’une droite est orthogonale à un plan si et seulement si elle est 
orthogonale à deux droites sécantes de ce plan. 

● On dit que deux plans sont orthogonaux si et seulement si l’un contient une droite 
orthogonale à l’autre. 

Distance d’un point à un plan : Dans un repère orthonormal, la distance du point A au plan P 

est donné par : 𝑑(𝐴, 𝑃) =
|௔௫ಲା௕௬ಲା௖௭ಲାௗ|

ඥ௔మା௕మା௖²
 

 

5) Colinéarité de deux vecteurs dans une base donnée de l’espace : 

● Une base de l’espace étant donnée, 𝑢ሬ⃗  𝑒𝑡 𝑣⃗ deux vecteurs de coordonnées respectives ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ 

et ൭
𝑥′
𝑦′

𝑧′

൱. Les vecteurs 𝑢ሬ⃗  𝑒𝑡 𝑣⃗ sont colinéaires si et seulement si : 

𝑥𝑦ᇱ − 𝑥ᇱ𝑦 = 0 𝑒𝑡 𝑥𝑧ᇱ − 𝑥ᇱ𝑧 = 0 𝑒𝑡 𝑦𝑧ᇱ − 𝑦ᇱ𝑧 = 0 

C’est-à-dire si et seulement si : 

ฬ
𝑥 𝑥′
𝑦 𝑦′

ฬ = 0 et ቚ𝑥 𝑥′
𝑧 𝑧′

ቚ = 0 et ฬ𝑦 𝑦′

𝑧 𝑧′
ฬ = 0 

6) Produit scalaire, orthogonalité, norme 

Un vecteur 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  est orthogonal à un vecteur 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  si au moins l’un de ces vecteurs est nul ou si, 
dans le cas où aucun des deux vecteurs n’est nul, la droite (𝐴𝐵) est orthogonale à la droite 
(𝐴𝐶). 

Si 𝑢 ሬሬሬ⃗ est orthogonal à 𝑣⃗, alors 𝑣⃗ est orthogonal à 𝑢ሬ⃗ , on dit que 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ sont orthogonaux. 

Les vecteurs 𝑢ሬ⃗  et 𝑣⃗ sont orthogonaux si et seulement si 𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ = 0 

Les droites (𝐴 ; 𝑢ሬ⃗ ) et (𝐴 ; 𝑢’ሬሬሬ⃗ ) sont orthogonales si et seulement si 𝑢ሬ⃗ . 𝑢’ሬሬሬ⃗ = 0 

La droite (𝐴 ; 𝑢ሬ⃗ ) est orthogonale au plan (𝐴’ ; 𝑢’ሬሬሬ⃗ , 𝑣’ሬሬሬ⃗ ) si et seulement si : 𝑢ሬ⃗ . 𝑢’ሬሬሬ⃗ = 0 et 𝑢ሬ⃗ . 𝑣’ሬሬሬ⃗ = 0 

Dans un repère orthonormal, si 𝑢ሬ⃗ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ et 𝑣⃗ ൭
𝑥′
𝑦′

𝑧′

൱ on a 𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ = 𝑥𝑥ᇱ + 𝑦𝑦ᇱ + 𝑧𝑧′. 

‖𝑢ሬ⃗ ‖ = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧² c’est la norme du vecteur 𝑢ሬ⃗ . 

Formules de polarisation : 

𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ =
1

2
(‖𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗‖ଶ − ‖𝑢ሬ⃗ ‖ଶ − ‖𝑣⃗‖ଶ) 

𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ =
ଵ

ସ
(‖𝑢ሬ⃗ + 𝑣⃗‖² − ‖𝑢ሬ⃗ − 𝑣⃗‖) 
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Calcul d’un angle : comme 𝑢ሬ⃗ . 𝑣⃗ = ‖𝑢ሬ⃗ ‖ × ‖𝑣⃗‖ × cos (𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗) on peut déterminer l’angle orienté 
 (𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗) connaissant les coordonnées des vecteurs 𝑢ሬ⃗  𝑒𝑡 𝑣⃗ 

Recherche d’un plan : Il existe un unique plan passant par un point 𝐴 ൭

𝑥஺

𝑦஺

𝑧஺

൱ et orthogonal au 

vecteur non nul 𝑛ሬ⃗ ቆ
𝑎
𝑏
𝑐

ቇ, c’est l’ensemble des point M tels que 𝑛ሬ⃗ . 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0. 

Projections orthogonales : 

Le projeté orthogonal d’un point A sur un plan P est l’intersection de P avec la droite passant 
par A et orthogonale à P. 

Le projeté orthogonal d’un point A sur une droite ∆  est l’intersection de ∆ avec le plan passant 
par A orthogonal à ∆. 

Calcul des coordonnées du projeté orthogonal d’un point 𝐴 ൭

𝑥஺

𝑦஺

𝑧஺

൱  sur un plan P d’équation 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0, on écrit les équations paramétriques de la droite passant par A et de 

vecteur normal 𝑛ሬ⃗ ቆ
𝑎
𝑏
𝑐

ቇ. Le point d’intersection de la droite et du plan est le projeté orthogonal 

de A sur P. 

Sphère : La sphère de centre 𝐶 ቆ
𝑎
𝑏
𝑐

ቇ et de rayon 𝑅 ≥ 0 est l’ensemble des points 𝑀 ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ tels 

que 𝐶𝑀 = 𝑅. C’est aussi l’ensemble des points 𝑀 ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ tels que : 

(𝑥 − 𝑎)ଶ + (𝑦 − 𝑏)ଶ + (𝑧 − 𝑐)ଶ = 𝑅² 
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III. ANALYSE VECTORIELLE : 
 

1) Gradient 

Rappels : Les coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques : 

Les coordonnées cartésiennes : 𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) dans un repère (𝑂, 𝚤, 𝚥, 𝑘ሬ⃗ ) [ou (𝑂, 𝑢௫ሬሬሬሬ⃗ , 𝑢௬ሬሬሬሬ⃗ , 𝑢௭ሬሬሬሬ⃗ )] 

Les coordonnées cylindriques : 𝑀(𝑟; 𝜃; 𝑧), on se place dans un repère (𝑂, 𝑢௥ሬሬሬሬ⃗ , 𝑢ఏሬሬሬሬ⃗ , 𝑢௭ሬሬሬሬ⃗ ) 

 

𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑂𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐻𝑀ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑟𝑢௥ሬሬሬሬ⃗ + 𝑧𝑢௭ሬሬሬሬ⃗  

𝑢௥ሬሬሬሬ⃗ = cos 𝜃 𝚤 + sin 𝜃 𝚥 et 𝑢ఏሬሬሬሬ⃗ = − sin 𝜃  𝚤 + cos 𝜃 𝚥 

𝑑𝑢௥ሬሬሬሬ⃗ = − sin 𝜃 𝑑𝜃 𝚤 + cos 𝜃 𝑑𝜃 𝚥  d’où  𝑑𝑢௥ሬሬሬሬ⃗ = 𝑑𝜃𝑢ఏሬሬሬሬ⃗  

Pour un déplacement élémentaire on aura :  

𝑑𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑑𝑟𝑢௥ሬሬሬሬ⃗ + 𝑟𝑑𝑢௥ሬሬሬሬ⃗ + 𝑑𝑧𝑢௭ሬሬሬሬ⃗ = 𝑑𝑟𝑢௥ሬሬሬሬ⃗ + 𝑟𝑑𝜃𝑢ఏሬሬሬሬ⃗ + 𝑑𝑧𝑢௭ሬሬሬሬ⃗  (*) 

Les coordonnées sphériques : 𝑀(𝑟; 𝜃; 𝜑), 𝑟 est la distance OM, les deux angles 𝜃 et 𝜑 sont 
définis selon le schéma suivant : 

 
𝑟 = 𝑂𝑀;         𝜃 = (𝑘ሬሬ⃗ , 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ) (colatitude)       et    𝜑 = (𝑖, 𝑂𝐻ሬሬሬሬሬሬ⃗ ) (longitude) 

𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑟𝑢௥ሬሬሬሬ⃗  
(N est la projection orthogonale de M sur 𝑥𝑂𝑦) 
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Base locale (𝑒௥ሬሬሬ⃗ , 𝑒𝜃ሬሬሬ⃗ , 𝑒𝜑ሬሬሬሬ⃗ ) avec 𝑒௥ሬሬሬ⃗ =

ைெሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ைெ
 ;  𝑒𝜃ሬሬሬ⃗  tangent au méridien (vers le sud) et 𝑒𝜑ሬሬሬሬ⃗  dirigé 

suivant un parallèle (vers l’est). 
Les vecteurs 𝑘ሬ⃗ , 𝑒௥ሬሬሬ⃗ , 𝑒𝜃ሬሬሬ⃗  𝑒𝑡 𝑒ఘሬሬሬ⃗  sont coplanaires. 

 
𝑒௥ሬሬሬ⃗ = cos 𝜃 𝑘ሬ⃗ + sin 𝜃 𝑒ఘሬሬሬ⃗  et 𝑒ఏሬሬሬሬ⃗ = cos 𝜃 𝑒ఘሬሬሬ⃗ − sin 𝜃 𝑘ሬ⃗  
𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑟𝑒௥ሬሬሬ⃗  
Pour un déplacement élémentaire on aura : 𝑑𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑑𝑟. 𝑒௥ሬሬሬ⃗ + 𝑟. 𝑑𝑒௥ሬሬሬ⃗  
𝑑𝑒௥ሬሬሬ⃗ = (− sin 𝜃 𝑑𝜃)𝑘ሬ⃗ + cos 𝜃 𝑑𝜃 𝑒ఘሬሬሬ⃗ + sin 𝜃 𝑑𝑒ఘሬሬሬ⃗  
𝑑𝑒௥ሬሬሬ⃗ = (− sin 𝜃 𝑘ሬ⃗ + cos 𝜃 𝑒ఘሬሬሬ⃗ )𝑑𝜃 + sin 𝜃  𝑑𝜑 𝑒ఝሬሬሬሬ⃗   
𝑑𝑒௥ሬሬሬ⃗ = 𝑑𝜃 𝑒ఏሬሬሬሬ⃗ + sin 𝜃  𝑑𝜑 𝑒ఝሬሬሬሬ⃗   
Il vient 𝑑𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑑𝑟. 𝑒௥ሬሬሬ⃗ + 𝑟. 𝑑𝑒௥ሬሬሬ⃗ = 𝑑𝑟. 𝑒௥ሬሬሬ⃗ + 𝑟(𝑑𝜃 𝑒ఏሬሬሬሬ⃗ + sin 𝜃  𝑑𝜑 𝑒ఝሬሬሬሬ⃗ ) 
𝑑𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑑𝑟. 𝑒௥ሬሬሬ⃗ + 𝑟𝑑𝜃𝑒ఏሬሬሬሬ⃗ + 𝑟 sin 𝜃  𝑑𝜑 𝑒ఝሬሬሬሬ⃗   (**) 

Rappels : Changement de repère : 𝑥 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑 ; 𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑 et 𝑧 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 

On a aussi : 𝑟 = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ ; 𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 ቀ
௭

௥
ቁ et 𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 ቀ

௬

௫
ቁ 

Gradient : 

Le gradient est un vecteur dont les coordonnées sont les dérivées partielles. Il est très 
important en physique et il a de nombreuses applications géométriques, car il indique la 
direction perpendiculaire aux courbes et surfaces. 

Remarque : En espace de dimension n, dans les notations on ne met pas toujours la flèche 
sur le vecteur. 

Définition : Soit 𝑓: ℝ௡ ⟶ ℝ, une fonction admettant des dérivées partielles. Le gradient en 

𝑥 = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡) ∈ ℝ௡ noté 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥) est le vecteur : 
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𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑓(𝑥) =

⎝

⎜
⎛

𝜕𝑓

𝜕𝑥ଵ
(𝑥)

…
𝜕𝑓

𝜕𝑥௡
(𝑥)

⎠

⎟
⎞

 

 

Les physiciens utilisent la notation ∇𝑓(𝑥) se lit « nabla ». 

Pour une fonction à deux variables 𝑓(𝑥, 𝑦) au point (𝑥଴; 𝑦଴) on aura : 

𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴) = ൮

𝜕𝑓
𝜕𝑥

(𝑥଴, 𝑦଴)

𝜕𝑓
𝜕𝑦

(𝑥଴, 𝑦଴)
൲ 

En coordonnées cartésiennes, on a :  

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝚤 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝚥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑘ሬ⃗  

En coordonnées cylindriques, on a :  

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑧) =
డ௙

డ௥
𝑢௥ሬሬሬሬ⃗ +

ଵ

௥

డ௙

డఏ
𝑢ఏሬሬሬሬ⃗ +

డ௙

డ௭
𝑢௭ሬሬሬሬ⃗   d’après (*)  

En coordonnées sphériques, on a :  

𝑔𝑟𝑎𝑑 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑟, 𝜃, 𝜑) =
డ௙

డ௥
𝑢௥ሬሬሬሬ⃗ +

ଵ

௥

డ௙

డఏ
𝑢ఏሬሬሬሬ⃗ +

ଵ

௥௦௜௡ఏ

డ௙

డఝ
𝑢ఝሬሬሬሬሬ⃗     d’après (**)  

 
Interprétation géométrique du gradient : 

 Si l'on est en dimension 2, l'ensemble des points (𝑥, 𝑦) vérifiant 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 est une 
courbe (C). En un point P de cette courbe qui est régulier (au sens où le vecteur 
gradient ne s'annule pas), la courbe (C) admet une tangente en P, et le vecteur 
gradient est orthogonal à cette tangente. 

 Si l'on est en dimension 3, l'ensemble des points (𝑥, 𝑦, 𝑧) vérifiant 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 est 
une surface (S). En un point P de cette surface qui est régulier, le vecteur gradient est 
orthogonal au plan tangent en P. 

 Le gradient désigne aussi la direction où la pente est la plus grande. Précisément, en 
un point p où ∇𝑓(𝑝) ≠ 0, alors, pour tout vecteur 𝑢 ∈ ℝ௡ tel que ∥ 𝑢 ∥=∥ ∇𝑓(𝑝) ∥, il 
existe 𝛿 > 0 vérifiant ∀𝑡 ∈]0, 𝛿[, 𝑓(𝑥 + 𝑡𝑢) ≤ 𝑓(𝑥 + 𝑡∇𝑓(𝑝)). 
 

Lien avec la différentielle : le gradient est une autre écriture possible de la différentielle. Si 𝑓 
est différentiable en 𝑥 ∈ ℝ௡ et si ℎ ∈ ℝ௡ alors : 

𝑑𝑓(𝑥)൫ℎሬ⃗ ൯ = 〈𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥)| ℎሬ⃗ 〉  

Dans cette formule 〈·  |  ·〉 désigne le produit scalaire 
Pour une fonction à deux variables : soit 𝑓: ℝଶ ⟶ ℝ et (𝑥଴; 𝑦଴) et (ℎ; 𝑘) ∈ ℝଶ, on a : 

𝑑𝑓(𝑥଴, 𝑦଴)(ℎ, 𝑘) = 〈𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓(𝑥଴, 𝑦଴)| ൬
ℎ

𝑘
൰〉 = ℎ

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥଴, 𝑦଴) + 𝑘

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥଴, 𝑦଴).  
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La différentielle 𝑑𝑓(𝑥) est une application linéaire de ℝ௡ dans ℝ et 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓(𝑥) est la 
transposée de sa matrice dans la base canonique.  
On pourrait écrire 𝑑𝑓(𝑥)(ℎ) = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓(𝑥)் . ℎ 
 
Lien avec la dérivée directionnelle : Si 𝑓est différentiable en 𝑥 ∈ ℝ௡ et si 𝑣 ∈ ℝ௡, alors : 

𝐷௩𝑓(𝑥) = 𝑑𝑓(𝑥)(𝑣) = 〈𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓(𝑥) |𝑣〉  
 
Tangente aux lignes de niveau : 
Proposition : Le vecteur gradient 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑓 (𝑥଴ , 𝑦଴) est orthogonal à la ligne de niveau de 𝑓 
passant au point (𝑥଴ , 𝑦଴). 
Proposition : L’équation de la tangente à la ligne de niveau de 𝑓 en (𝑥଴ , 𝑦଴) est : 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥଴, 𝑦଴)(𝑥 − 𝑥଴) +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥଴, 𝑦଴)(𝑦 − 𝑦଴) = 0 

pourvu que le gradient de 𝑓 en ce point ne soit pas le vecteur nul. 
Proposition : Le vecteur gradient 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑓 (𝑥଴ , 𝑦଴) indique la direction de plus forte pente à 
partir du point (𝑥଴, 𝑦଴). 
 

2) Divergence : 

La divergence est un scalaire qui prend en argument un vecteur. 

Définition : Si 𝑓 est un champ de vecteurs, c’est-à-dire une fonction de ℝଷ dans ℝଷ, la 

divergence de 𝑓 est défini par :      𝑑𝑖𝑣𝑓 ሬሬሬ⃗ =
డ௙భ

డ௫
+

డ௙మ

డ௬
+

డ௙య

డ௭
     avec 𝑓 = (𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ) 

Utilisation en sciences physiques : Autre définition : Soit le champ vectoriel : 𝑟  → 𝑉ሬ⃗  (𝑟) . La 
divergence de 𝑉ሬ⃗  (𝑟) est, formellement, le résultat du produit scalaire de 𝑉ሬ⃗  (𝑟)  avec l’opérateur 
nabla 𝛻ሬ⃗  soit : 𝑑𝑖𝑣 𝑉ሬ⃗  (𝑟) = 𝛻ሬ⃗  . 𝑉ሬ⃗  (𝑟) 

Si on utilise l’interprétation locale de la divergence, (vue avec le théorème de Gauss en 

électrostatique), on a : 𝑑𝑖𝑣 𝑉ሬ⃗  (𝑟) =
ௗ஍ೞ೚ೝ೟ೌ೙೟

ௗఛ
 

En coordonnées cartésiennes, on a :  

Pour un vecteur 𝑢ሬ⃗ (𝑢௫, 𝑢௬ , 𝑢௭) 

𝑑𝑖𝑣 𝑢ሬ⃗ =
డ௨ೣ

డ௫
+

డ௨೤

డ௬
+

డ௨೥

డ௭
  

En coordonnées cylindriques, on a : 

𝑑𝑖𝑣 𝑢ሬ⃗ =
ଵ

௥

డ(௥௨ೝ)

డ௥
+

ଵ

௥

డ(௨ഇ)

డఏ
+

డ(௨೥)

డ௭
 (voir exercice pour démonstration ) 

En coordonnées sphériques :  

𝑑𝑖𝑣 𝑢ሬ⃗ =
ଵ

௥²

డ(௥²௨ೝ)

డ௥
+

ଵ

௥௦௜௡ ఏ

డ(௦௜௡ఏ௨ഇ)

డఏ
+

ଵ

௥௦௜௡ ఏ

డ(௨ക)

డఝ
 (voir exercice pour démonstration ) 

 
3) Rotationnel 

Soit 𝐹 un champ de vecteur, c’est-à-dire une application de ℝଷ dans ℝଷ. 
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𝐹: (𝑥, 𝑦, 𝑧) ⟼ (𝐹ଵ(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝐹ଶ(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝐹ଷ(𝑥, 𝑦, 𝑧)) 

On appelle rotationnel de 𝐹 en 𝑎 : 

𝑅𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝐹)(𝑎) =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝜕𝐹ଷ

𝜕𝑦
(𝑎) −

𝜕𝐹ଶ

𝜕𝑧
(𝑎)

𝜕𝐹ଵ

𝜕𝑧
(𝑎) −

𝜕𝐹ଷ

𝜕𝑥
(𝑎)

𝜕𝐹ଶ

𝜕𝑥
(𝑎) −

𝜕𝐹ଵ

𝜕𝑦
(𝑎)

⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 

 

Moyen Mnémotechnique utilisé par les physiciens pour retenir cette formule : ∇ ∧ 𝐹 
(produit vectoriel) 

𝑅𝑜𝑡(𝐹) =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑧⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

∧ ൭
𝐹ଵ

𝐹ଶ

𝐹ଷ

൱ 

  

det 

⎝

⎛

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝐹ଵ 𝐹ଶ 𝐹ଷ⎠

⎞ = (−1)ଵାଵ det ቌ

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝐹ଶ 𝐹ଷ

ቍ 𝚤 + (−1)ଵାଶ det ൭

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑧
𝐹ଵ 𝐹ଷ

൱ 𝚥 + (−1)ଵାଷ det ቌ

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦
𝐹ଵ 𝐹ଶ

ቍ 𝑘ሬ⃗  

Il vient : 𝑅𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝐹)(𝑎) = ቆ
డிయ

డ௬
(𝑎) −

డிమ

డ௭
(𝑎)ቇ 𝚤 + ൬

డிభ

డ௭
(𝑎) −

డிయ

డ௫
(𝑎)൰ 𝚥 + ቆ

డிమ

డ௫
(𝑎) −

డிభ

డ௬
(𝑎)ቇ 𝑘ሬ⃗  

Produit vectoriel : 𝑢ሬ⃗ ∧ 𝑣⃗ = ൭

𝑢௬𝑣௭ − 𝑢௭𝑣௬

𝑢௭𝑣௫ − 𝑢௫𝑣௭

𝑢௫𝑣௬ − 𝑢௬𝑣௫

൱ 

 

Interprétation : 
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Pour illustrer ce que représente le vecteur rotationnel d’un champ de vecteurs 𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) en un point 
𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧), on associe à ce point un élément de surface 𝑑𝑆 infiniment petit, présentant un contour 
𝑑𝐿.  

La circulation 𝑑𝐶 du vecteur 𝑉 est 𝑑𝐶 = 𝑟𝑜𝑡(𝑉)𝑑𝑆, on en déduit la formule de Stokes : 

∫ 𝑉𝑑𝐿 = ∬ 𝑟𝑜𝑡(𝑉)𝑑𝑆
ௌ஼

 La circulation d’un champ de vecteurs V, le long du chemin qui entoure une 
surface fermée orientée S est égal à l’intégrale du rotationnel de ce champ de vecteur sur cette 
surface. (En prenant C et S dans le sens du trièdre direct). 

Rappels : Changement de repère : 𝑥 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑 ; 𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑 et 𝑧 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 

On a aussi : 𝑟 = ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ ; 𝜃 = arccos ቀ
௭

௥
ቁ et 𝜑 = arctan ቀ

௬

௫
ቁ  

4) Laplaciens scalaire et vectoriel : 

Par définition pour un champ scalaire : ∆= ∇ሬሬ⃗ . ∇ሬሬ⃗ = ∇ሬሬ⃗ ²  soit ∆𝑓 = 𝑑𝑖𝑣(𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓) 

En coordonnées cartésiennes, on a : ∆𝑓(𝑥, 𝑦) =
డ²௙

డ௫²
+

డ²௙

డ௬²
 

En coordonnées polaires : 

 

En coordonnées cartésiennes, on a : ∆𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
డ²௙

డ௫²
+

డ²௙

డ௬²
+

డ²௙

డ௭²
 

En coordonnées cylindriques : 

 

En coordonnées sphériques : 
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Si, au lieu de  , on considère  (la co-latitude), on a alors : 

 

Par définition, le laplacien d’un champ vectoriel est le vecteur ∆𝐴 dont les composantes, en 
coordonnées cartésiennes, sont les laplaciens scalaires des composantes du champ 
vectoriel : ∆𝐴 = (∆𝐴௫, ∆𝐴௬, ∆𝐴௭) avec 𝐴 = 𝐴௫𝑢௫ሬሬሬሬ⃗ + 𝐴௬𝑢௬ሬሬሬሬ⃗ + 𝐴௭𝑢௭ሬሬሬሬ⃗  

On a : ∇ሬሬ⃗ ²𝐴 = ∇ሬሬ⃗ ²𝐴௫𝑢௫ሬሬሬሬ⃗ + ∇ሬሬ⃗ ²𝐴௬𝑢௬ሬሬሬሬ⃗ + ∇ሬሬ⃗ ²𝐴௭𝑢௭ሬሬሬሬ⃗  

On a une définition intrinsèque : 

∇ሬሬ⃗ ²𝐴 = 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑑𝑖𝑣𝐴 − 𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝐴 = ∇ሬሬ⃗ ∇ሬሬ⃗ . 𝐴 − ∇ሬሬ⃗ ∧ (∇ሬሬ⃗ ∧ 𝐴) 

5) Formules d’analyse vectorielle : 

Identités : 

𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓 = 0ሬ⃗      (∇ሬሬ⃗ ∧ ∇ሬሬ⃗ 𝑓 = 0ሬ⃗ ) 

𝑑𝑖𝑣𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑓 = 0         (∇ሬሬ⃗ . ∇ሬሬ⃗ ∧ 𝐴 = 0) 

𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗ (𝑟𝑜𝑡ሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝐴) = 𝑔𝑟𝑎𝑑ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൫𝑑𝑖𝑣𝐴൯ − ∆𝐴 

Produits : 

∇ሬሬ⃗ 𝑓𝑔 = 𝑔∇ሬሬ⃗ 𝑓 + 𝑓. ∇ሬሬ⃗ 𝑔 

∇ሬሬ⃗ . 𝑓𝐴 = ∇ሬሬ⃗ 𝑓. 𝐴 + 𝑓. ∇ሬሬ⃗ . 𝐴 

∇ሬሬ⃗ ∧ 𝑓𝐴 = 𝑓. ∇ሬሬ⃗ ∧ 𝐴 + ∇ሬሬ⃗ 𝑓 ∧ 𝐴 

∇ሬሬ⃗ . ൫Aሬሬ⃗ ∧ 𝐵ሬ⃗ ൯ = 𝐵ሬ⃗ . ∇ሬሬ⃗ ∧ 𝐴 − 𝐴. ∇ሬሬ⃗ ∧ 𝐵ሬ⃗  

Composition : 

∇ሬሬ⃗ 𝑔൫𝑓(𝑟)൯ = 𝑔′(𝑓)∇ሬሬ⃗ 𝑓 


