Test de rentrée : Exercices du chapitre Equations différentielles et primitives :

Exercice 1:

Dans chaque cas, dire si F est une primitive de f.
2

a)F(x) = x?etf(x) = X.

b) F(x) = xe*etf(x) =e*(x +1).

O F(x) = "Det f(x) = =2,

Solution 1:

a) F'(x) == = x = (%)

Donc F est une primitive de f.

b)F'(x) =1xe*+xxe*=e*(x+1)=f(x)

Donc F est une primitive de f.
xx ln(x)xl 1-1

O F'(x) =% === fx)

Donc F n’est pas une primltlve de f.

e?*(2x—1)

Exercice 2 : Soit la fonction f définie sur R* par f(x) = =

2x
a) Démontrer que la fonction F définie sur R* par F(x) = 97 est une primitive de f.

b) Déterminer la primitive G de la fonction f qui s’annule en x = 1.

Correction 2
2e2Xx—e2X (Zx 1)

a) Filx) =——F—= = f(x).
Donc F’ = f et donc la fonction F est une primitive de f.
b) On cherche la primitive G de la fonction f quis’annule en x = 1, soit: G(1) = 0.
Si G est une primitive de f alors : G(x) = F(x) + C, ol C est un nombre réel.
Donc:G(1) =F(1)+C
Etdonc:F(1)+C =0

2X1

mmel+czo
e2+C=0
C =—e?

La primitive de la fonction f qui s’annule en x = 1 est G telle que :
2x
G(x) = F(x) — e? =67—e2
Exercice 3 : Dans chaque cas, déterminer une primitive F de la fonction f.
3 1

a) f(x) = x* -2 b) f(x) = 32> — = LSk
d) f(x) == sur]0; +oof e) f(x) = —sin(x) ffe) ==
Correction 3
a)F(x) = %x‘* - 2x

— 2.2 _ 3 _ 2.2 1 — .3 1N _ 343
b) f(x) = 3x —== 3x _3XF donc F(x) = x°> — 3 X (—;) =x°+=

O f() =z=x""
F(x)==x"*=-—

4 4x*
1

d) f(x) = 2= 31
F(x) = 3 In(x)
e) F(x) = cos(x) car (cos(x))' = —sin (x)

ﬂ



f) F(x) = 4V car (Vx) = —=

2Vx
Exercice 4 : Dans chaque cas, déterminer une primitive F de la fonction f.
— _ 2 _ 2 —_*
a) f(x) = (2x 3 5)(x*—5x+4) b) f(x) = =
c) f(x) = x%e* d) f(x) = cos(5x) — 3sin(3x — 1)

Correction 4

a) f(x) =(@Q2x—5)(x?—5x+4)? dutype u'u™, avecn = 2.
Eneffet:u(x) =x? —5x +4->u'(x) =2x -5
Une primitive de u'u? est de la forme §u3

Soit : F(x) = é(x2 —5x +4)3

x 1 2x

b) f(0) =7z = X s dutype =
Eneffet:u(x) =x?>+1->u'(x) = 2x

Une primitive de j;—a est de la forme 2+/u.

Soit: F(x) =~ x 2Vx? + 1 = Va2 + 1

c) f(x) = x2e*’ = % x 3x%e*’ du type u'e™.
En effet: u(x) = x® - u'(x) = 3x2.
Une primitive de u'e* est de la forme e*.
Soit: F(x) = % x e*’

d) f(x) =cos(5x) —3sin(3x—1) = % % 5cos(5x) —3sin(3x — 1)
Donc F(x) = é % sin(5x) + cos(3x — 1)
Remarque : Pour se vérifier on pourra dériver la primitive trouvée.
Exercice 5 : Fonction polynomiale
Développer et réduire I'expression : (x + 3)(x? + 3)
Déterminer les primitives de la fonction définie par f(x) = ((x +3)(x? + 3))3(x + 1)2
Indication : savoir reconnaitre u'u™.
Solution 5:
(x+3)(x?2+3)=x3+3x2+3x+9
La fonction f est une fonction polynomiale, elle est donc continue sur R et y admet donc des
primitives.

FO) = ((x+3)(x? + 3))3(x + 1) = (x> +3x2+3x +9)3(x + 1)?

Posons:u(x) = (x +3)(x?2+3) =x3+3x2+3x+9
Onau'(x) =3x2+6x+3=3(x%+2x+1)=3(x+1)?
fx) = ((x+3)(x2 + 3))3(x +1)? = %u(x)3u’(x)

_ 1 (me)* _ 1 2 4
Donc F(x) = IX— C = S [(x + 3)(x* + 3)]* + C avec C une constante

Exercice 6 : Fonctions rationnelles

Déterminer les primitives sur R** de la fonction f définie par f(x) = x2 + e

x*—x342

Déterminer les primitives sur R** de la fonction f définie par f(x) = =

Déterminer les primitives sur ]1; +oo[ de la fonction f définie par f(x) = !

(x-1)3

Solution 6 :



. P . 1 . .
La fonction f définie sur R**par f(x) = x2 + — est continue sur R**, elle admet des
primitives sur cet intervalle :

3
Fx) =% - 2 4 C avec C une constante
3 x

. P o+ _ x*—x342 . .
La fonction f définie sur R**par f(x) = e est continue sur cet intervalle, elle y admet
des primitives :
xt—x3+2 2 s
f(x)=—3=x—1+—3=x—1+2x‘
X X

2
(=2)
La fonction f définie sur ]1; +oo[ par f(x) =

_ 1 1
x?2+C =Ex2 —x—=+ C avec C une constante
1

F(x)=x7—x+

est continue sur cet intervalle, elle y

(x-1)3
admet des primitives :
Posonsu(x) =x—1;u'(x) =1,0ona f(x) =%=Z_;= w3

-2
F(x) = u_—z +C=—- + C avec C une constante

2(x—1)?

Exercice 7 : Fonction racine carrée
Déterminer la dérivée de la fonction définie sur R par g(x) = x + Vx2 + 1

, . C . _ (x+Vx2+1)?
Déterminer les primitives sur R de la fonction f; (x) = \/x2_+%
Déterminer les primitives sur R de la fonction f,(x) = N Ty
Solution 7 :
La fonction g est dérivable sur R, comme somme et composée de fonctions qui le sont.
2x Vx?2+1+x

")=1+ =
g 2vx? +1 vx? +1
La fonction f; est continue sur R et elle y admet des primitives :
Wi 2 v x2
filx) = CotVaan)? _ (ervae) (x + Vx2 + 1) (pour visualiser g(x))

Vx241 Vx2+1 .
filx) =g'(x)g(x) d’ol F;(x) = @ + C avec C une constante.

2
Il vient F; (x) = %(x +Vx2 + 1) +C

(x+Vx2+1)
_ 1 _ (x+Vx2+1) _ JxZ+1 S s - N
f(x) = e TR eere i are TR cere s iy s L cherché a faire apparaitre g et
g/
_ g 4, _ 1
folx) = @) d'ol F,(x) = ==t C avec C une constante.

Exercice 8 : Fonctions trigonométriques
Déterminer les primitives sur R.

fi(x) = cos2x ; fo(x) =sin(= +3); fo(x) = cosG —2) ; f(x) = (cos x)?
fs(x) = (sinx)3.
Déterminer sur [O; %[, I’ensemble des primitives de la fonction f, définie par :

(x) = sin 3x
folx "1+ cos 6x

Solution 8 :
Pour f;(x) = cos 2x, F;(x) = %sin 2x+C



Pour f5(x) = sin(z?x + %), F,(x) = —%cos (Z?x + %) +C
Pour f3(x) = cos(g - %x), F3(x) = —%sin (g - %x) +C
Pour f;(x) = (cosx)® = (cosx)*cos x = (1 — (sinx)?)cosx car cos*x + sinx = 1
Avec u(x) = sinx,onau’'(x) = cosx
filx) = (1 - (u(x))z)u’(x) =u'(x) — u'(x)(u(x))?il vient :
(sinx)3
3

Fy(x) = u(x) —%(u(x))3 + C =sinx —
Pour f5(x) = (sinx)3 = (1 — cos?x) sinx
Avec u(x) = cosx,onau'(x) = —sinx
fs(x) = (sinx)3® = (1 — cos?x) sinx = —u'(x)(1 — (w(x)?) = —u'(x) + u'(x)(u(x))?il
vient :

(u()’
3

1
Fs(x) = —u(x) + +C=—cosx+§(cosx)3+C

sin3x ’. T
Pour fs(x) = oo o surllintervalle [O;g[, on a cos 6x = cos(2 X 3x)

Et cos 20 = 2cos® 6 — 1, d’oli cos 6x = cos(2 X 3x) = 2(cos3x)* — 1, il vient :
sin3x sin3x sin 3x

f6(x) - 1+cos 6x - 1+2c0s23x—1 - 2(cos 3x)? posons u(x) =cos3x ;u (x) = —3sin3x

__ v 1, 2 pon
fe(x) = o (a0’ U () (u(x)) > dou:

—2+1
1 (u(x)) 1 1
Fo(X) = ——X—t— 4 C=-X—=+C=—x+C(
5(x) 6 (-2+4+1) + 6 u(x) + 6 cos 3x +

ORDRE 1:

Exercice 9 : Vérifier gu’une fonction est solution d’'une équation différentielle
Prouver que la fonction g définie sur ]0; +oo[ par g(x) = 3x2 + In x est solution de

I’équation différentielle y' = 6x + i

Correction 9:

1 1
gx)=3%x2x+ —=6x+—
X X

Donc, g est solution de I'équation différentielle : y' = 6x + i

Exercice 10 :
On consideére I'équation différentielle 3y’ + 5y = 0.
1) a) Déterminer la forme générale des fonctions solutions de I'équation.

b) Représenter a I'aide de la calculatrice ou d’un logiciel, quelques courbes des fonctions
solutions.
2) Déterminer I'unique solution f telle que f(1) = 2.
Correction 10 :

1) a)3y'+5y=0

3y" = -5y
,_ 5
y'=-3y

5
Les solutions sont les fonctions de la forme : x — Ce 3%, C € R.

c) Pour différentes valeurs de C, on obtient :



5
2) f estsolution de I'équation différentielle, donc de la forme : f(x) = Ce™3*

5 5
Donc f(1) = Ce ™3 = Ce ™5
Or, f(1) = 2.

5
Donc:Ce 3 =2
5
Ce3=2

2
c=—

e
C =2e
5 .5, 5.5, 5

Etdonc: f(x) = 2e3 e 3 = 2e3 3 = 2e3
Exercice 11 : On considere I'équation différentielle 2y’ —y = 3.
a) Déterminer la forme générale des fonctions solutions de I’équation.
b) Déterminer I'unique solution f telle que f(0) = —1.
Correction 11 :

(1-x)

a) 2y —y=3
2y' =y +3
, 1 3
y =5¥+5
e Une solution particuliére constante est la fonction : x — —3.
b 3
En effet: —— = —%z -3.
a 3

. . . cp s . 1 1
e Les solutions de I’équation différentielle y’' = ¥ sont de laforme: x — Ce2", C € R.

5



e Les solutions de I'équation différentielle 2y’ — y = 3 sont donc de la forme :
1
x+— Cez* —3,CE€R

1
b) f est solution de I'équation différentielle, donc de la forme : f(x) = Cez* —3,C €

R
Doncf(O)=Ce%X0—3=C—3
Or, f(0) =—1
Donc:C —3 = -1

Cc=3-1

cC=2

1
Et donc: f(x) = 2e2* — 3

Exercice 12 : On considére I'équation différentielle y' — 2y = x2.

2

. . e 1 1 1 .
a) Démontrer que la fonction p définie sur R par p(x) = —oXT X~y est solution

particuliére de I’équation différentielle.
b) En déduire la forme générale de toutes les solutions de I'équation différentielle.
Correction 12 :
a) pP(x) = —2x2x—2=—x—=
2 2 2
Donc: p’(x) — 2p(x) = —x —=— 2 X (—lxz T l)
) 21 2 2 4
= Xx—ct+x?+x+=
2 2
Onadonc:p'(x) — 2p(x) = x?
La fonction p définie sur R par p(x) = —%xz — ix — % est donc une solution particuliére de
I’équation différentielle y' — 2y = x2.
b) Les solutions de I’équation différentielle y’ = 2y sont de la forme x +— (Ce?*, C € R.
On en déduit que les solutions de I'équation différentielle y’ — 2y = x? sont les fonctions
de laforme :

flx) = Cezx—gx2 —%x—%,C € R.

ORDRE 2 :
Exercice 13:

On considére y la fonction définie sur R, de la variable x, dérivable sur R, vérifiant
I’équation différentielle (E) : 9y”"(x) — y(x) = 4.

1. Résoudre I'équation différentielle (E0) : 9y”"(x) — y(x) = 0

2. déterminer la solution particuliére h de (E) sous la forme d’une constante
3. En déduire les solutions générales de (E).

4. Déterminer la fonction y solution de (E) vérifiant y(0) = 0ety’(0) = 0.

Solution 13 :



1. (Eo) 1 9y”(x) - y(x)=0
C’est I'équation différentielle du 2™ ordre sans second membre associée 4 (E) . aveca=93;b=0;c=-1
Equation caractéristique : 9r*- 1 =0 = A= 0% — 4x9%x(-1) = 36 >0

. . -1 1
Donc on a deux solutions réelles : ry = = etry= 5
t -t

Donc les solutions de (Eg) sont définies sur IR par : y(t) = 1e3 + ue'3 avec A et 4 deux constantes réelles.

2. Sihest constante alors h(x) = A donc h’(x) =h"’(x) = 0.
On remplace h dans I’équation (E) car elle est solution particuliére de (E).
D’ot:9h”’(x)-h(x)=4=9x0-A=4 = —-A=4doncA= -4
Donc la fonction constante solution de I’équation différentielle (E) est h(x) = A= -4

3. Avec la question 1 et 2, on en déduit que les solutions de 1’équation différentielle (E) sont de la forme :
t =t
y(t)=Ae3 + ues -4 avec A et u deux constantes réelles.

i =
4. D’aprés la question 3, les solutions de (E) sont de la forme : y(t) = Ae3 + ues -4

0 -0
Siy(0)=0alors y(0) = ez + ue=s -4=21+upu -4=0care’=1 doncd+pu =4
t -t
Siy’(0) = 0 alors on a besoin de y'(t) : y'(t) =2 €3 - L e

0 =0
Done y'(0) =5 e3 -4es =% &=
D’Oﬁ{ {l+u =>{2,1 421 =2

1 B _ = T = —
E—E—O A p=20 =2

t -t t -t
Donc la solution est : y(t) = Ae3 + ues -4=2e3+2e3 -4

0 care’=1

Exercice 14 :

On considére y la fonction définie sur IR, de la variable t, dérivable sur IR, vérifiant I’équation
différentielle (E) : y”(t) + 2y'(t) = (4 + 3t)e’.

1. Résoudre I'équation différentielle : y”(t) + 2y’(t) = 0 (E")
2. Déterminer le réel A tel que f(t) = Ate soit une solution particuliére de (E )
3. En déduire les solutions générales de (E).

Solution 14 :

1/ Recherche des solutions de y*’(t) + 2y’ (t) =0
C’est I'équation différentielle sans second membre associée a (E) aveca=13;b=2;¢=0.

Equation caractéristique : > +2r=0=r(r+2)=0doncr=0our=-2
Donc les solutions de (Eq) sont définies sur R par : y(t) = 1% + pe~2t =1+ pe~ 2t avec A et u 2 constantes réelles.

2/ Sif(t)y=Ate' soit une solution particuliére de (E) alors f doit vérifier f **(t) + 2f °(t) = (4 + 3t)e'

On a donc besoin de :
¢ f’(t)= Ae'+ Ate' (attention f est mise sous la forme d’un produit ! revoir la dérivée d’un produit !!)
o £7(t)= Ae'+ Ae' + Ate' =2 Ae' + Ate'

Donc £7°(t) + 2f °(1) = 2 Ae' + Ate'+ 2(Ae' + Ate') = 4 Ae' + 3Ate' = A(4 + 3t)e' = (4 + 3t)e

Donc par identification A = |

D’ot la solution particuliére sera : f(t) = Ate' =te'

3/ Donc les solutions générales de (E), avec la question 1 et 2, sont de la forme : y(t) = A + ue™ Zyget

Exercice 15 :

On considere x la fonction définie sur IR, de la variable t, dérivable sur IR, vérifiant I’équation
différentielle (E) : x”(t) + 4x(t) = — 6 sin(t).



1. Résoudre I'équation différentielle (E0) : x”(t) + 4x(t) = 0

2. Déterminer les réels A et B tel que la solution particuliére g de (E) s’écrive sous la forme : g(t) =
Acos(t) + Bsin(t)

3. En déduire les solutions générales de (E).

4. Déterminer la fonction x, solution de (E), vérifiant x(0) = —1etx’(0) = 0

Solution 15 :

1. (Eg) - x’(t) + 4x(t) = 0.
C’est I'équation différentielle sans second membre associée 4 (E) aveca=1;b=0;¢=4
Equation caractéristique : > +4=0=A= 02 —4x1x4 = —16 <0

Donc on a deux solutions complexes conjuguées : r; = 2i et r; =-2i

Pour ry : 1a partie réelle est : @ = 0 et la partie imaginaire est : § =2

Donc les solutions de (E’) sont définies sur R par :

x(t) = ™ (Acos (2t) + psin (2t)) = Acos (2t) + psin (2t) avec A et y deux constantes réelles.

2. Sig(t)=A cost+ B sintest solution de (E) alors g vérifie I’équation différentielle : g *’(t) + 4 g(t) =- 6 sin(t)
On a alors besoin de calculer :

* g’(t)=-Asint+Bcost
* g’(t)=-Acost-Bsint
Donc g *’(t) + 4 g(t) =- A cos t - B sint + 4(A cost + B sint) = - 6 sin(t) <> 3 Acost+3Bsint=-6sint

3A=0 {A 0

=> Par identification : {BB - 6 =15 _:_2 done g(t) = A cost+ B sint= - 2sin (t)

3. Avec la question 1 et 2, on en déduit que les solutions de 1’équation différentielle (E) sont de la forme :
x(t) = Acos (2t) + usin (2t) - 2sin (t) ou A et u sont des constantes réelles quelconques.

4. On cherche la solution de (E) donc d’aprés la question 3 : x(t) = Acos (2t) + psin (2t) - 2sin (t)
Or x(0) =-1 = x(0) = Acos (0) + usin (0) - 2sin(0) =-1 == A1 =-1 car cos(0) =1 et sin(0) =0
Pour x’(0) = 1, on a besoin de calculer x’(t) :
x’(t) = —24 sin (2t) + 2u cos (2t) — 2cos(t) = x’(0) = =24 sin (0) + 2u cos (0) - 2cos(0) =0 = 2u —2=0 = u=1
Donc la solution particuliére de I’équation différentielle (E) est :
x(t) = Acos (2t) + psin (2t) - 2sin (t) = - cos (2t) + sin(2t) — 2sin (t)

cos (2t) + sin(2t) — 2sin (t)



