Chapitre 1: Suites et récurrence

(o NI} Suites et récurrence Manuel p. 12-47

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Dans ce chapitre, nous verrons le raisonnement par récurrence, et nous consoliderons et enrichirons
les connaissances sur les suites vues en classe de Premieére.

Dans un premier temps, nous présenterons le raisonnement par récurrence.

Puis dans un deuxiéme temps, nous étudierons la notion de limite d’une suite. Nous verrons une défi-
nition plus formelle que celle vue en classe de Premiere, puis nous verrons différentes méthodes pour
déterminer la limite d'une suite : opérations sur les limites, théoreme de comparaison, théoréme des
gendarmes...

Enfin dans un dernier temps nous étudierons quelques cas particuliers de suites : les suites géomé-
triques et les suites monotones.

Objectifs

- Démontrer une propriété par récurrence.
- Comprendre et utiliser la définition de limite d'une suite.

= Déterminer la limite d’une suite en utilisant les opérations sur les limites ou en levant une
forme indéterminée.

= Déterminer la limite d'une suite en utilisant le théoréme de comparaison ou le théoréme des
gendarmes.

= Déterminer la limite d’une suite géométrique.
- Etudier la convergence d’une suite monotone.
- Etudier la convergence d’une suite.

- Etudier des phénomeénes d’évolution.

Il. Corrigés 3. Représenter graphiquement une suite
1. y

10
z
1. Calculer les termes d'une suite définie 7
par une forme explicite 6
u,=3"-1=0 5
w=3-1=242 yA

3

2. Calculer les termes d’'une suite définie 2
par une relation de récurrence 1
v,=3 X
v,=2v,-1=2x3-1=5 2-19 123 4
v,=2v,-1=2x5-1=9 2

V,=2v,-1=2x9-1=17
2.v,=3;v,=-2;v,=1;v,=5;,v,=-2



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

4. Etudier les variations d’'une suite

a) Pour toutn €N,
u,-u=I[n+1?-8-(n?-8)
=n’+2n+1-8-n?+8

=2n+1

,—u >0.

Donc la suite (un] est strictement croissante.
b) Pour toutn €N, v >0

Doncu
n+

2n+1
_n n+1 n-1
Vo _ 30 2 32
v, 2 3 2 3
3n—1

Donc la suite (v ) est strictement décroissante.

5. Modéliser avec une suite
1.1500 % 1—ﬂ +500=1550
100

Doncilyaura 1550 éleves inscrits le 1°" septembre
2021.

2.Soitu_ lenombred'élevesinscrits le 1°"septembre
2020 + n.

u, = 1500 et pour toutn €N,

u.,=1- 30 u, +500=0,7u_+500
100

6. Utiliser les suites arithmétiques
et géométriques
1. a) Pour toutn €N, u

Donc (u,) est une suite arithmétique de raison
r=-3.
Donc pour toutn € N, u=u,+nxr

=u +(-3).

n+1

Doncu,=5-3n
blu,=5-3x10=-25
2.a) PourtoutneN, v __

Donc [v) est une suite géométrique de raison
qg=2.

=2XvV
n

Pourtoutn €N, v =v, x g™
Doncv, =3 x2""
b) v,,=3x2'"1=1536

Activités p. 14-15

1 Introduire le raisonnement
par récurrence
¢ Durée estimée : 30 min

¢ Objectif : Introduire le raisonnement par récur-
rence a l'aide d'un exemple concret.

1.2000 1—£ +200=2000
100

Donc en 2021, il y aura 2 000 films sur la plate-
forme.

2000 1—£ +200=2000
100

Donc en 2022, il y aura 2 000 films sur la plate-
forme.

2.D’apres laquestion 1., on peut croire cette publi-
cité, et penser qu’il y aura toujours 2 000 films sur
la plateforme.

3.a) u,=2000; u, = 2000
b) Pour toutn €N,

Ui =u|1- 22 |4 200= 0.9y +200
100

¢) On conjecture que pour toutn € N, u, =2 000
4.a) P, : «u,=2000» Donc P, est vraie.

b) Soit n € N. On suppose que u, = 2 000.
=0,9xu +200
,=0,9x2000+200=2000

Donc P, estvraie.

c) Pour toutn € N, u, =2 000.

Donc en 2050, il y aura 2 000 films a la disposition
des clients.

Oru
n+1

Doncu
n+

2 Introduire la définition de limite

d’une suite

e Durée estimée : 20 min

¢ Objectif : Introduire la définition de limite d'une
suite (suite ayant pour limite un nombre réel, suite
ayant pour limite Uinfini).

A. Etude de la suite (u ) définie pour toutn € N
paru_=n?

1.u,=0;u,=10%=100

u,,,= 1002= 10000

On conjecture que limu, = -
n—+%
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2.a)n?>100=n>10carn=0.
Il faut donc choisir N=11.

b) n2> 1 000< n > /1000 car n = 0.
Il faut donc choisir N = 32.

c]n2>A<:>n>\/anrn>0.

[Lfaut donc choisir le plus petit entier naturel N tel
que N > \/Z

B. Etude de la suite (v ) définie pour tout n € N*

1
parv, =1+—
n

1 1
T.v,=1+-=2;v, =1+ —=11
1 1 10 "'10

vm=1+%=1,01

2. On conjecture que limv, =1.

n—+0

3.a) vnE]U,9;1,1[4:>0,9<’I+1>1,1
n

1
& -01<—-<0,1
n
< n > 10 car la fonction
inverse est strictement décroissante sur ]0 ; +oo[

etl > 0. Il faut donc choisir N=11.
n

blv €10,99 1,010 0,99 <1+ <101
n

<=-001< 1 < 0,01
n

< n > 100 car la fonction
inverse est strictement décroissante sur ]0 ; +oo[

1
et—>0. Il faut donc choisir N = 101.
n

c) [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur : v, € [1 - 10%; 1 + 104]. Les
éditions suivantes sont corrigées et utilisent
v.€[1-10%;1+10".

Soitke N, v €11-10"%; 1+ 107

110 <1+ 1 <1410+ es-10+ <+ <10
n n

& n >10 car la fonction inverse est strictement
. 1
décroissante sur ]0 ; +oof et — > 0.
n
Il faut donc choisir N = 10 + 1.

3 Découvrir les propriétés des limites

e Durée estimée : 20 min

e Objectif : Découvrir des propriétés sur les
limites (théoréme de comparaison et théoréme
des gendarmes) a l'aide d'une approche graphique.

A. Théoréme de comparaison

1. limu, =+

n—+%

2. On conjecture que limv, =+

n—s+o

B. Théoréme des gendarmes
_= Em

1.W1 —1;WZ — Wy = ;

2 2 3 3

Donc—lsﬂslcarn>0. Donc—lﬁwnsl.

n 1 n n n
3. La suite (—NJ est représentée par des x, la suite
n

[_l] par des +, et la suite (w ) par des

n
y
1 x

X x x x x
Uj[ié’ktﬁt

X

-1

4. liml=0et lim —l=0

n—+® n—+x n

5. On conjecture que limw, =0.

I

4 Etudier des suites monotones

¢ Durée estimée : 25 min

e Objectif : Etudier des suites monotones, et
conjecturer ou déterminer leur convergence.

1. Julie a tort : il suffit de construire une suite
comme celle représentée ci-dessous, qui est
strictement croissante et converge vers 4.

y

-+
++++
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2. a) Pour tout n € N,

n+l-n_ 1
nin+10 nln+1
,—u >0.
Donc la suite (u ) est strictement croissante.
1

b) Pour tout n € N*, — > 0.
n

Doncu
n+

1
Donc 4 -—<4.Doncu <4,
n

1 1
cdu=4--=3;u,=4-—=39
1 ,l 10 10

1

U100 =4_ﬁ=3'99

On conjecture que limu, = 4.

n—s+o

3. a) Pour toutn € N,
v, -v =[n+1)?2-n?

=n’+2n+1-n?
=2n+1
Doncv ,-v >0.
Donc la suite (v) est strictement croissante.
blv >Ae=n?>A
Acarn=0.
Donc n, est le plus petit entier naturel strictement
supérieur a \/Z

Donc n0=E[\/Z]+1, ou Elx) désigne la partie
entiere de Xx.

&n>

c) D'aprés la question b), on en déduit que
limyv, = +o.

n—+%

3. a) Pour toutn € N,

w,, -w =-1+05""-(-1+0,5")
=0,5"x(0,5-1]
=-0,5x0,5"

-w <0

Donc la suite (w ) est strictement décroissante.

b) Pour toutn € N, 0,5" > 0.

Donc-1+0,5">-1.Doncw > -1

A w,=-1+0,5%0

w,, =-1+05%=0,999

W= —1+05% =1

On conjecture que limw, =-1.

n—+0
8

Donc w

n+1

A vous de jouer p. 17-27

1. Pour tout n € N, on considére la propriété

_nln+1(2n+1)

—f»_

Initialisation : pourn=1,5 =12=1et

Ix(1+)x2x1+1
6

P(n): «S,

1.

Ix(1+Nx2x1+17)

6
Donc la propriété est vraie pour n=1.

Donc S, =

Hérédité : soit n € N". Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Sn+1 =Sn+ [n+ 1]2

_ nln+1(2n+1) e+ 12

) nln+02n + 1) + 6(n + 12

6
(n+1 n2n+1+6ln+1
) 6
_(n+1(2n% +7n + 6)
) 6
or (n+0n+2020Nn+1+1 _ (n+1(n+22n+3)
6 6
_(n+1(2n% +7n + 6)
) 6

(n+0n+202h+1+1

6
donc P(n + 1) est vraie.

doncS,,, =

Conclusion : pour tout n € N', P(n) est vraie.
nln +10(2n +1)

Donc pourtoutn €N, S, = <

2. Pour tout n € N, on considére la propriété

2 2
Pln) : S, =" (n+1) ,

7 x((1+ 17
et—— =

Initialisation: pourn=1,5 =1°=1 1

7 x(1+1?
Donc S, = &
Donc la propriété est vraie pour n=1.
Hérédité : soit n € N'. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.
Sn+‘| = Sn+ [n + 1]3

2 2
=n[n+1] el
4
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_ (n + M2(n? + 4ln + 1)

4
_(n+1?(n? + 4n + 4)

4
_ (n+12(n+2P

A
Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N*, P(n] est vraie.

2 2
Donc pourtoutn €N, S, = M

3. Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) :
«u, < u, ., »

Initialisation : pour n =0, u = -3 et
u=2u+7=2x(-3]+7=1.

Doncu, <u,.

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.
Onau <u,_,.
Donc2u < 2u_,.
Donc2u +7<2u_,+7.
<u ..
n+2

Donc P(n + 1) est vraie.

Doncu,,
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour toutn € N, u<u,.
Donc la suite (un] est strictement croissante.

4. Pour tout n €N, on considere la propriété P(n) :
«0<u ,<u »

Initialisation : pourn =0, u; =10 et

Uy =+/3uy +7 =\/§. Donc 0 <wu, <u,.

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onal<u, <u,.
Donc 0 <3u,, <3u,.
Donc7 <3u,, +7<3u +7.

1

1

Donc \/3uM +7 < \/3un +7 car la fonction racine
carrée est strictement croissante sur [0 ; +oo[.

Doncu ,<u,

2 1°
Donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pourtoutn €N, u , <u .
Donc la suite (u ) est strictement décroissante.

S5.alu >Aen’-4>Asn>\A+4
Posons ny = E(\JA+ 4] + 1.
Pour tout entiernzno, un>A.

b) Donc limu, =+,

n—+%

6. 1. On conjecture que limu, = -

n—+%
2.

n=0

u=-1

while u>=-10000:
u=3*u+l
n=n+1

print(n)

3. A laide de la calculatrice, on trouve que cet
entier est 10.

7. 1. Pour tous réels positifs a et b.
5—a<vn<5+b(:)5—a<5+1<5+b

n
(:)—a<1<b <:>n>l (si b = 0] carl>0 et la

n b n
fonction inverse est strictement décroissante sur

10; +oo[. Donc ny = E[%J+ 1.

2. On en déduit donc que limv, =5.

n—+%

8. 1. On conjecture que limv, = +.

n—>+o

2. n:O

v=-1

while v<=10000 :
Vv =2*v+7
n=n+1

print(n)

3. A laide de la calculatrice, on trouve que cet
entier est 11.

9.a) limn? =+m,limn =+ et lim-5=-5.

n—+ n—+® n—+

Donc limu, =+ (par somme).

n—>+%

b) lim n? =+, lim /n = +o et lim 2= 2.

n—s>+o0 n—>+ n—+%°
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Donc limyv, =+ (par produit et somme).

n—+®

c)limn=+olim2=2et lim-5=-5.

n—+o n—>+o n—>+o

Donc lim 2n - 5 = +o (par produit et somme).

n—+%

. 1
Donc lim c" 0 (par quotient).

n—+% 2/7 -

Donc limw, =0 (par produit).

n—+o

o
10.a) im—=0,lim-10=-10

n—+© n n—+%

n—+% n2

Donc lim(i —10} =-10 (par somme).

b) limi=0,liml=0

n~>+oo\/; n—+x n

Donc lim i><1 =0 (par produit).
N

n—>+%

c)lim3=3,lim1=1et liml=0.

n—+% n—+o n—+x

Donc lim 1+ 1. 1(par somme).

n—+% n

Donc lim 3 =3 (par quotient].
n—+ 1+_
n

11.a) lim-n® = - et lim 2n? =+,

n—+0 n—+%

Donc on a une forme indéterminée du type « —oo+o0 »,

Pour toutn €N, u =n?(-n +2).

Or limn? =+o0,lim-n+2= -0,

n—+0 n—+%

Donc limu, = - (par produit].
b) imn? =+xet lim3n=+xet lim1=1.

n—+ n—+® n—+»

Donc on a une forme indéterminée du type « +00—00 »,

Pour tout n € N, v, = n? 1_§+i
n n?

or limn? =+00,lim§=0et limi=0.

n—+w n—+x N—+00 nZ

Donc lim(1 - § + i} =1.
n—+% n n?

Donc limv, = +% (par produit).

n—>+%

10

nx[3+—] 3+l

12. a) Pour toutn € N', u, = n)__n

1 5 2 5_2

Or lim—==0 nx s -
n—+» n

donc limu, = §
5

n—+%°

b) Pour tout entier n = 2,
nx(2) 2

v, = = .
nzx[i—1j nx[i—1]
n? n?

o
Or llm—2=0. Donc limi—1=—1.

n—+x n nN—+o0 n2

Donc limnx[iz—‘ljz—oo.

n—+% n

Dong, limv, =0.

13.1. PourtoutneN, -1 < (-1) =< 1.
Doncn?’-5=<u <n?+5.

Doncu, =n*-5.

2. limn?-5=+»

n—+o

D’apres le théoreme de comparaison, limu, = +o.

14.1. Pourtoutn €N, -1 < cos(2n) < 1.
Donc—\/;—1$vns— n+1.

Doncv, s—\/;+1.

2. lim - +1=-o

n—s+o

D’apres le théoréme de comparaison, limv, = -oo.

n—>+o

15. Pourtoutn € N, -1 < sin(n) < 1.

Donc—5—l$uns—5+1.
n n

Or lim l =0. Donc:

n—+x
. 1T . 1
lim-5-—-lim-5+—-=-5.
n—+o n n—+o n

D’aprées le théoreme des gendarmes, limu, = -5.

n—+%

16. Pourtoutn N, -1 < (-1 < 1.
5

T

Donc42—i<vns42+

=
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Or limi=0. Donc :

n—s+o \/;

lim 42 - > = lim42+i=42.

n—+o \/; n—+w \/;

D’apres le théoréeme des gendarmes, limv, = 42.

n—>+w

17.a) 4 > 1, donc lim 4" = +e. Donc limu, =0.

n—+0o n—+%

b) 7 > 1, donc lim 7" = +. Donc limu, = -.

n—+0 n—+%

18. a) Pour toutn €N, u =3x5",

5> 1, donc lim5" =+. Donc limu, = +0.

n—+o% n—+%

b) Pour toutn € N, u =7 x0,2" et
-1<0,2<1,donc lim0,2" =0.

n—+%

Donc limu, =0.

n—+%

19. 1. Pour tout n € N, u, - 2= 2222 _5
n+4
_2n-2-2n+4)
- n+4
-0
Cn+k

Doncu -2 <0.Doncu, <2
Donc (u ) est majorée par 2.

2. Pour toutn € N,

_2An+N0-2 2n-2 _2n  2n-2
Cn+l+4 ) n+h n+b
_2nx(n+4)-(2n-2)(n+5)

n+1

n+4

(n+5)(n + 4)
10
(0 +5)n+4)
doncu_,-u_>0.Donc lasuite (u ) est strictement
croissante.

3. La suite (u ) est croissante majorée. Donc elle
converge.

20. 1. Pour toutn €N, n2 = 0.
Doncn?+4 = 4. Doncv, = 4.

Donc (v} est minorée par 4.

2. Pour toutn € N,
v.-v=[n+12+4-(n?+4)=2n+1

n+

doncv . -v > 0.Donc la suite [vn] est strictement
croissante.

3. La suite (v ) est croissante et minorée.

On ne peut pas appliquer le théoréme de conver-
gence des suites monotones. Il faudrait avoir une
suite croissante majorée, ou décroissante mino-
rée.

21.1. Pourtoutne€N,u ,-u =2n+5>0.
Donc la suite (u ) est strictement croissante.

2. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln):«u=n+1».

Initialisation : pour n=0, u, =4, doncu, =0+ 1.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau _.=u +2n+5.
n+ n

1

Doncu ,=n+1+2n+35
,=n+2car2n+4>0

donc Pln + 1) est vraie.

1
doncu
n+

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour toutn € N, u=n+ 1.
3. limn+1=+w

D’apres le théoréeme de comparaison, limu, = +co.
bouy =4 o

U =u,+2x0+5=9

U,=u,+2x1+5=16

On conjecture que u, = (n + 2)2

5. Pour tout n € N, on considére la propriété

P(n) : « u = (n + 2)2 ».

Initialisation : pour n =0, u, = 4, donc u, = (0 + 2)2.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau, ,=u +2n+05.

Doncu ,=[n+2)2+2n+5.
Doncu, ,=n’+6n+9.

Doncu, ,=(n+3)2=(n+1+2)2

Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour toutn €N, u_=(n +2)%

11
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22. 1. Pour tout n € N, on consideére la propriété
P(n) : «u, =+/n ».

Initialisation : pour n = 0, u, = 0, donc u, = 0.
Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau, 2\/;. Doncu? =n.

Doncu?+1=n+1.

Donc y/u? +1=4/n + 1 car la fonction racine carrée

est strictement croissante sur [0 ; +oof.

Doncu,,,=n+1.

Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pour toutn € N, u, = \/;

2. lim/n = +o0

n—+o
D’aprés le théoréme de comparaison, limu, =+,

n—+%
3.u,=0

Uy =402 +1=1
b= 112

On conjecture que u, = \/;
4. Pour tout n € N, on considére la propriété

Pln) : «u, = \/; ».
Initialisation : pour n =0, u, =0, doncuy, = \/6
Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau,, =4u?+1.Doncu,,, = \l[\/;]Z +1.

Doncu,,, =+/n+1. Donc Pln + 1] est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pour toutn € N, u, = \/;

23.1.u,=500
u, = 500 x 0,8 + 200 = 600

2. On prévoit que chaque année, 80 % des abon-
né-e-s renouvelleront leur abonnement et 200 nou-
velles personnes s'abonneront.

,=0,8u_+200.
3. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln):«u <u_, <1000 ».

Donc pour toutn € N, u.

12

Initialisation : pour n =0, u, =500 et u, = 600. Donc
u, < u, < 1000.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est

vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.
Onau <u, 6 <1000

0,8u, +200=0,8u,,+200=<0,8x1000+200
doncu , <u ,=<1000.

Donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pour toutn € N, usu s 1 000.

4. La suite (u ) est croissante et majorée, donc elle

est convergente.

Soit € sa limite.
€=0,8¢+200<0,2¢=200< ¢=1000
Donc limu, =1000.

n—s+o

24.1.u,=(1000-10)x |1+~ [=1 0098
100

2. Chaque année, la banque lui préléve 10 € en
juin mais en décembre elle lui verse 2 % de la
somme disponible sur le compte.

Donc pour toutn € N,

u,.,=Mu, -10)x 1+i
100

= {u - 10)x 1,02
= 1,020 - 10,2
3. a) Pour toutn € N,
Voq =U,, =510
=1,020 - 10,2 - 510
=1,02u, -520,2
=1,02[un w]
1,02
=1,02(u, - 510)
= 1,02v

Donc (v ) est une suite géométrique de raison 1,02
et de premier terme v, = u, - 510 = 490.

b) Pour tout n €N, v =490x 1,02
orv =u -510. Doncu, =v +510.
Doncu, =490 % 1,02" +510.

¢) 1,02 > 1 donc lim 1,02 = +oo,

n—+o©

Donc limu, = +o°.

n—>+%
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Exercices apprendre
a démontrer

Pour s’entrainer

Soit A > 0. La suite (u ) n'est pas minorée.

Donc pour tout réel m, il existe un entier p tel que
u, <m.

Donc il existe un entier naturel p tel que u, < -A.
Or la suite (u ) est décroissante.
Donc pour tout entiern=p, u < u,
Donc pour tout entiern =p, u, < u, < -A
Doncu, < -A, soitu, € ]-o; -Al

Donc par définition, limu, = —c.

n—+o

Exercices calculs
et automatismes

25. Calculer les termes d’une suite
1.a)u,=3x0-5=-5
blu,=3x10-5=25

2.v,=3

V,=2xVv,-1=2x3-1=5
V,=2xv,-1=2x5-1=9

26. Calculer les termes d’une suite géométrique
alu =ux2=3x2=6
blu,=u x2"=3x2=48

27. Calculer les termes d’une suite arithmétique
alu,=u, +(-5)=4-5=-1
blu, =u,+(11-1)x(-5)=4 - 10x5 = -46
28. Déterminer la raison d’une suite géométrique
u,=u,xg"t
Donc 48 =3 x @2,
48
q2=?=16etq>0, donc g = 4.

29. Déterminer la raison d’une suite arithmétique
u,=u, +rx(7-4)
Donc 18 =3 + 3r. Donc 3r=15. Donc r=5.

30. Donner des exemples de suites
alu =n

b]un=—2+1
n

cu =-n?
du =(-1)

31. Limites de suites
1. a)
2. ¢
3.Db)

32. Limite de suites géométriques
a)Faux 10> 1et-1<0, doncelle a pour limite -,
b) Vraicar2>1et1>0.

c) Faux 0 < % <1, donc elle a pour limite 0.

d)Vrai0<0,25 < 1.

33. Lecture graphique (1)
alu,=3;u,=-1;u,=2;u,=3

b) On peut dire que la suite (u ) n'a pas de limite
quand n tend vers +x,

34, Lecture graphique (2)
1. ¢
2.b)

35. Méthode pour déterminer Uexpression d’une
suite

Il faut d’abord déterminer si (u) est une suite
arithmétique ou une suite géométique.

Ici (u ) est une suite géométrique caru_, =g xu
n n+1 n

1
avecq=—.
i 4
Il faut donc appliquer la formule du cours pour

une suite géomeétrique : u, X g" si on nous donne
Uy, OU U, X g"* si on nous donne un autre terme.

Ici on nous donne u,, donc pour tout entier natu-

reln,un=u0xq"=4x[%] .

36. Méthode pour démontrer une propriété par
récurrence

Pour démontrer par récurrence une propriété P(n)
pour tout entier naturel n = n,, il faut procéder en
trois étapes.

Initialisation : on montre que P(n) est vraie.

13
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Hérédité : Soit n un entier naturel tel que n = n,.
On suppose que P(n) est vraie, et on montre que
P(n + 1) est vraie.

Conclusion : On en déduit que P(n) est vraie pour
tout entier naturel n = n,.

Exercices d'application p. 30-32

Démontrer par récurrence

37. Soit x un réel quelconque.

Pour tout n € N, on considere la propriété

P(n) : « x| = Ix]" ».

Initialisation : pour n =0, [x’] = [1] =1 et [x|*= 1.
Donc Ix?] = [x[°.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Ona Ix™ = [x"x x|
= |x7| x IxI|
= |x|"x Ix]|
= |X|n+1.
Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour toutn €N, [x7| = Ix/".

38.1.Sin=1,alors n?< 2n.
Donc Jason a tort.

2. a) Soit n € N, supposons que P(n) est vraie.
Donc n% > 2n.

Onaln+1)2=n?+2n+1
Donc(n+1)2>2n+2n+1.
Orn=1,donc2n= 2.

Donc (n+1)2>2+2n+1.
Donc(n+1)2>2(n+1)+1

donc (n+1)2>2(n+1)

donc P(n + 1) est vraie.
b)02=0et2x0=0. Donc0?=2x0.
Donc P(0) n’est pas vraie.

c) Le plus petit entier n, tel que P(n ) soit vraie est
3.(32>2x3)

d) IL faut donc corriger laffirmation de Jason :
pour tout entier n = 3, n?2 > 2n.

14

39. Soit x un réel quelconque.

Pour tout n € N, on considére la propriété
P(n) : « f[2"x x) = f(x) »

Initialisation : pour n =0,

f120x x) = f1 x x) = fx).

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Ona f[2™" x x) = f[2 x 2" x X)
=f[2" x X)

= f[x) d’aprés Uhypothése de récur-
rence

donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour tout n € N, (27 x x) = f(x).

40. Pour tout n € N, on considere la propriété
P(n) : « 4 divise 5" - 1 »

Initialisation : pour n =0,

50-1=0. 4 divise 0, donc 4 divise 5° - 1.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

51 - 1=5x5"-1
or 4 divise 5" - 1.
Donc il existe k € Z tel que 5" - 1 = 4k
donc 5" =1+ 4k
donc 5™ = 1=5x(1+4k) -1
=5+5x4k-1
=4 +5x 4k
=4 x (1 + 5k
or1+5k & Z.Donc 4 divise 5™ - 1.
Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour tout n € N, 4 divise 5" - 1.

41. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln) : «u_ >0 ».

Initialisation : pour n=0,u,=5>0.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

u > 0dapres l'hypothese de récurrence.
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Donc 3u, > 0.

Donc 3u, +6 > 6.

Doncu , > 6>0.

Donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pourtoutn € N, u > 0.

42. Pour tout n € N, on consideére la propriété
Pln):«25=<u ,<u <10».

Initialisation : pour n =0, u =10, et

u,=\10+5=/15~387

donc 2,5 < U sSuy s 10.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Ona25suvu  <u <10
Donc75<u, ,+5<u +5<15.

Donc\/7$\/um+5$\/un+5$\/ﬁ

car la fonction racine carrée est strictement crois-
sante sur [0 ; +oo[.

Donc 2,5 <475 < u,su < \/E < 10.
Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
DoncpourtoutneN,25<su  <su <10.

43. 1. Pour tout n € N, on considere la propriété
Pln): «u,  <u ».

Initialisation : pour n = 0, uy = 9, et u, =9 =3.
Donc u, <u,.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.
<u

Onau
n+1

donc /U,,; <+/U, car la fonction racine carrée est
strictement croissante sur [0 ; +oo[.

Doncu ,<u
n+

n+2 1

donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
<u.

Donc la suite (u ) est strictement décroissante.

Donc pourtoutn e N, u_

2. Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) :
«0=< u s 9 ».

Initialisation : pour n=0,u,=9,donc0 <y, <9
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onalsu, <3

donc 0= \/I<\/§ car la fonction racine carrée
est strictement croissante sur [0 ; +oo].
DoncOs<wu, ,<3<9

donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pourtoutn €N, 0<u <9.

44.1.u,=0;u,=u,+0=0
u=u,+1=1;u,=u,+2=3;u,=u,+3=6;
ug=u,+4=10.

On conjecture que pour tout entiern =1,
un=0+1+2+...+[n—1l=M_

Oru, =0, donc on conjecture que pour tout n € N,

_n-1n

n 2 N
2. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln) - «u, = (n-1n N

Initialisation : pour n =0, u,=0 et 0-10 =0, donc

(0-10
Uyg=——".
2

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau, ,=u +n.
Doncu,,, = In = TIn +n
2
_(n=Tn+2n
-
_nln-1+2)
2
_nln+1)
S 2

donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
(-1

Donc pour toutn € N, u, = >

15
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45.1.v,=1 v, = V01=%
Vo +

v, _l 7 _l

v,+1 3 R I

On conjecture que pour toutn € N, v, = ;
n+

2. Pour tout n € N, on considére la propriété

P[n] TRV, = ».
n+1
Initialisation : pour n =0, v, = 1 et =1donc
1 +
Vy=——.
0 0+1

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onav,,, = £
v, +1
1
Doncv,,, = n+ = 1 = 1 .
1 T+lh+10 n+2
—+1
n+1

Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pourtoutneN,v, =—
n+1

Limite d’une suite
46.1.u <-Ao-n’+5<-A
on?>A+5

sSn>LJA+5

Doncny = E(\/m) +1.

2. limu, =-»

n—>+©

47.1. Pour tout réel e > 0,

1 1 1
—e<y <gess-e<—<egos—<ecar—>0
! n? n? n?

1 L.
& n? > — car la fonction inverse est
€
strictement décroissante sur ]0 ; +oo[

@n>\ﬁdoncnU=E € +1.
e Je

2. On en déduit que limu, =0.

n—+o
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48. 1. Pour tous réels a et b strictement positifs,
et pour toutn €N, 20—a<un< 20 + b.

Donc tout intervalle ouvert contenant 20 contient
tous les termes de la suite.

Donc limu, = 20.

n—>+0©

49. 1. On conjecture que limu, = .

n—+%

2.aln=4
b)n=11
c)n=32

50. 1. On conjecture que limu, = +c.

n—+%©

2.aln=5
b)n=11
c)n=22

51. 1. On conjecture que limu, = 2.

nN—>+%

2. Pourtoutne N, 0,77>0
donc 2 +0,7" > 2. Donc u >2.

3.aln=7
b)n=13
c)n=20
52. 1. On conjecture que limu, = +.
2. a] n=0
u=2
whille u<=1000 :
u=3*u
n=n+1
print(n)

b) Cet entier est 6.

53. 1. On conjecture que limv, =0.
2. a] n:O
v=1
while v>=0.001:
n=n+1
v=1/(2*n+1)
print(n)

b) Cet entier est 500.
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Opérations sur les limites

54.a) limu, =+

n—+%

b) limvy, = -

n—+o

c) limw, =0

n—+%

d) lima, =+

n—>+%

55.a) limu, =+

n—+%

b) limv, =-3

n—+o

56. a) lim[n+lj=+oo

n

b) lim3+n=+x

n—>+0©

lim [2 + l} =2
n—+ n

limv, =+

n—+

57.allim(2 - n?) = -

n—+%

[ -2)--

limu, =+%

n—>+

b) imn?2+n=+o

n—+o

limv, =+

n—+

58. a) Pour tout n € N', u, = n? x(

lim (n?) = +o0
lim [1 - z] =1
n—+w n
limu, =+%

n—>+©

b) Pour toutn € N, v, =n? x[ 1

lim(n3) =+

n—+%

lim[i - '|J =-1
n—+»| n?2

limy, =-o

n—+%

59. a) Pour toutn € N,

un=n3><[g—1
n2

limn3 =+

n—+%

lim[£—1+£]=—1 limu, = -0
n—+»| n? n3

n—>+

b) Pour toutn €N, v, =

lim [1 - EJ =1
n—+%© n
lim (2 + é) =2
n—+% n

limv, =1
2

n—+%°

60. a) Pour toutn € N',u, =n® x(

limn3 =+

n—>+%

n—>+%

limu, =-o

n—>+%

2]
+— .
n3

lim[i+§—1]=—1
n® n

b) Pour tout n € N,

n3><[

1+—
n

).

1+ —
n

lim [1 + 2
n—+% n?

Vﬂ
Mx%—1

e

n

n—+o

1
n2

]=1et limn=+ox

lim [2 - i] =2
n—+ n?

limv, =+

n—+%

23} .

HXL1—§] 1_§
n —_—
nx(2+£] 2.4
n n
n® n

|
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61. a) Pour tout n € N,

nzx[%z] nx[1+gJ
n n
Un= = 1 .

nx{hl] 1+ —

n n

lim[1+g]=1
n—+% n
lim(1+l}=1
n—+0 n

limu, =+%

3+L

1
nx[ ] 3+ —
b) Pour toutn € N', v, = \/; = \/;

imfas -

lim [2 + gj =2
n—+% n

limv, =—

n—+% 2

62. 1. Non, car lim1 =0et lim(n?-2)=+oo.

n—+% n—>+o©

On obtient une forme indéterminée de la forme
« 0 X 400 »,

. 2
2. Pourtoutn €N, u, =n--.
n

Donc limu, = +.

n—>+%©

Limite et comparaison
63.1.Pourtoutn €N, 3n+1=n+2n+1.
Donc3n+1>n.

Donc4/3n+1> \/; car la fonction racine carrée est
strictement croissante sur [0 ; +oo[.

Doncu, > \/;

2. limn =+

n—s+o

Donc d’apres le théoréeme de comparaison,

limu, =+o.

n—+
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64.1. Pourtoutn €N, -1 < sin(n) < 1.
Donc-n-1<u <-n+1.
Doncu, <-n+1.

2. lim-n+=-o0

n—+o

Donc d’apreés le théoréeme de comparaison,

limu, = -o.

n—+%

65.1. PourtoutneN, -1<(-1)=<1.
Donc(n+1)?-n=<u < I[n+1)%n.
Doncn’+n+1<u <n*+3n+1.
Orn+1>0.

Donc u, = n?

2. limn? =+

n—+%
Donc d'apres le théoréme de comparaison,

limu, = +o.

66. lim[2—1]=2
n—+0 n

lim[2+ 4 ]=2
n—+%° n+’|

Donc d’aprés le théoréme des gendarmes,

limu, =2.

n—+w©

67. lim [—3 - i] =-3
n—+% \/;

lim| -3+ ! =-3
n—+ee n? +1

Donc d'apres le théoréme des gendarmes,

limu, =-3.

n—+%

68. 1. Pour toutn €N", -1 < cos(n) < 1.
Donc—5—i<vns_5+l_
n? n?

lim [—5 - i] = lim [—5 + i) =-5
n—+% n? N+ n?

Donc d’apres le théoreme des gendarmes,

limv, =-5.

n—>+%
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69.1.Pourtoutn e N, -1 < (-1 < 1. 2. Pourtoutn €N, a =-1x1,5"
Doncﬁ—i<w <i4+ % 1,5>1doncnlLTc1,5”=+w.
n Donc lima, = -%.
lim| 4 - i =lim 1
N+ \/; n—+2 74.1.a) Pour toutn € N, u =1xe"
Donc d’'apres le théoréme des gendarmes, Donc u, est de la forme u; x g"avecu;=1etg=e.
: Donc (u ) est une suite géométrique de raison e.
limw, = 4. n
noe b) e > 1 donc lime” =+,

n—>+0

70. 1. Pour toutn € N, -1 < sin(n) < 1. Donc n“jlu” =

1 1 2.a) Pourtoutn €N, v =e™.
Donc42——5<u <42+ —. n

n n® 5
T 1 1
Doncv,=—=|—| =g"en posantq=—.
. 1 . 1 n=
lim|42-—|=lim|42+—|=42 e e e
n—+o n5 n—+o n5
Donc d'apres le théoréme des gendarmes, b) -1< 1 <1 Donc “m(lJ -0
limu, = 42. € e
L Donc limv, =0.
Suites géométriques
71.a)u =2 x4 75.2>1,donc lim 2" = +oo,
Or 4> 1,donc lim 4" =+%. Donc limu, = +o. ~-1<0,5<1.Donc lim0,5" =0.
blv =-3x4" Donc limu, = +.
Or 4> 1, donc lim 4" = +e. Donc limv, = - -
S . 1 .
c [Wn] est une suite geometrique de raison 5 76. Pour tout n € N, u = 3{1 _ :23_]
Doncw, =2><{1] . [ZJn
3 u,=3"1-|=
3
1 R n
Or-1<—-=<1 donc lim|—| =0. 2 .12
3 n+e| 3 —1<§<1donc lim 3 =0.
Donc limw, =0.
Donc lim1—[2J =1.
72.a)u =-2x0,6"". e 3
Or-1<0,6<1,donclim0,6""=0. 3> 1,donc lim 3" = +%. Donc limu, = +c.
Donc limu, =0.
b} 3 > 1 donc n“jlgn s 77. Pour toutn € N, v, -2”[1—g]
. 2"
Donc limv, = -
v,=2" 1—[51
73.1. Pourtoutn €N, a ., =15a . 2
Donc (a ) est une suite géométrique de raison 1,5 2> 1 donc lim 2" =+,
et de premier termea, = -1. e

19
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§> 1, donc lim(§] =400,

n—+ 2

n—>+% n—+%

Donc lim1—(§] =-, Donc limv, = -0,

78. 1. u,=1500
2. Pourtoutne N,

U, = U, X ‘I+L =102u, .
100

Donc (u ) est une suite géométrique de raison 1,02.
Donc pour toutn € N,

u =1500x1,02".
3. 1,02 > 1 donc lim 1,02" = +oo.

n—>+%

Donc limu, = +».

n—+%
Convergence des suites monotones
79. 1. Pour toutn € N,

Ui —uﬂ=1+i—[1+l}
n+1 n

-+ ___ 1
Cnaxh+) nln+)

doncu,,-u <0.Donclasuite (u ] est strictement
décroissante.

2. Pour toutn € N,

un—'|=['|+1]—1:1>0.
n n

Donc u, > 1. Donc (u ) est minorée par 1.

3. La suite (u) est strictement décroissante et
minorée. Donc elle converge.

80. 1. Pour tout n € N,

Vn+1_vn=1_ ! - 1_1
(n+12 n?

1 1

n2 n+ n2n+1? p2n+ 12
doncv, , - v >0.Donc la suite (v ) est strictement
croissante.

2. Pour toutn € N,

vn—1=1—i—1=—i<0.
n? n?

Donc v, < 1. Donc (v ) est majorée par 1.

_n+1 -0 2n+1

3. La suite (v ) est strictement croissante et majo-
rée. Donc elle est convergente.

20

81. 1. Faux contre-exemple : une suite comme
celle représentée ci-dessous, qui est strictement
croissante et converge vers 4.

y
1 +—+
+ + 7

a
3+ +
2t +

H

X

of 123 45 67
2. Faux contre-exemple : une suite comme celle

représentée ci-dessous, qui est strictement
décroissante et converge vers -4.

y X
IBEERER

21+

I

—4d + 4+ 4
3. Faux contre-exemple : u_=(-1)".

La suite est bornée, mais ne converge pas.

4. Faux contre-exemple : la suite représentée a la
question 1.

82.1. PourtoutneN,
~ —2[n+1]+1_ -2n+1

n+1

n+1+3 n+3
_=2n-1 -2n+1
C n+4 n+3
(=20 =N +3)-(-2n+1)(n + 4)
) (n+4)(n+3)
=202 -6n-n-3-(-2n*-8n+n+4)
) (n+4)n+3)
7
“n+4n+3)
doncu ,-u <0.Donc lasuite (u ) est strictement
décroissante.
2. PourtoutnEN,un—(—2]=_2n+1+2
n+3
_=2n+1+2(n+3)
B n+3
7
T n+3

doncu, -(-2) > 0. Soitu > -2.
Donc (u ) est minorée par -2.
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3. La suite (u) est strictement décroissante et
minorée. Donc elle converge.

83. 1. Pour toutn € N,

_bln+10+3 6n+3

T opel+d ) n+1

_6n+9_6n+3

" n+2  n+l
_(6n+9)n+1-(6n+3)n+2)

- (n+1n+2)
_6n?+6n+9n+9-(6n*+12n+3n+6)
) (n+1n+2)

n+1

3
(n+Mn+2

doncv ., -v >0.Donc la suite [vn] est strictement
croissante.

6n+3

n+1 B
_6n+3-6ln+1)
- n+1
=
T nd

doncv -6 <0, soitv, <é.

Donc (v,) est majorée par 6.

2. Pourtoutn€N,v, -6= 6

3. La suite (v ) est strictement croissante et majo-
rée. Donc elle est convergente.

84. 1. Pour toutn € N,

u.,-u=05u+1-u=-05u +1

n+1
or1<u <2

Donc-0,5 > —0,5un >-05x%x2

donc 0,5 > —0,5un + 1> 0donc u.,-u> 0. Donc
la suite [un] est strictement croissante.

2. La suite (u ) est strictement croissante et majo-
rée par 2. Donc elle converge.

85. 1. Pour toutn €N,

v.,-v =075 +1-v =-025v +1

or2<v <Aa.

Donc-0,25x2>-0,25v, > - 0,25 x 4.

Donc 0,5 > —0,25vn +1>0.Donc V.-V > 0. Donc
la suite [vn] est strictement croissante.

2. La suite (v ) est strictement croissante et majo-
rée par 4. Donc elle converge.

Exercices d'entrainement p. 33-37

Démontrer par récurrence

86. Pour tout n € N, on considere la propriété
P(n) : « Soit f la fonction définie par f(x) = x". Alors
pour tout réel x, f’(x) = n x x"'.»

Initialisation : pour n=1.

Pour tout réel x, flx) =x"=xet f/(x) = 1.
Or1xx-=1.

Donc la propriété est vraie pour n=1.

Hérédité : soit n € N'. Supposons que P[n) est
vraie, et montrons que Pln + 1) est vraie.

Soit f la fonction définie par

fx) = x™' = X" x X.

fest dérivable sur R et pour tout réel x,

F[x] =nxx"xx+x"x 1daprés lhypothése de
récurrence.

f(x) = (n+ 1) xx".

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc si f est la fonction définie par f(x] = x, alors
pour tout réel x, f/[x] = n x x™".

87. Pour tout n € N, on considére la propriété
P[n] :
<l = 1SII-7€St pjcnr -

-1sinestimpair
Initialisation : pour n =0, n est pairet (-1)°=1.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

(1)t =(=1)x(-1)
sin + 1 est pair, alors n est impair, et
1 =(-1)x(-1)=1
si n+1 est impair, alors n est pair, et
(1) =1x(-1)=-1
Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
L1 ={1sinest pair
-1sinestimpair
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On conjecture que u, = —.

Pour tout n € N, on considére la propriété

Pln) : « u, = 1 .
3

e 1
Initialisation : pourn=1,u, = 3
Donc la propriété est vraie pour n =1.

Hérédité : soit n € N". Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

u, +1

Onau,, =
1 +1
-3 d'aprés l'hypothése de récurrence
4

1
3
Donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N*, P(n] est vraie.

1
Donc pour toutn € N, u, = 3

89. Pour tout entier n = 4, on considére la pro-
priété P(n) : «u =3 x 274 -1 »,

Initialisation : pour n=4,u, =2et3 x2¢-1=2.
Doncu, =3 x 244~ 1.

Donc la propriété est vraie pour n = 4.

Hérédité : on considére un entier n = 4. Suppo-
sons que P(n) est vraie, et montrons que P(n+1)
estvraie.

Onau ,=2u +1
=2x(3x2m4-1)+1
=3 x2m-4 -1

donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout entier n = 4, P(n) est vraie,
soitu =3x2m4-1.

90. Pour tout entier n = p, on considére la pro-
priété Pln) : «v, =v xq"* »,

In!tllalllsatlon Tpourn=p,v, X gr=v, donc la pro-
priéte est vraie pour n =p.

Hérédité : on considére un entier n = p. Suppo-

sons que P(n) est vraie, et montrons que Pln + 1)
est vraie.

22

Onav ,=v xq
=V Xq"Pxq
- n+1-p

v, Xq
Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout entier n = p, P(n) est vraie,
soitv = v, X q"".

91. Soit a un entier tel que a = 1.

Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) :
«a-1divisea"-1».

Initialisation : pourn=1,a'-1=a-1donca-1
divisea' - 1.

Donc la propriété est vraie pour n=1.

Hérédité : soit n € N". Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n+1) est vraie.

Onaa™'-1=axa"-1.0ra-1divisea"-1,
donca"-1=(a-1k kEZ.
Donc a”=(a - 1)k + 1.
Donca™ -1=axl[la-1)k+1]-1
=ala-1k+(a-1)
=(a-1){ak + 1)
orak+1€7Z.
Donc a - 1 divise a™' - 1. Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N*, P(n) est vraie.
Donc pour tout n € N', a - 1 divise a" - 1.

92. Soit g un réeltel que g = 1.
Pour tout n € N, on considére la propriété

’|_ qn+1

Pln):«1+qg+q*+..+q" = ».
1-q
1_ q0+‘|

Initialisation : pour n =0, 1 =1
-q

donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onal+g+..+q"™" = £+q””
1-q
) 1-¢™ +q™(1-q)
= a
_ 1_qn+1+qn+1 _qn+2
= a
_'I_qn+2
= a

donc P(n + 1) est vraie.
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Conclusion : pour tout n€ N, P(n) est vraie, soit
_ An+l
T+g+g¢?+..+q" =1—q.
1-q
93. Soit (u ) une suite arithmétique de raison r.
Pour tout n € N, on considére la propriété

u, +u
0 n

Pln):«uy+u, +...+u =[n+1)x 5.

Initialisation : pour n =0,

[0+1]><M=u0.
2

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est
vraie, et montrons que P(n+1) est vraie.

Ug+U

n

Ug+..+u ,=[n+1x +Uu

n+1

_(n+Wug +uy+nr)+2u,,

2
_ (n+10(2uy + nr)+ 2uy + (n+1r)

2
Ug 2n+M+2 +r nln+1+2n+1)
) 2
Uy x2n+ 1+ N+rln+Nn+2)

2
UgX2+rln+1

=(n+2

=[n+2]u0+u0+r[n+1]

=+ Z]Uo +Upa
2

donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n] est vraie,

U, +u,

soituy +u, +...+u, =(n+1x

94. 1.2 - [x+1)2=x2-2x -1
A=[(-22-4x1x(-1)=8

_-2-Ve %ﬁw

X f=1_ Zetxz-
X —00 1—\/5 1+\/§ +00
22 =[x+ 1)2 + 0 -0 +

2. Pour tout entier n = 4, on considére la propriété
P(n) : « 2" = n?».

Initialisation : pour n = 4,
2=16 et 42=16, donc 24 = 42,
Donc la propriété est vraie pour n = 4.

Hérédité : soit n € N tel que n = 4. Supposons que
P(n) est vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

2m1 =20 x 2

donc 2™ =n?x 2

or n>4>1+\/§. Donc 2n% - [n + 1) > 0, soit
2n2> (n + 1)2

donc 2™ = (n + 1)?

donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout entier n = 4, P(n) est vraie,
soit 2" = n?,

Limite d’une suite

95.1.100%x 1,1=110

Donc en 2020, il y aura 110 habitant-e-s.
110%x1,1=121

Donc en 2021, ily aura 121 habitant-e-s.
2.a)v,=100;v,=110etv,=121.

bl v,, = 673 ;v,, = 1745 ; v, = 4526

¢) On conjecture que limv, =+®.

n—>+%
3. Une telle évolution est impossible. La popula-
tion sera confrontée a des problemes de place et
de ressources.

96. 1.30000x%+10000=37000

Donc en 2021, ily aura 37 000 abonné-e-s.

37000x£+10000:43300

100
Donc en 2022, il y aura 43 300 abonné-e-s.
2.a)u,=30;u,=37;u,=433
b) Onau,=30etpourtoutne N, u
u,, = 91,490 ; u,, = 97,033
u,, = 98,965 ; u = 99,639.

c) On conjecture que limu, =100.

n—>+o

=0,9u_+10

1
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97.a) limu, =+x 3.a)PourtoutneN,n+1>n
. y .
. , 1 4 donc4n+1> \/; car la fonction racine carrée est
b) Pour toutn € N", v, =n*| 1- - - s strictement croissante sur [0 ; +of.
Donc nl'jlvn =t Doncv, > \/;
. n’ n ; -
c) Pourtoutn € N, w, = = T b]n“ﬂl\/;_m
4 . L .
n? x [1 - —2] 1- - Donc d’apreés le théoréeme de comparaison,
n n
limvy, =+,
Donc limw, =+, e

o 1 4. Donc limy/n+1 +\/; = 00

n—+®

d) Pour tout entiern > 2, n® - <a,.

n? -4 donc limu, =0.
limn® - =+00 e
n—+o n2 _ 4

Donc d'aprés le théoréme de comparaison, 101. 1. Faux contre-exemple u 1

lima, =+ n
n—+o

: 2

limu,=0 etv, =-—=-2n,

'I n—+% u
98. 1. Faux contre-exemple u, = —. "
) ) n donc limvy, = -,

(u ) converge vers 0, mais (v ) diverge vers +. neer

2. Faux contre-exemple u_= (-1)". 2. Vrai si pour toutn € N, u =2,

(u ) diverge et (v ) diverge également. 1 1 L _
alors —=— car la fonction inverse est stricte-

uﬂ
99. 1. Faux contre-exemple u, = (-1)". ment décroissante sur 10 ; +oo].
. n? =1 n%+n

2. Vrai <y, < carn’>0 Donc _32_1 soity = -1.

nZ n2 u ’ n

! 1

1 1 - =—
donc 1- —<v, <1+ 3. Faux contre-exemple u, .

n? n

(u) est décroissante, et v = -2n, donc (v ] est
, 1 : 1 L . n n

or l|m1——2=1 et im1+—=1 décroissante aussi.

n T 4. Faux contre-exemple u_= (- 1)".

donc d’apres le théoreme des gendarmes, (u) et v) sont divergentes.

limv, =1
102.[ -9
u=0
100. 1. Non: limy/n+1=+o et lim\/;=+oo. for i in range(0,100):
o noe U=(-1)**i/(2*i +1)
Donc on a une forme indéterminée « +00- ». s=s+u
print(s)
(\/n+ —\/;)(\ln+1+\/;) print (4*s)

2. Pourtoutne N, u, =

\/n+1+\/g
n+1-n 1

\/n+1+\/;=\/n+'|+\/;.

donc u, =

24
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Représentation graphique et limite
103.1. et 2.
y

4
31
2

~ x

2 10 izéiéé%ééboﬁ
0

-1 uyu,

2. On conjecture que la suite (u ) est décroissante
et a pour limite 2.

104.1.

10u,/1 2 3 4 5
-1 U, d, d;d

2. On conjecture que la suite (u ) est décroissante
et a pour limite —oo.

o

105.1.u,=3;u,=-1;u,=3;u,=-1.
2. On conjecture que la suite (u ) n"est pas mono-
tone, et n"a pas de limite quand n tend vers +x.

Etudes de suites

106. 1. Pour tout n € N, on considére la propriété

Pln):«1<u_ <u »
n+1 n

Initialisation : pour n = 0, u, = 2 et u, =2+ 1=1/3.
Donc 1 s u, s u,.
Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que Pln) est
vraie, et montrons que P(n+1) est vraie.

Onal<su . <u
n+1

donc [1+1<\lu,,, +1<,Ju,+1 car la fonction

racine carrée est strictement croissante sur
[0 ; +00[.

Donc 1= \/5 <u,,<U,,.

Donc Pn+1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pourtoutneN, 1< u.,su.

2. La suite (u ) est décroissante et minorée par 1.
Donc elle converge.

107. 1. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln) : «u >0 ».

s e 201
Initialisation : pourn=0,y;=—=->

30+1 3
donc la propriété est vraie pour n = 0.
Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n+1) est vraie.
2 20 %2 2
= =u

3

Onau,, = = =
3n+2 3n+1 X 3

oru >0,doncu ,>0.

n

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit

u >0.
2. Pour toutn e N, un>0.
or Yot 22 g,

u

n

Donc la suite (u ) est strictement décroissante.

3. (u ) est décroissante et minorée par 0, donc elle
est convergente.

1 (2) 1 2
bou,=—x|—| =axg"aveca=—etqg=—.
3 |3 3 3
5.0r-1<g<1,donc limg"=0.

n—>+o

Donc limu, =0.

108. 1. f est une fonction polynéme du second

degré. oc=—£=— 2 =1
2 2x (-1

B=fla)=1,doncona:

X — 00 1 + 00

2. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln):«0< u, < u., s 1 ».

Initialisation : pour n=0, u,=0,5 et
u,=-052+2x0,5=0,75.
DoncO0su,<u <1

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onal=su<u_=<1.
n n+1
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Or f est strictement croissante sur [0; 1] ;

donc f(0) < flu ) < flu_, ) < f(1).

Os<u, <u,s<1

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
Osu <u
3. (u ) est strictement croissante et majorée par 1,
donc elle est convergente.

h(=fl) = €=-02+2¢

n+‘|S 1.

s 02-¢=0
=L€€-1=0
<€=00uf-1=0
<{€=00uf=1

Or u, = 0,5 et la suite (u ) est strictement crois-
sante. Donc € = 0,5

donc limu, =1.
109. 1. Pour tout n €N,

1
un+1_3 Un_3

|
<
1}

26

2. PourtoutneN,v =v,+nxr
1 1

orv, = =-—
u-3 6
doncvn=———1 _i=2n
6
1
Orv, = ,doncu,=—+3
u, -3 v,
doncu, = +3.
-1-2n

3. lim(-1-2n)= -

n—+w

donc lim =0.
n>+»-1-2n
Donc limu, =3.
110. 1. u, = fly,) = 2233 11
4+3 7

2. fest dérivable sur [0 ; 4] et pour tout réel
x € [0; 4],
34+x)-(2+3x)1 10

(b+xP  (b+xP

Donc f est strictement croissante sur [0 ; 4].

f(X)=

3. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln):«1<u  <u<3n»

Initialisation : pour n =0, u, = 3 et u, = 1_71
DoncO0su, su;<3.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.
su =<3

Onal<su
n+1

or f est strictement croissante sur [0 ; 4] ;
donc (1) < flu, ) < flu) < f(3).

1
1$un+1$un+2$_$3

Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit

IT<su_ <us<3.
n+1 n

3. [un] est strictement décroissante et minorée
par 1, donc elle est convergente.
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b 0=fl0) o = 230
L+l
o 0lh+6)=2+3¢
S0+ l-2=0

A=1-4x1x(-2)=9>0

—1+\/§_1
2
Or pour toutn €N, 1 su s 3.

(= _2 =-2etl,=

Donc 1 =¢=3.Donc limu, =1.

n—>+%

111. A. Etude de la suite (u )

1. Pour tout n € N, on consideére la propriété
Pln):«u =3x2"+n-2»

Initialisation : pourn=0,u,=1et3x2°+0-2=1,
doncu,=3x2°+0-2

donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau, ,=2u -n+3
=208x2"+n-2)-n+3
=3x2""+2n-4-n+3
=3x2""+n+1-2

Donc Pln + 1) est vraie.

1

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
u=3x2"+n-2.

2.2>1,donc lim2" = +o°.

n—+

limn=+%, donc limu, =+,

n—+o n—+%

3.a)

u=
n=

- O P

e u<=1000000 :
n=n+1
u=3*2**n+n-2
print(n)

whi

b) Le rang correspondant est n = 19.

14

n

B. Etude de la suite [ﬂ]

1. Pourtoutn e N,

3+n—2
% 2" 2"

n

u, 3x2"+n-2

n

donch—ﬁ=3+n_1— 3+n—2
Vn+1 Vn 2n+1 2n
_n-1 _ n-2
2n+1 2n
n-1-2n-2)
- 2n+1
_-n+3
- 2n+1
sin=3,alors-n<-3,donc-n+3<0.
Donc Zrs _ Y <
Vn+1 Vn

. |u _ . .
Donc la suite (—”J est décroissante a partir du

rang 3. Va
2. U—”=3+i—£
% 2" 2

n

0rsin>4,0<£<l.

2" n

Or liml=0. Donc d’apres le théoreme des gen-

n—+x n

darmes, lim n 0.

n—+%° 2n

De plus, 2 > 1, donc lim2" =+,

n—+o

Donc lim£=0, et limu—”=3.

n—+% 2n n—+0 Vn

112.1.U0=—3;U1=2u0+4=_2;
u,=2u,+4=0;u,=2u,+4=4.

2. ,=_3

for 1 in range(l,21):
u=2*u+4

print(u)

3.u, = 1048572

113. A. Conjecture
1. Il faut rentrer =B2/(B2+8).

2. On conjecture que la suite (u ] est strictement
décroissante et tend vers 0.
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3 u=1

for i in range(1,31):
u=u/(u+8)

print(u)

B. Etude générale

1. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln): «u >0 ».

Initialisation : pourn=0,u,=1>0.

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

u
. Or u > 0, donc u.> 0.
u,+8

Onau,, =

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n] est vraie, soit
u>0.

2. Pour toutn €N, u > 0.

1

Et n+1_ .

u, u,+8
Orun>0,doncun+8>8,donc <l.
u,+8 8

u
Donc = < 1. Donc la suite (u) est strictement
Un

décroissante.

3. La suite (u ] est strictement décroissante, et
minorée par 0. Donc elle est convergente.

C. Expression du terme général
1. Pourtoutn € N,

AT PO A S IPPIC:)
Un+1 un un
u,+8
u +7u, +56 8xl(u, +7)
doncv,,, = =
un Un

7
doncv,,,=8x|1+—|=8v,.

un

Donc (v ) est une suite géométrique de raison 8 et
de premier terme v, =1+ 7. 8.
Ug

2. Pourtoutn €N, v =8x8"=8".

Orvn=1+l. Doncl=vn—1.
u u

n n

28

. Doncu, =L.
v, -1 8m1 -1

n

Soitu, =

3.8>1,donc lim8" =+w.

n—+%

Donc lim 8™ -1=+00. Donc limu, =0.

n—s+w n—+%o

4. limu, =0, donc tout intervalle ouvert contenant

0 contient tous les termes de la suite a partir d'un
certain rang.

Donc il existe un entier n,, tel que pour toutn=n,,
u €1-10"%; 10"®[, donc u <107'®.
D’aprés la calculatrice, ny= 20.

Suite géométrique et somme

114.a)u, =5 1- [O—SZJ ~5°(1-0,047)

-1<0,04 <1,donc lim0,04" =0

n—>+o

donc Lim1-0,04" =1.

n—>+%

5> 1, donc lim5" =+ donc limu, =+o.

n—>+ n—+%

blv,=6" 1—[2]
6

£> 1, donc lim[zJ =400

n—+%0 6

donc lim1- [ZJ =-o00,
n—+% 6

6 >1,donc limé" =+ donc limvy, =-cx.

n—+w n—+%

cAw, =9 1—[§]
9

—1<%<‘|, donc lim[§] =0

n—+% 9

donc lim1- [gj =1
n—+coe 9

9 >1,donc lim9" =+%o donc limw, = +x,

n—+w n—+w
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115.1. Pour toutn € N, u, =5><[%] )

n—+%© 4

Or —1<%<1,donc lim[lj =0.

Donc limu, =0.

n—+
2. Soit g la raison de la suite (u ).
S =Uyj+uU, +U,+...+U

- 2 n-1
S U+ UX G+ U X G+ .+ U X ]
- 2 -1
=ux(1+q+q*+...+q"")

=u0><1_q

1-q

4
=5><71

1-—

A

—1<%<1donc lim[lJ =0.

n—+% 4

Donc lim1- 1 =1. Donc lim50=@.
4 3

n—+% n—+%

116. 1. Soit g la raison de la suite (u ).
S =uU +U,+U,+ ... +U
SU AU XGHU XG U X g
=u,x(T+g+q°+...+q"")

=u1><1_qn

-q

5
=hx——2

-

5

2. —1<%<1 donc lim

Donc lim1-

n—+%

117.1.a) S,

b)S, =uy+u, +u,+...+u,,

n—>+c|

(%] - 1.Donc limS§, =5.

nN—+%

SU HU HU+ .+ U

o TUI T, n
- 2 n
= Uy +UyX G+ U X G+ ..+ U X ]
— 2
=ux(1+g+q’+..+q")

_ An+l
=u0><—1 9
1-q
1n+1
3
—9><41
1-—
3

27 1n+1
=—x|1-|=
2 3

1

- 2 n+1
—U0+U0Xq+UUXq +...+U0Xq

=ux(1+q+q*+...+q™)

= Uy X

_ qn+2

T-q

2. —'|<l<1 donc lim 1 =0.
3 n—+o| 3

n+1
lim1- [l] =1
n—+ 3

donc lim S,

n—+%°

118.1.al S,

s= U+ U+ U+ .+ U,

— 2 24
S U+ Uy X G+ U X G2+ .+ U XQ
— 2 24
=u,x(1+g+g°+...+q%
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_ 25
=u0><1 9
1-q
125
2
=-10x 1
1-—
2

Donc S, = -20.

2.a)S =uj+u Fu, U
— 2 n-1
U+ U X g+U X G +...+UyXq

=ux(1+qg+q*+...+q"")

=u0><1_qn
T-q
2
—10><—1
1-2
2

b) —1<1<1 donc lim[lj =0.

n—+% 2

2 n
Donc lim1—[1] =0.
n—+% 2

Donc lim S, = -20.

n—+%

’I _ 5n+1 ’I

119. 1'Sn = =—_X[’|_5n+1]
5 4

2.5>1,donc lim5" =+

n—s+o

donc [im(1-5™") = -

donc lim S, =+
120.1.A,=32=9;A =152=2725

2.Pourtoutne N, A, = %

Donc (A ) est une suite géométrique de raison l
4

3. Pour tout n € N,

n-1 n-1
A=A X 1 =9 x 1 .
4 4

30

4. Notons S laire formée par lensemble des
2

n premiers carrés.
S =A+A
0 1 n-1
=9x 1 +9x 1 +..+9% 1
4 4 4
0 1 n-1
=9x 1 + ! ot —
4 4 4

+..+A
n

JEEN

n—+% 4

5. -1 <%< 1, donc lim[lJ =0.

Donc limS, =12.

n—+%

Donc si on continue indéfiniment cette construc-
tion, l'aire de la figure formée par l'ensemble des
carrés sera 12 cm?.

Etudier des phénomeénes d’évolution
121. 1. 15000x[1—%}+1 000=14500. Il y aura

14 500 habitant-e-s en 2020.
2. On note u, le nombre d’habitant-e-s en 2019 + n.
En 2019, ilya 15000 habitant-e-s, donc u,= 15 000.

Chaque année, la mairie prévoit que 10 % des
habitant-e-s quitteront la ville, et 1 000 nouveaux
habitant-e-s s'installeront.

Donc pour toutn €N,

Uy =, x| 1= 2| 41000 = 0,9u, +1000.
100

3. Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) :
«u =5000x0,9"+ 10000 ».

Initialisation : pour n =0, u, = 15000 et
5000 x 0,9°+ 10 000 = 15 000.

Donc u, =5 000 x 0,9%+ 10 000.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie,
et montrons que P(n + 1) est vraie.
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Onau, ,=09u +1000

u ., =09x (5000x 0,97+ 10 000) + 1 000
=5000x 0,9 + 10 000

donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pourtoutn €N, u =5000x0,9"+ 10 000 .

4.-1<0,9<1,donc lim0,9" =0.

n—>+%

Donc limu, =10000.

n—s+w

Le nombre d’habitant-e-s de la ville tend vers 10 000.

122.1.100%|1- 2 |+ 595,
100

Donc en 2021, il y aura 95 tigres dans la réserve.

2.u,=100. Et chaque année, 10 % de la population
de tigres meurt, et 5 nouveaux tigres sont recueil-
lis dans la réserve.

Donc pour toutn e N,
U, =U, X 1—£ +5=09u, +5.
100

3.a) Pour toutn €N, on considére la propriété
Pln): «50=<u_,
Initialisation : pour n =0, u, = 100 et u, = 95. Donc
0 =su, su,

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

OnaS0=<u <u,.
0,9%x50+5H =< 0,9un+
DoncS0<u,_, "

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
O0=<vu , su.

b) (u ) est strictement décroissante et minorée par
50, donc elle est convergente.

4.a) PourtoutneN,v =u . -50

=0,9u_ +5 - 50
= 0,9u, - 45

=09 u, - E
0,9

=0,9(u, - 50)
= 0,9vn

=U ».
n

+5<09u +5

1
S
n+

donc (v) est une suite géométrique de raison
q=0,9 et de premier terme v, = u, - 50 = 50.

b) Pour toutn € N, v =v, xg"=50x0,9"
Or v.=u - 50, donc u=v + 50.
Donc u = 50 x 0,9 + 50.

c)-1<0,9<1,donc lim0,9" =0.

n—+0

Donc limu, =50.

d) Le nombre de tigres diminue et tend vers 50.

123 A. 1.u1=16000><[1—%}= 13600

u, =13 600 x 1—£ =11560
100

2. Pourtoutn e N,
U, =u, X 1—£ =0,85u,

100
donc (u) est une suite géométrique de raison
q=0,85.
Donc u =u;xq' = 16 000 x 0,85".
3.-1<0,85<1.Donc lim0,85" = 0.

n—>+0

Donc limu, =0.

n—+%o

4.al[ y=16000

n=0

while u>2000 :
n=n+1
u=0.85*u

print(n)

b) La valeur de n a la fin du programme est 13.

B.1.Le 1°"juillet, elle préléve 15 % du capital dispo-
nible pour préparer ses vacances. Le 1¢ décembre,
elle rajoute 300 €.

Donc pour toutn €N, V.= 0,85vn + 300.

2. Pour tout n € N, on considéere la propriété
Pln) : «v_=14000x0,85" + 2 000 ».
Initialisation : pour n =0, v, = 16 000 et
14000 x 0,85° + 2 000 = 16 000

donc v, =14 000 x 0,85° + 2 000

donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

31



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

Onav ,=0,85v +300
=0,85(14 000 x 0,85" + 2 000) + 300
=14 000 x 0,85™" + 2 000

donc P(n + 1) est vraie.

1

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
v = 14000 x 0,85" + 2 000.

3.-1<0,85<1,donc lim0,85" =0.

Donc limv, =2000.

n—+%

124. A 1.0, =u, x| 1+——| =530
100

U, =U; X 1+i =562
100

2. Pour toutn e N,
Uy, =U, X 1+i =106u,
100
donc (u) est une suite géométrique de raison

g=1,06.
Donc u =u,xq' = 500 x 1,06".

3.1,06 > 1,donc lim106" =+

n—+o

donc limu, =+,

n—>+o%

B.1.["u=500

n=0

while u<1000 :
n=n+1
u=1.06*u

print(n)

2. La valeur affichée a la fin de l'exécution de ce
programme est 12.

Donc le nombre de films aura doublé a partir de
12 mois (ou un an) aprés l'ouverture.

C. 1. Chaque mois, 10% des personnes se
désabonnent, et il y a 2 500 nouveaux abonnés.

Donc pour toutn € N,

voa=|1- 2l +2500=0,9v, +2500.
100

=v_, -25000

= 0,9v_+ 2500 - 25 000

= 0,9v - 22500

2.a) Pourtoutn €N, w,

32

o[y, - 22500
09

= 0,9(v_ - 25 000)
=0,9w,

Donc (w,) est une suite géométrique de raison

g =0,9 et de premier terme

w, = v, - 25 000 = - 10 000.

b) Doncw_ =w,xq"=-10000x0,9"

orw =v -25000, doncv =w_ +25000.

Doncv =-10000 x 0,9" + 25 000.

3.-1<0,9<1,donc lim0,9" =0.

n—+%©

Donc limv, =25000.

On peut donc prévoir une stabilisation du nombre
d’abonnés, autour de 25 000.

125.1. Pourtoutn €N, a +b = 1.

2. Chaque année, Electic perd 5 % de ses clients,
mais récupere 15 % des clients de Energo. Donc
pour toutn €N,

5 15
w1 =|1-——=1a, +—b,=0,95a +0,15b .
100 100 " "
3.Donca,, =095 +0,15(1-a)
= 0,8 +0,15.

4. a) 2030 = 2020 + 10. Il faut donc calculer a,

a=0.55

for i in range(l,11):
a=0.8*a+0.15

print(a)

b) a,= 0,729. Donc en 2030, Electic aura environ
72,9 % des parts de marché.

5. a) Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln):«a <a ,h <075 ».

Initialisation : pour n=0, a,= 0,55 et
a,=0,8a,+0,15=0,59.

Donc a,sa, s 0,75.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que Pln + 1) est vraie.

Ona as<a 6 < 0,75.

0.8a,+0,15<0,8a_, +0,15< 0,8x 0,75 + 0,15
Donc a., , S 0,75.

Donc P(n + 1) est vraie.

S¥]
n+.
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Conclusion : pour tout n € N, P[n] est vraie, soit
as<a_<075.

b) (a ) est strictement croissante et majorée par
0,75, donc elle est convergente.

£=08¢+0,15<0,2¢=0,15<¢=0,75

Donc lima, =0,75.

c) Le pourcentage des parts de marchés de Electic
augmentera et tendra vers 75 %.

126. 1. En 2010, le magazine n'est proposé que
sous forme papier, donc a; =100 % = 1

et b, =0 % = 0. Chaque année,

- 10 % des abonnés a la version papier passent a
la version numérique ;

- 6 % des abonnés a la version numérique passent
a la version papier ;

- le nombre global d’abonnés reste constant.
Donc pour toutn € N,

Apy = 1_£ a, +ibn-
100 100

=0,9a +0,06b .

2.0ra +b =1.
Donca_,=0.9a_ +0,06(1-a)
Donca,, =0,84a +0,06.
3.a) PourtoutneN, ¢  =a ,-0375
=0,84a +0,06 - 0,375
=0,84a -0,315
=0,84[an M]
84
- 0,84(a, - 0,375
- 0,84c,

donc (c,) est une suite géométrique de raison 0,84
et de premier terme C, =38y~ 0,375 =0,625.

b) Donc pour toutn €N, ¢, = 0,625 x 0,84".
c)Orv =a -0,375 donca =v +0,375.
Donca, =0,625x0,84" + 0,375.

Etb =1-a =0,625-0,625x0,84".

d) -1<0,84 < 1donc lim0,84" =0.

Donc lima, =0,375.

n—+

4. On cherche le plus petit entier ntel quea, <b ,
soit a < 0,5.

A laide de la calculatrice, on trouve n = 10. Donc
en 2020, la proportion d'abonné-e-s a la version
papier devient inférieure a la proportion d'abon-
né-e-s a la version numérique.

127. Travail de U'éléve.
128. Travail de l'éléve.

129. Travail de Uéléve.

Exercices bilan p. 38

130. Démontrer par récurrence

Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) :
«1T+3+5+...+(2n+1)=(n+1)2»
Initialisation : pourn=0,1=(0 + 1)

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

1+3+...+02n+1)+(2n+3)
=n+1)2+2n+3

=n’+2n+1+2n+3

=n’+4n+4

=[n+2)?

Donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc1+3+...+(2n+1)=(n+1)?

131. Déterminer la limite d’une suitre
a) Pour toutn € N,
2.0

n21+§—§
n n? _ n n

= " (5 1
n? 2+§—i n2+—-—
n nd n n

or lim 1+§—£ =1
n—+% n n2

lim[2+§—i]=2et limn=+o.
n—+% n n3 nN—+0

Donc limu, =0.
b) Pourtoutn €N, -1 < (-1)<1.

3 8

Donc \/;—1$vn$ n+1.
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Or lim\/;—1=+00. Donc d'apreés le théoreme de

n—+

comparaison, limv, =+,

n—+%

c) Pourtoutn e N, -1 < cos(n) < 1.

Donc 25—1swns25+1.
n n

Or lim25+1= lim25—l=25

n—+o n n—+% n
donc d’apres le théoreme des gendarmes,

limw, = 25.

n—+%

4. limn? =+

n—+0o

Et2> 1, donc lim2" =+

n—s+o

Donc lima, = +%%.

n—>+%

5. Pourtoutn €N, b, =3" 1—{%} .

Or§> 1, donc lim[é] =400,

n—+% 3

Donc lim1- [éj = -0,
n—+o 3

Et 3> 1, donc lim 3" = +oo,

n—+%

Donc |im b, =-.

n—+%

132. Etudier la convergence d’une suite

1. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln):«0<u <1».

Initialisation : pour n=0, v, =0,5.

Donc0 <y, <1.

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onal<u <let0<1-u <1.
DoncO<u1-u)<1,soit0O<u, <T.
Donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P[n] est vraie, soit
0<u <1.

2. PourtoutneN, u_,
1—un=—un2<0.
Donc la suite (un] est strictement décroissante.

=u -u?
n n

Doncu
n+

34

3. La suite (u ) est décroissante et minorée par 0.
Donc elle est convergente.

133. Etude de U'évolution de la population de singes
A. Premier modeéle

l.u,=1etu =104x1=1,04.

2. Pour toutn € N, u.,= 1,04un.

Donc (u) est une suite géométrique de raison
q=1,04.

Doncu, = U, q" = 1x 1,047 =1,04".

3.1,04 > 1,donc limu, =+%.

n—+0

4. Ce modeéle n’est pas réaliste. Les singes seront
confrontés a un probléme de place et de res-
sources.

B. Second modéle
1. f est dérivable sur R et pour tout réel x,

)= ——x + 11
20

fix) =0 =x= 1—11 o x=22.

20

X —00 22 + 00

f + 0 -

f /12:'1\

Donc f est strictement croissante sur [0 ; 10].

2. a) Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln): «0<v <4»

Initialisation : pour n=0,v,=1donc0 <y, <4
donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onalsv <4

Donc fl0) < flv) < f(4) car la fonction f est stricte-
ment croissante sur [0 ; 10].

DoncOsv 6 <4
Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n] est vraie, soit

Osv <4
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b) Pour toutn € N,

Vo =V,

n+

)= —ivf +1lv, -v,
40

= —ivg +0,1v,
40

=v, X —ivn +0,1

orOsv <4

1

donc 0= —ivn =-0
4

0+0,1>—iv,1 +0,1=0
40

doncv,, -v =0.Donc lasuite (v ) est croissante.

1
c) [v) est croissante et majorée par 4, donc elle
est convergente.

) 0=fl0) o (= g2 4100
40
& _igz +0,14=0
40
1
s ¢ -—0+01 =0
40

< €=0o0u —i£+0,1=0
40

s{=00ul=4
Or la suite (v ) est croissante, et v, = 1.
Donc ¢ = 4.
3. n=0
v=1
while v<=3:
v=-1/40*v**2+1.1*v
n=n+1
print(n)

134. Evolution du nombre d’arbres dans une forét
1.u,=2500

10
u;=2500x|1-——[+100=2350
100

2. Chaque année, 10 % des arbres sont coupés, et
100 arbres sont replantés.

Donc pour toutn € N,

Uy =, | 1= 2|4 100=0,94, +100.
100

3.a) 2050 =2 020 + 30.
On cherche donc a calculer Uy

u=2500

for i in range (1,31):
u=0.9*u+ 100

print(u)

b) En 2050, il y aura environ 1 064 arbres dans la
forét.

4. a) Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln): «1000<u_, <u_ ».

Initialisation : pour n =0, u, =2 500 et u, = 2 350
donc 1000 s u, s u,

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onal000=su,  <u,

0,9x1000+100=0,9u,
donc1000<vu_,
donc Pln + 1) est vraie.

+100<0,9u_+100

1

=su
n+1

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
1000<vu ,<u,.
b) La suite (u) est décroissante et minorée par
1 000. Donc elle est convergente.
5. a) Pour toutn € N,
Vy=U,,-1000

=0,9u_+ 100 - 1000

=0,9u, - 900

=0,9(u, - 1000

=0,9v,
donc (v) est une suite géométrique de raison
g =0,9 et de premier terme v, = u, - 1000 = 1500
b) Doncv =v,xqg"=1500x0,9"
orv =u -1000doncu =v +1000.
Donc u = 1500 % 0,97+ 1000.

c)-1<0,9<1,donc lim0,9"=0.

n—+%

Donc limu, =1000.

Le nombre d’arbres dans la forét diminue et tend
vers 1 000.

Préparer le BAC

Je me teste p. 40

135.CetD
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136.A
137.C
138.A
139.B
140.B
141.c

142. AetC

Préparer le BAC

Je révise p. 41

143. Récurrence
1. Pour tout n € N, on considére la propriété
P(n) : « 2 divise 3" = 1 ».

Initialisation : pour n =0, 3° - 1 =0, donc 2 divise
30-1.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Ona3™-1=3x3"-1
or 2divise3"-1,donc3"-1=2k, ke Z.
Donc 3" =1 + 2k.
Donc 3™ =3 x (1 +2k] -1
=3x2k+2
=2x(3k+1)
donc 2 divise 3.
Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour tout n € N, 2 divise 3" - 1.
2. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln):«u =3x2"+1»
Initialisation : pour n =0, u; =4 et3x2°+ 1 =4
Doncu,=3x2"+1.
Donc la propriété est vraie pour n=0.
Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau, ,=2u -1

36

=2x(3x2"+1)-1
=3x 2"+ 1
donc Pln + 1) est vraie.

doncu
n+1

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour toutn €N, un=3><2”+ 1.

144. Limite d’une suite

b) limy, =

n—>+x

d) lima, =3.

n—+%

a) limu, = +o%.

n—+%

N | W

c) limw, =+,

n—+%o

e) limb, =0.

n—>+»

f) limc, = -ce.

n—+%

145 Compte en banque
1.y, =5750 etu,= 63125

2. Chaque mois, elle dépense le quart de ce qu’elle
a sur son compte. De plus elle dépose 2 000 € le
dernier jour de chaque mois.

Donc pour toutn €N,

%n=Unx[1-ﬁ%J+2000=Q7&%+2000

3.al| u=5000
for i in range (1,13):
u=0.75*u+ 2000

print(u)

b) Elle a 7 904,97 € sur son compte le 1 janvier
2020.

4. a) Pour tout n € N, on consideére la propriété

P(n) : « u <u <8000 ».

Initialisation : pour n =0, Uy = 5750 et u,= 6312,5.
Donc u, < u, < 8 000.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau s<u, 6 <8000

0,75u,+2000=<0,75u,_, +2000=<0,75x8000+2000
doncu, ,<u, <8000

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pour toutn €N, usu s 8 000.

b) La suite (u ) est croissante et majorée, donc elle
est convergente.



Chapitre 1: Suites et récurrence

5. a) Pour toutn €N,

Vo = U,,, — 8000
=0,75u, + 2000 - 8 000
= 0,75(u, - 8 000}
=0,75v,

donc (v ] est une suite géométrique de raison 0,75,
de premier terme v, = u, - 8 000 = -3 000.

b) Pour toutn € N, v = -3 000 x 0,75".
v =u -8000,doncu =v +8000
Donc u, =8000-3000x0,75".
6.-1<0,75<1,donc lim0,75" =0

n—+%o

donc limu, =8000.

n—+%

La somme sur le compte tendra vers 8 000 €.

146. Evolution d’une population de tortues

A 1.u,=09%x03x(1-03)=0,189;

u,=0,138.

Ily a 189 tortues en 2001 et environ 138 en 2002.
2.a)PourtoutneEN,0<1-u <1.

Donc 0=<09u (1-u)=<09u caru =0.

, <09

b) Pour tout n € N, on consideére la propriété
Pln):«0<u =<0,3x0,9»

Initialisation: pourn=0,u,=0,3et0,3x0,9°=0,3.
Donc 0 < u,<0,3.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onalsu, 6 <09u.

Donc0 < u.,s 0,9%x0,3x0,9"
donc0=<wvu , =<03x09"".
Donc Pln + 1) est vraie.

DoncO<u
n+

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pourtoutn €N, 0su <0,3x0,9

c)-1<0,9<1,donc lim0,9"=0

n—+%

Donc lim0,3x0,9" =0

n—>+%

D'aprées le théoréme des gendarmes, limu, =0.

n—>+o%

Cette population de tortues est donc en voie
d’extinction.

3.1
n

=0.3
whi

0
0
le u>=30:
u=0.9*u*(1-u)
n=n+1
print(2000 +n-1)

B.1.v,, = 1,060,032 x (1 -0,032) = 0,033
v,, = 0,034

L'y a environ 33 tortures en 2011 et environ 34 en
2012.

2. limv,,=lim106v,(1-v,)

n—>+ n—>+%

Or fimv, = =
Donc € =106 x¢x(1-4¢).

3. La suite [v) est croissante.
Donc pour tout n = 10, v =V,
Doncv = 0,032.

Donc la population de tortues n’est plus en voie
d’extinction.

o

Exercices

vers le supérieur

147. Somme par récurrence
Voir exercice résolu 1 page 17.

148. Abonnement sportif
Les bonnes réponses sont : a) et b).
a)Vraia, =1 500><(1—%]+400=1300

b) Vrai chaque année, 40 % des abonnements ne
sont pas renouvelés, et il y a 400 nouveaux abon-
nés. Donc pour toutn € N,

a,=|1- ﬂ a, +400=0,6a, + 400.
100

c) Faux pour toutn €N, v  =a . -1000

1
=0,6a + 400 -1 000
- 0,6la, - 1000)
=0,6v
Donc (v ) est une suite géométrique de raison
qg=0,6.
d) Faux v, = a, - 1000 = 500
Pour toutn € N, V. =V, Xq"= 500 x 0,6"

1
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orv =a -1000,donca =v +1000
a =500x0,6"+1000.

149. Vrai-Faux (1)

Vrai soit (u ) une suite croissante, admettant une
limite finie €.

Pour toutn € N, Uysu, < €.

Donc (u,) est bornée.

150. Somme télescopique

1. limn=+o

n—+

limn+1=+o

n—+%

Donc limu, =0.

n—>+%

2. Pour tout n € N,

1 1 n+l-n 1
n n+l nln+1) n[n+1]
doncun=l— 1 .

n n+1

3. Pour tout n € N,

S =U +U,+U,+...+U

4. Donc limS§, =1.

n—>+%

151. Vrai-Faux (2)

1. Faux contre-exemple : u_=n + (- 1)
uy=1,u,=0,u,=3,u, =2 Lasuite (u) n"est pas
monotone, mais a pour limite +.

2. Vrai démontrons cela par récurrence.

Pour tout n € N, on considére la propriété Pln) :
«u =3"+n-1»

Initialisation : pourn=0,u,=0et3°+0-1=0.
Doncu,=3°+0-1

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.
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Onau ,=3u -2n+3
=3(3"+n-1-2n+3
=3™"+n

=3""+n+1-1
donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
u=3+n-1.
152. Suites adjacentes

1. La suite (v ) est décroissante, donc pour tout
neN,v <v, OrpourtoutneN,u <v.Donc
u <v,

La suite (u ) est croissante et majorée par v,. Donc
elle est convergente.

La suite [un] est croissante, donc pour toutn € N,
u=u.

n 0
Or pour toutn €N, u <v . Donc U, < v,
La suite (v ) est décroissante et minorée par u,.
Donc elle est convergente.

Or limlv, -u,)=0.

n—>+%°

Donc limv, - limu, =0.

n—+ n—+

Donc limv, = limu,.

2. La suite (u ) est croissante et a pour limite ¢.
Soit n € N. Pour tout entier p = n, u,=u,.
En faisant tendre p vers +, on obtient £ = u.

La suite (v ) est décroissante et a pour limite €. De
méme on montre que £ <v .

Donc pourtoutneN,u s{f<v.

n

1
(n+1
Donc (u ) est strictement croissante.
Pourtoutn €N, v -v

1 1

3.a) Pourtoutne N, u,,,-u, =

= un+1 +

(n+1x(n+1 +n><n!

1 1 1
= + —_
(n+

(n+xh+1M nxn!

n[n+1]+n—[n+1][n+1]

n[n+1][n+£
n +n+n n-1

nln +N(n+ 1)

-1

T nln+ D+ !
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doncv .-v <0
n+1 n

donc (v ] est strictement décroissante.
1
nxn!

Etv,-u, =

donc lim{v, -u,)=0

donc (u ) et [v ) sont adjacentes.
b) Donc (u ) et (v ) sont convergentes.
C] u10 ses V1U

Donc e = 2,718282.

153. Suites vérifiant une relation de récurrence
d’ordre 2

A 1l.u,=au, +bu,
doncu,=4,5x2+(-2)x1=7.
2. x’=ax+box-45x+2=0
A=(-45)-4x1%x2=1225

L 4B-\1225 1 45+41225

1 = 2

2 2 2

3.a) PourtoutnEN,un=7\,x[%] +UX 4",
0
u0=k[%J +Ux 4% doncA+p="1

1
1
u1=k[lj +Ux 4", donc—A+4p=2
2 2
A+p=1 H=1-2

1 Ak
hrhp=2  |=A+4l1-N)=2
2 2

donc pourtoutnEN,un=é 1 +§><4”.
7\2 7

n—+0 2

b]—1<%<1, donc lim[lJ =0

4> 1,donc lim4" =+

n—+%

donc limu, =+00.

n—>+o%

B.1.u,=au, + by,
doncu,=10x2-25%x1=-5.
2. x2=ax+box?-10x+25=0
A=(-10)2-4x1x25=0
_10_
="
3.a) Pourtoutn € N, u, =Ax 5"+ pxnxb"
U, =A5)° +ux0x5, doncA=1

u, = AB)" +px1x5" donc 5A + 5p =2

Xo 5

3
doncpb=-—.
H 5

Donc pour toutn € N, u, =5" - %n x 5",

blu, = 5”[1 - §n]
5

5>1,donc limb5" =+

nN—+%

lim(1 - En} =-00
n—+% 5

donc limu, = -<.

n—+%

154. Clefs oubliées

A laide d'un arbre pondéré, on a:

¢,.,=05c +03(1-c)=02c +0,3.

1.Vraic, =0,1<0,2c,+0,3=0,32
&c, = 0,32

,=0,2¢c +0,3

3. Vrai pour tout entiern = 1,

8¢ =8v +3.Doncv =c -0,375

=c,,-0375

=0,2¢c,+0,3-0,375

0,075

2. Fauxc ,

Donc v
n+1

=02 ¢

n

=0,2(c_-0,375)
=0,2v,
donc (v ] est une suite géométrique de raison 0,2.
4. Vrai pour tout entiern = 1,
v =v,x0,2""
Or v =c, - 0,375, donc C =V + 0,375
soitc =v, x0,2"" +0,375.

Or-1<0,2<1,donc lim0,2'=0

n—+%

donc limc, =0,375.

n—+%o
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155. Limites de deux suites
a) (u ) converge vers ¢, et (v ) converge vers ¢,.

Donc€1=3g1+g2 et €2=@
ﬁ=€—2 et €—2=£.Donc€1=€2.
L 4 6 6

156. Vrai-Faux (3)

1. [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur dans l'expression de u,. Les
éditions suivantes et la correction ci-dessous uti-
lisentu =2+(2+22+ ...+ 2.

Vrai pour tout entiern =1,
u=2x1+1+2+2%+...+2

=2>{1+1_2n]
1-2
=2x(1-(1-27)

- 2r7+1

Donc v, est une suite géométrique de raison 2 et
de premier terme u, = 4.

v1=u1—1=3;v2=u2—1=7;v3=u3—1=15.
or¥a Yz

v,
Donc (v} n’est pas une suite géométrique.
2.Vrai limnu, =¢.

Donc tout intervalle contenant € contient tous les
termes de la suite a partir d'un certain rang, c’est-
a-dire, pour tous réels a et b strictement positifs,
il existe un entier p tel que pour tout n = p,

€-a<nu <{+b

{-a {+b
—T<uy, <
n n
or im£=2 20 et im &2 ¢
N>+ n n—+® n

donc d'apres le théoréme des gendarmes,

limu, =0.

n—+%

3. Vrai démontrons cela par récurrence.

Pour tout n € N, on consideére la propriété P(n) :
«u =n+ 1 ».

Initialisation : pourn=0,u;=1=0+1.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.
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Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que Pln + 1) est vraie.

Onau,  =10u -9n-8
=10n+1)-9n-8
=n+2

donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
u=n+1.

157. Vrai-Faux (4)
u u
1.Faux L =e%et-2=e
Up Uy
oru,=0,doue™ =1, doncu,=u,
u, u
donce e et — = 2,
U 4
La suite (u ) n'est pas géométrique.
2. Faux on démontre par récurrence, que pour
toutne N, u = 0.

Et 2ol v <0
u

n

u . ..
donc =L < 1. La suite (u ) est décroissante.
u

3. Vrai voir question 2.

4. Faux la suite (u ) est décroissante et minorée
par 0. Donc elle converge vers un réel {.

Oré{=(fe‘s1-e9=0
<{¢=0o0ul-e*=0
< {¢=00uef=¢"
o{¢=0o0u-€¢=0

donc € =0, soit limu, =0.

n—>+%

5. Vrai voir question 4.

158. Convergence de la méthode de Héron
1. fest dérivable sur R, et pour tout réel x,

2 _
F=t -2 1, X2
2 X2 2 X2
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159. Récurrence forte
X - _\/E 0 \/E +oe u=1;u,=3;u,=2u,-u;=5;u,=2u,-u,=7;
X2 -2 + 0 - i u,=2u,-u,=9.
X2 + + 0+ + On conjecture que u, =2n+ 1.
f(x) + 0 - - 0+ Pour tout n € N, on considére la propriété
_\/E Pln):«u =2n+1».
Initialisation: u =1=2x0+1etu, =3=2x1+1.
J Donc la propriété est vraie pourn=0etn=1.
ﬁ Hérédité : soit n € N". Supposons que P(n) et
P(n - 1) sont vraies, et montrons que Pln + 1) est
2. Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) : ~ vraie.
« \/E <y, SU». Onau,,=2u,-u,_,
1 ? =202n+1) - (2(n-1)+1)
Initialisation : pourn=0,u,=5ety, = §[5+ —] =27 =4n+2-2n+2-1
DonC\/§$U1$U0- =2n+3
=2(n+1)+1

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est ) .
vraie, et montrons que Pln + 1) est vraie. Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

donc Pln + 1) est vraie.

Donc pour toutn €N, u = 2n+ 1.
Ona \/§$un+1 =u,

or f est strictement croissante sur [\/5 : +oo[. 160. Rationnalité d’'un nombre
Donc f[\/§]$f[umlsf[un] Posons pour tout entiern =1,
s.12,12 12 12
donC\/§$Un+2 SUpy "T102 104 106 10
donc P(n + 1) est vraie. limS, =0,1212121212...
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie. de plus,
Donc pour tout n € N, \/ESUM <u,. Sn:% 1+%+%+...+103 _2]
3. La suite (u ) est décroissante et minorée par \/5
Donc elle est convergente. 12 1 ! 1 2 1 -
1 2 =0l "1 e Tt T
bi=fllet=—|0+= 100 10 10 10
2 L
.2 -

¢>2€—£+Z _EX [102]

S 202=42+2 100 1_i

& 02=2 10°

o (=2 ou =12 =EX1_[LJ

99 102
Or pour toutn € N, \/5 <u,.Donc /= \/5
5. u=5 or—1<i2<1.Donclim[L2J =0.
for i in range (1,101): 10 =10
u=1/2*(u+2/u) ) 12 12
print(u) Donc nlmsn =%. Donc 0,121212...=%, donc

0,121 212... est un nombre rationnel.
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161. Unicité de la limite
Raisonnons par l'absurde, et supposons que (u,)
admette deux limites € et ¢’ distinctes avec € < €’.
Posonsd=+¢"-¢:
(u ) tend vers € donc il existe un rang p tel que pour
tout n Bp,une{f—g;€+ﬂ}.

3 3
(u ) tend vers €’ donc il existe un rang p” tel que

pour toutn=p’,u, € £’—g;£’+g.
3 3

Donc pour tout entier n supérieurapetap’, ona

u, = Z—g;£+g N 6’—g;€'+g:
3 3 3 3

ce résultat est absurde car

E—g;€+g N 5'—£;£'+ﬂ
3 3 3 3

Donc il y a unicité de la limite.

Travaux Pratiques p. 44-47

TP 1. Application de la méthode de Newton

)

e Durée estimée : 45 min

o Objectif : Découvrir et utiliser la méthode de
Newton, afin de trouver des valeurs approchées
des solutions d'une équation de la forme f{x] = 0.

A. Etude d’un exemple
1.2.3. 4. et 5.

g [/
/
/

- N W N O~
—
e

N O
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B. Calcul des premiers termes
1.flx) =0 = x2-2=0

(:)x=—\/§oux=\/§
donc5={—\/5;\/§}.

2.y=fIx)x-x])+flx)
=2X [x-Xx)+x2-2
=2XX-X?-2
.y=0=2xx-x2-2=0

X2 +2
S X=
2X,
x2+2 1 2
donc X,,,=——=—|X, +—|.
2x, 2 X,

ox-2fxs 2]
2 X,) 6

1 2] 193

X, ==X, +— |=—
2 X, ) 132

5. x=13

for 1 in range (1,11):
X=1/2*(x+2/X)

print(x)

6., = 1,414 213 56

C. Etude d’un deuxiéme exemple
1.A=(-12-4x1x(-1)=5

=1—\/§ 1+\/§

X etx, =

2
ponc s 1=¥8 1+
2 2
2.
X2 X
X1 ‘_XU
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3.y=FfIxJx-x)+flx)
=(2x - x-x)+x?-x -1
=(2x - 1x-x2-1
by=0e(2x -1x-x?-1=0

X2 +1
& X=—"—
2x, -1
2
Doncx,,, = X+l .
2x, -1
_X+1 .5
ox -1 3
_Xp+1 34
Pox -1 21
6. X=2

for 1 in range (1,11):
X =(x**2+1)/(2*x-1)
print(x)

TP 2. Paradoxe de Zénon

e Durée estimée : 45 min

¢ Objectif : Découvrir le paradoxe de Zénon en
modélisant des suites a l'aide d'un tableur.

A. Etude a laide d’un tableur

1. Question sur ordinateur.

2. Dans la cellule B2, il faut rentrer 0.

Dans la cellule C2, il faut rentrer 900.

3. Dans la cellule D2, il faut rentrer =C2-B2.

4. Lorsque Achille court kK metres, la tortue par-

k
court — metres.
10

5. Dans la cellule B3, il faut rentrer =C2
dans la cellule C3, il faut rentrer
=C2+(B3-B2)/10.

6. Question sur ordinateur.

7. On conjecture que

limA, =1000 ; limT7,=1000. lim(T, -A)=0

n—+o0 n—+o n—>+

B. Etude théorique

1. Entre U'étape n et l'étape n + 1, Achille parcourt
ce qu’'a parcouru la tortue entre l'étape n - 1 et
étape n. Doncv =u ..

De plus, si Achille court kK metres, la tortue par-

k
court — meétres. Donc u, = Yo
10 10

2. PourtoutneN,u,,, = Yo _ o

10 10
Donc (u)) est une suite géométrique de raison %
et de premier terme u, = % =90.

3. Pourtoutn €N, u, =90x[%] .

Etv,=u, x10=900x i .
10

4.7 =900 +u,+u, +...+u

n-1

n-1
1 1
=900+u, +U,| — | +...+ U, | —

.
10

=900+100x|1- il
10

=1000—100i
10

A=vy+Vv +..+V

n-1
=V, +V, i +.. 4V i
o) T o
n-1
1 1
=V T+ — [+...+| —
(10] [10]

=1000—1000i
10
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5.7 - A =1000-100| —- | -|1000-1000|—-
10 10

=1000 il -100 il
10 10
=900 i
10

6.—‘I<i<1.Donclim i =0.
10 n—+| 10

Donc lim T, =1000.

n—+%

limA, =1000

n—+%

limT, - A =0

n—+o%

7. Pour toutn € N, Tn —Aﬂ > 0.
Donc 7 >A.
Donc Achille ne dépassera pas la tortue.

C. Deuxiéme modélisation
Pour tout € N, A =10n

et T =900 +n.
orA >T < 10n>900+n
< n > 100.

donc Achille dépassera la tortue au bout de
100 secondes.

TP 3. Modeéle de Malthus

e Durée estimée : 55 min

¢ Objectif : Etudier le modeéle de Malthus, qui est
une modélisation d’'un phénomeéne d’évolution de
population et de ressources.

A. Cas général

1. PourtoutneN,P  =(1+rP.

2. P est une suite géométrique de raison 1 +r.
Donc P =P (1 +r)".

3. PourtoutneN,a =a;,+sxn.
4.Sir>0,alors1+r> 1, donc(P)eststrictement
croissante et lim P, = +.

Sir<G0,alors 1+r <1, donc (P ] est strictement
décroissante et lim P, =0.

nN—+%
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5.Sis >0, alors (a ) est strictement croissante et
lima, =+x

n—+0

Sis <0, alors (a ) est strictement décroissante et
lima, =-.

B. Etude de cas

1. et 2. a) questions sur Uordinateur.

2. b) Dans la cellule B2, il faut rentrer 5,

dans la cellule C2, il faut rentrer 10.

¢) Dans la cellule B3, il faut rentrer =B2*1,01.

d) Dans la cellule C3, il faut rentrer =C2+0,1.

e) Question sur lordinateur.

3.

40 -

351

30

25

20

15

10
5

Pn
— An

0 . . . . . :
1750 1800 1850 1900 1950 2000 2050

4. La population aura doublé en 1870, soit au bout
de 70 ans.

5. La situation devient critique quand P_ > a_, donc
en 1970.

6. | n=1800

pP=5

a=10

while p<=a:
p=p*1.01
a=a+0.1
n=n+1

print(n)

7.Ce modele a ses limites, car atres long terme la
population continuera toujours d’augmenter alors
gu’il n'y aura pas assez de subsistances. De plus,
a trés long terme, la population sera confrontée a
un probléme de place.

TP 4. Modele de Malthus

e Durée estimée : 40 min

¢ Objectif : Etudier le modéle de Verhulst, qui est
une modélisation d'un phénomeéne d’évolution de
population.
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A. Comprendre l'équation logistique

1.r—an=r[1—9PnJ=r{1—&J
r K

2. limlr-bP,)=r
P,—0

3. lim(r-bP) = r[1 - 5]
P,—K K

Donc lim(r - bP,) =0.
P,—K

4P =P x(1+(r-bP)
P =P +(r-bP )P

n+

DoncP ,-P =[(r-bP)P =rP, [‘I - %]

C. Evolution de la population d’éléphants

B. Exemple de suites

1. a) Question sur l'ordinateur.

b) Dans la cellule D2, il faut rentrer =B3.

¢) Dans la cellule D3,

=D2+$B%$2*D2*(1-D2/$B%$1)

e) Question sur lordinateur.

2. a) La suite (P ) est strictement décroissante et
tend vers 15.

b) La suite (P ) n’est pas monotone et tend vers 15.

c) La suite (P ) semble alterner entre une valeur
comprise entre 17 et 18, et une valeur comprise
entre 9 et 10.

1. et 2.
Année 1905 | 1923 | 1930 | 1939 | 1945 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000
Eijzcilis 10 | 122 | 317 | 1021 | 2037 | 3277 | 5859 | 7095 | 7416 | 7483 | 7497
théoriques
Eijetilis 10 13 29 | 450 | 980 | 3010 | 5800 | 6500 | 7400 | 7200 | 7310
observés
8000 -
7000 -
6000 A .
5000 - frff,ed.'fs
4000 - eorlques
3000 A —=— Effectifs
2000 observés
1000 4
0

1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

3. D'apreés le graphique de la question 2, ce modéle semble cohérent.
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(o VR4 Limites de fonctions

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Manuel p. 48-79

Les opérations sur les limites sont admises. L utilisation de la composition des limites se fait en contexte.

Objectifs

= Déterminer une limite en linfini.

= Déterminer une limite en un réel.

- Conjecturer le présence d’asymptotes.

-> Déterminer une limite a l'aide des opérations sur les limites.
= Utiliser les théorémes d’encadrement et de comparaison.

- Déterminer une limite en utilisant la composée de fonctions.
=> Lever une indétermination.

Il. Corrigés 3. 4y
X%
Pour prendre un bon départ p. 49 -0 -8 -6 -4 -2/ \2 4 6 8 10
-4
1. Calculer des limites -6
al0 bl0 o dI0 el-o flo I
-12
2. Etudier les variations de fonctions B
1. f/(x) = 3x? + 6x -9 = [x = 1)(3x + 9) donc le tableau
de variations est :
X | 3 1 +o| 3-Manipuler des expressions algébriques
_Ay3 2 _ 5x X+2 -X
. . ; ~ 3 . 1. a) -6x3 + 5x2 -2 b) ™+ e*2+ e
f[] /\/ C]eAx+2e2XV2X_1+2X_1
X
2. a) 2x(4x? + 3x -6) b) e2x(e*x -4e* + ™)
2. '] 04 c) (ex-7x)(e* + 7x)
.g'[x)= >0 donc g est croissante sur
(ox - 1° 2. 5) 2= XX +4) by VXl/2x 1+ 3]
x—16 2x -2
©; AU 5+ -
4L J4 4. Encadrer des fonctions
h’[x) = e*+ xe* = (x + 1)e* donc le tableau est : 1. flx) - (2x + 1) =x* -4x + 3 = [x - 1)x - 3) donc la
courbe est en-dessous de la droite sur [1; 3] et au
X |- -1 +00 dessus partout ailleurs.
h’(x) : 2. a) x est positif et il n’y a que des additions de

nombres positifs.
| T, —
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b) 2x < 3x et 3 < 4 donc par somme d'inégalités :
2X + 3 < 3X + 4.

.alx-1<flx)<x+1
1
X2 +1

Activités p. 50-51

1 Découvrir la notion d’asymptotes et
de limites de fonctions

b) -x < flx) < x

cdo=<flx<

¢ Durée estimée : 35 min

o Objectif : Découvrir les notions de limite et
d’asymptote.

A. Observations graphiques

1. Tracés sur GeoGebra.

2.a) A leurs extrémités, les courbes sont proches
de l'axe des abscisses.

b) Pour la courbe de h, on ne peut pas affirmer la
méme chose.

3.Les asymptotes sont:y=0etx=0.

B. Observations numériques
1. a) b) ¢) Tableau de valeurs

2. Une limite finie pour f et g qui vaut 0 et une
limite infinie pour h qui vaut +.

2 Découvrir la notion de limite en un point

e Durée estimée : 20 min

o Objectif : Découvrir la notion de limite en une
valeur finie.

1. Non elles ne sont pas définies en 0.
2. 3.a) b) GeoGebra

c) Pour f les images se rapprochent de moins lin-
fini et pour g elles se rapprochent de 15.

4. a) GeoGebra

b) Pour f les images se rapprochent de plus linfini
et pour g elles se rapprochent de 15.

3 Effectuer des opérations sur les limites

e Durée estimée : 30 min

¢ Obijectif : Découvrir les difficultés dans les opé-
rations portant sur les limites, manupilant les
notions d'infini.

1. lim f(x) = +c et lim f(x) = 0.

X—+00 X—>+00

48

lin['}g[x] =+ et lim g(x)=0.

lingh[x] =0 et lim A(x) = +co.

X—>+%

lirT['}k[x] =0 et lim k(x) = +o°.

X—+%

2.a) linowf[x]+h[x]=+oo b) lim g(x) + k(x) = +o0

dl lim h[X] + k[X] = 400

X—>-00

c) lim k(x) + h(x) = +o

X—>+%

f) lim £(x) + h(x) = —o0

X—-

e) lll’TSf[X] + g[X] =+

g) lirrlf(x] +h(X) =+ h) lirnof[x] +g(x)=0

3.a) limflx)x h(x)=0 b) lim f(x) x k(x) =1

X—+00 X—>-00

d) lim f(x) x k(x) =1

X+

c lirrﬂwg[x] x k(x)=0

e) lir}rlk[x] x h(x) = -0 f) Xliﬂlg[x] x h(x)=1

h) lim g(x) x k(x) = +o

X—>+%

g] lII'TJf[X] X h[X] = +00

4 Déterminer des limites de fonctions
rationnelles
¢ Durée estimée : 30 min

e Objectif : Etudier les limites de fractions ration-
nelles.

1. Le calcul de la limite conduit vers infini sur
infini pour le quotient et au numérateur aussi :
infini moins infini.

ofe-1e2-2) ofa-202-3
X X X X X X
2.f[X]: =

xz[1+ij (ni]
X2 X2

3. lim 2—1+£—i =2, lim 'I+i =1
X—>+00 X X? x3 X—>+00 X2

et lim x =+ donc par produit et quotient,

X—+%

lim f(x) = +oo,

X—>+00

5 Encadrer et comparer des fonctions

¢ Durée estimée : 30 min

¢ Objectif : Utiliser les comparaisons de fonc-
tions pour trouver des limites.
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A. Utilisation des outils acquis et des observa-
tions graphiques

1. Non, on ne peut pas les déterminer a partir
d’opérations sur le slimites, a cause du sinus.

2. lim f(x) =+ et lim g(x)=0.
B. Démonstration algébrique

1.al-1<sinlx) < 1doux=<flx) <x+20.

b) De méme -1 < sin(10x) < 1 d’ou A <glx) < 1.
X X

2.a) limx=+w

X—>+%

b) liml=0

X—+oe X

c lim—lz(]

X+ X

3. limf[x) =+ et lim g(x)=0.

X—>+% X—>+00

A vous de jouer p. 53-61

1.1.

=10 -8 =6 -4 =2/ 2 4 6 8 10
—4
-6
-8
-10
-12
=14

-16

2. a) A partir de 4 et avant —4.

b) A partir de 3 et avant -3.

3. On conjecture :

lim f(x) = =0 = lim f(x] et Xliﬂrrlg[x] =1=lim glx).

X—y—00 X—>+00 —>+0%0

2.1.2.a) A partir de 7 et avant -1.
b) A partir de 0,5.
3. On conjecture :

lim g(xJ.

X—+%

lim f(x) = = = lim f(x) et

limglx)=-2=
3. lirT01 f(x) = —o0 et lim g(x] = +oo.
X x—-1

4. On conjecture ling f(x) = +o0 et lirr11 glx) = £co,

X——

5. 0On conjecture une asymptote horizontale et une

asymptote verticale.

6. On conjecture une asymptote verticale d'équa-

tion x = 0.

7.a) limf(x) =+

X—-00

c) imflx) =+

x—0*

e) lirr11f[x]=—oo

8. a) lim flx] = +oo

X—>-00

c) limf(x) =+

x—2*

e) limf(x)=-

X—>+%

9.a) limflx]/ glx)=0

c) lim f(x) x glx] = -0

X—-%0

10.1. a] limf[x] =+00

x—0*

c) lim f(x) = +o0

X—>+%

2.a) limglx)=-o
3.a) limhlx) = -
x—1

c) lim hlx) = +o0

x—-1"

e) lim h(x) = -0

X—>+%

4.a) limk(x)=-o
X—2*

c) limk(x)=0

X—>+%

11. a) flx) = x? et glx] = -x
b) f(x) = x? et g(x) = 1

X
c)fix)=x-2etglx)=x-2

d) f(x) = —— et g{x) = ——-
X2 x4

b) limf(x)=0

X—>+0

d) lim f(x) = +o0

X—>+%

f) lim f(x) = -0

b) lim f(x)=0
d) lim (x) = -

x—1

f) ling flx)=0

b) lim fIx)/ glx) = £

d) lim f(x) x g(x) = +o

X—>-00

b) lim f(x) = +o0

x—0"

d) lim f(x) = -

X—-00

b) lim g(x] =+

b) limh(x]) = +c0
x—1"

d) lim hix]) = -
x—-1
f) lim h(x] = -

b) limk(x]) = -
X—2"

d) limk(x)=0

X—>=%
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12. a) lim () = +o0 b) lim f(x) =
c) lim f(x) = d) limflx)=

13. a) flx) <1- v/x lim f(x) = -

X—+%

b) 3 < f(x) et lim flx)=+o

2e
c) isf[x]si et limf(x)=0
\/; \/; X—>+%

do<sflx)< et lim f(x) =

X+3 X—>+0

14. a) lim f(x) = b) lim f(x) =1
X—=-% X—>-T
15.a) lim f(x) =1

X—-%

X—-%

16. a) f(x) = 2x5[1+ij et lim f(x) =
2x3

21

b) f(x) = —X et limflx)==
2 X—>+%
3+=
X

c) flx) = —3x2[1 - ;} et limf(x)=-

X X—+%

-

—X et limflx) =
( 3] X—y—00
X| 1+ —
XZ

d) flx)=

17.a) f(x) = —x5(—1+ 1- i] et limf(x) =

X—>+%0

X X6

et lim f(x) =

X—>-0

A =3¢ 1- ——+ | et timflx) =
3x?2 3x8 X—y=o0

50

b) lim f(x] = +0
x—T

—00,

et limf(x)=-

X—>+%

18.1. lim3x? =+ et lim -2x + 1=+

X—>-% X—>-

donc lim f(x) =

X—>+%

2. lim3x2 =+x et lim-2x+1=-x indéterminée.

X—>+00 X—>+00

3. f[x)=3x2 1—£+L et lim f(x) = +o.
X 3| e

19.1. imx2+3x=+x et limx +1=+% indétermi-

. X—+% X—>+%
nee.

-3 A3
X1+ —| X|1+—
2. flx) = o L et lim f(x) =
1 1 X—>+00
X[1+—] {‘I+—j
X X

lirpf[x]=—

20.a) f(x) = et lim flx) =
yovew

b) f[x]=— et limf(x)=0.

YXE-T+4x2-6 7

X(l + 1J
c) flx) = X

Ji- x+\/x?+1 \/___+\/1+i

X2 X X2
et limf(x)=-
d) f(X) = ———————cet limf(x) =
\=-3- x+«/4 X 7
21, a) flx) = ————T et lim flx) =0
\J3-x+4/10-x X
b) f(x) = -3 et lim f(x) =

\/X2+X+3+\/x2+x+6 o
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c]f[x]=L_X2
\/x—4+\/3+x2
) 2(_;1”] _X[_LLHJ
X X2
[ x X ] \/__i \/i-‘-‘]
x2 Xx?
et lirrlf[X]=—
dfix-———X=X
\2-X+42+ %
- 2(1+1} x[l+1]
{———+ —+] \/ \/£+1
\ x2 \ x2 X2
et lim f(x) = -

X—-00

22. 1. Infini moins infini.

1

3. limf(x) =

X—>-0

2. f[x) =

23.1. Les trois !
_X _l+1+i
-1 X X2
2
‘/;*"/X +1 \/E+\/1+i
X X2
x[1_1-£]
_ X Xx?
\/ 3 \/5 1
T+ —+,[—+—
X2 X2 X

2. f[x)=

glx)= X2 -Xx-2
\/x2+3+\/5+x

2
hix) = 2 X2 + _
XX -24x J1+1+J_3+1
X X2 X
3. limf(x)=-

X—>+%0

lim g(x) = +o0 et lim h(x] = +oo

X—>+00 X+

Exercices
apprendre a démontrer p. 62

Pour s’entrainer

lim f(x) = +e donc par définition d'une limite infi-

X—=%
nie a linfini on a : pour tout réel A il existe un réel
m tel que si x < malors flx) > A.

Or g(x) = f[x) donc par conséquent pour tout réel A
il existe un réel m tel que six < malors glx) > A ce

qui signifie que : lim g(x] = +o.

Exercices

calculs et automatismes

24. Lecture graphique
1.b) 2. d)

25. Opérations sur les limites
1.c)etd) 2.a), b) etc

26. Limites diverses
1. Faux

2. Vrai

3. Faux

4. Vrai

27. Formes indéterminées
a) et d)

28. Inégalités
1.¢c) 2. b) 3. a) et d)

29. Encadrement
1.a) 2.d)3.b)

30. Comparaison
1.d)2.d) 3. ¢)

Exercices d'application p. 64-66

Courbe représentative

31. On trace a la main en placant les extremums
et lasymptote verticale.
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VEaw

32. On trace a la main en placant les asymptotes
verticales et horizontales.

A
5.-
4t
31
2.-

+— :I / } = R
% 4 R0 /235478910 12

L3l

Limites a Uinfini

33. lim f(x) = +oo = lim f(x)

34. limf(x)=4=Llimf(x)

) . 2
35. a) lim f(x) = +oo b) llmf[x]=§

d) lim f(x) = +o

X—>+%

c) limf(x)=0

X—-00

Limite en une valeur réelle
36. lim f(x) = +o0

Xx—-2

37. Non.

38. a) lirg] flx) = +o0 b) lirg flx)=2

d) limf(x)=0

x—0"

3
¢l lim flx) = &
X—3" 3

Déterminer des asymptotes

39. La courbe €, semble avoir une asymptote
horizontale d'équation y = 1 et une asymptote ver-
ticale d"équation x = 0.

52

La courbe <6g semble ne pas avoir d’asymptote.

La courbe ¢, semble avoir une asymptote verti-
cale d’équation x = 1.

La courbe 6, semble ne pas avoir d'asymptote.

40. a) lirg fx) = +0o, lir? flx)= -0, lim flx) =+

x—-3*

et lim f(x) = -,

x—-3~

b) lirrgf[x]=0, lim f(x) =+ et lim f(x) = —oo.

X—+00 X—>-0

41. Deux asymptotes verticales d’équations x = 0
et X = 2 et deux asymptotes horizontales d'équa-
tionsy=-2ety=1.

Opérations sur les limites
42.a) limf(x)=1 b) lim f(x) = +o

X—>- X—>+90

d) limf(x]=0

X—+%

c) limf(x) =+

X—>+%0

43.a) lim flx)=0 bl tim lx) = 422
c) lim f(x] = +oo d) lim flx) = -o

X—>+00 X—>+0

44.1.a) lim f(x) =+ = lim f(x)

X—=0 X—>+00

b) lim g(x] = - et lim g(x) = -co.

c) limh(x)=0et lim h(x)=0.

X—-% X—>+%

d) lim k(x) = - et lim k(x) = 0.

2, Pas d’asymptotes pour fet g. Pour h une asymp-
tote horizontale d'équation y = 0 et une verticale
d’équation x = 1. Pour k une asymptote horizontale
d’équation y = 0 et une verticale d’équation x = 0.

Opérations sur les limites en une valeur
45, a) lim f(x]) = +o0 b) lim f(x) =

1
x—0* x—=1 A

c) lim f(x) = 8e?

x—2

d) lim f(x] = -c0
x—2"

46.a) lim f[x) =+, lim f(x) = -

x—T x—1

b) lim g(x) = -2, lim g(x) = +o
X—2" x—2*
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¢) lim hlx) = -, lim h(x) = —o

x—-1 x—-T"

d) lim k(x) = =0, lim k[x) =+
x—0~

x—-0*

Comparaison de fonctions

47. a) lim f(x] =+ b) lim f(x)=0
c) Impossible. d) imf(x)=1

x—0*

48.1.a) flx) = 2x -1
b) g(x) =x -1
2. Donc leur limite est +o.

49.1.a) f[x]>l
X

1
b) glx) = —
X
2. Donc leur limite est +.

3.flx)= 2 et glx) < 1 donc leur limite est —cc,
X X

! <f(x)< !
X+1 X+1

50.1.a)-

b) 1= glx) < X+

c A < h(x] < 2
X2 X2

2. 0n en déduit que : lim f(x)=0, lim g(x]) =1

X—>+0 X—3+00

et lim h(x) = 0.

X—>+%

Croissances comparées

51.a) limf(x)=0 b) lim f(x)=0
c) limf(x)=0 d) limf(x)=0

Composition de limites
52.1.a) ulx) = 2x2 + 3 et v{x) = Vx.
b) ulx) = -2x - 1 et v(x) = e*.

c) ulx) = 1 et v(x) = cos(x).
X

d) ulx) = e>etv(x) = \/;

2.a) lim f(x) =+ et lim f(x) = +oo.

X—3—00 X—>+00

b) lim f(x) = +o et lim f(x) = 0.

X—>—00 X—>+00

c) limflx)=Tet limflx)=1.

X—3—00 X—>+00

d) lim f(x) = +o et lim f(x) =0.

X—3—00 X—>+00

53.a) limflx) =+

X—>+%0

b) limg(x)=0

c) limh(x) =+ et lim h(x) =0.

x—0* x—0"
d) limk(x) =0 et lim k(x) = +oe.
x—3* Xx—3"

54, a) limflx)=e"+2

X—>+00

b) limg(x)=0

c) lim h(x] = +o0

x—=T

d) limk(x)=0
x—0*

55.1.a) flx)=e !

1
4+ X2

b) f(x)=

2. limu, =0 dans les deux cas.

n—+

56.a) limu, =0 b) limv, =0
c) limw, =0 d) limt, =1

Formes indéterminées

57.1. Forme « 0/0 ».

(x-1Nx-2) x-2
M-xp  x-1

3. lim f(x) =+ et lim f(x) = —c°.
X—1"

x—T

2.f(x)=

58. 1. C'est de la forme « 0/0 ».

2. -3x?+5x+2=(x-2)(-3x -1 et alors
f(x) = -3x - 1 pour tout x différent de 2.
3. lim f(x)=-7 = lim f(x]

X—2" X—2*

59. 1. C'est de la forme « 0/0 ».

2.—x2—x+6=[x+3][—x+2]etf(x]=_X+2.

X+3
3. lim f(x)= - et lim f(x) = +oo.

x—-3" x—-3*
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60. 1. En - aucune des fonctions n'a une limite
indéterminée.
2. En +x elles sont toutes indéterminées.

3. flx)=-x2 1—é+E , glx)=x3 1_1+£_i
X X2 X X2 X3

et hlx) = - 4x¢ ‘%* T

2X 4x*

4. lim f(x) = =00 = lim f(x]

X—=% X—>+%

lim g(x) = -0 et lim g(x] = +o.

X—-% X—-0

lim h(x) = —o¢ = lim h(x)

X—3—-00 X—>+00

61. 1. En - elles sont toutes indéterminées.
2. En + elles sont toutes indéterminées.

'|_£ X 1+£
X x?
4'9[)(]:37
X['I+i] —-1
X2 X

_[_3_1+1]
et X X )

—+1
XZ

4. limf(x)=0=lim f(x]

X—- X—>+00

3. flx)=

lim g(x) = -0 et lim g(x]) = +e0.

X—-% X—3+90

lim h(x) = =1= lim h(x)

X—>-0 X—>+90

62. 1. De la forme o — o,

7
2. f(x) = —————
JX+3+4X-4
3. limf(x)=0

X—+%

Exercices d’entrainement p. 67-69

Utiliser la définition de limite

63. 1. On conjecture lim f(x] =+ et lim f(x] = -,

X—+%

2. Pour A =2 003 alors pour x < -2 000

on a flx) > 2 003 donc lim f(x) = +co.

X—-%0
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Et pour A =-1997alors pour x > 2 000
on a flx) < -1997 donc lim f(x) = —c°.

X—+0

64. a) Pour A =2 003 alors pour x > 1000

on a f[x) > 2 003 donc lim f(x) = +.

X+

b) Pour 10,99 ; 1,01 alors pour x > 100
ona0,99 < flx) < 1,01 donc limf(x)=1.

c) Pour A=1001alors pourx < -100o0na f(x) > 1001
donc lim f(x]) = +oo.

d) Pour 1-2,01 ; -1,99[ alors pour x < -100 on a
-2,01 < flx) < -1,99 donc lim flx) = -2.

65. Pour A=100alors pourx <-1000na f{x) > 100
donc lim f(x) = +oo.

Et pour A =-100 alors pour x > 100 on a f(x) > 100
donc lim f(x) = +o0,

X—>+%0

66. Pas limite en +o car trop d'oscillations et
en - la limite semble étre 0.

Donc une asymptote d’équationy = 0.

67. 1. On conjecture lim f(x) = +o et lim f(x] = -o.

1 1
X—— X——
2 2

2. Pour A = 50 alors pour 0,49 < x < 0,5 alors

f(x) > 50 et donc lim f(x) = +o°.
1
x—>5
Pour A = 50 alors pour 0,5 < x < 0,51 alors

flx) < -50 et donc lim f(x) = -0,

1
X—=
2

68. a) Pour A =-100 alors pour 0,99 <x < 1 alors
flx) < =100 et donc lim f(x) = —co.
x—1

b) Pour 10 ; 0,01[ alors pour 0 < x <0,0001 on a
0 < flx) < 0,01 donc limf(x)=0

x—0*
c) Pour A =10 000 alors pour -2,01 < x < -2 alors

flx) > 10 000 et donc “rsz]f f(x) = +o0

d) Pour A =-10000 alors pour 1 < x < 1,01 alors
flx) < -10 000 et donc limf(x) = -0
X1
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Opérations sur les limites

69. a) lim f(x) = -> et lim f(x) = +o=.

X—>—00 X—>+00

b) lim glx) = -Tet lim g(x) = =0 donc une asymptote

X—3—-00 X—>+00

d’équationy =-1.

¢) lim h(x) = +o et lim h(x) = +oo.

d) lim k(x)=0et lim k(x] =+ donc une asymptote

d’équationy = 0.

70.1. f[-x) = e* + e* = f(x)

2. lim f(x) =0
3. limflx)=0

71. a) lim f[x) = - et lim f(x) = +c°.

X—3—00 X—>+00

b) lim g(x) =+ et lim g(x] = +o.

X—>-0 X—>+%

c) limh(x)=0et lim h(x) = +o° donc une asymptote

X—>=00 X—>+00

d’équationy = 0.

d) lim k(x) = - et lim k(x) = +o°.

X—-% X—>+00

72. a) lim f(x) = - = lim (x)
x—1 3 X—1*
b) linnj glx)=-1= lir?g[x]

c) lim hlx)=12 = lim h(x)

xX—>-2" X—-2*

d) Xliﬁr_qk[xl = —% = lim kl(x)

x—-1

73. lim f(x) = 1et on en déduit une asymptote

X—t%©

horizontale d'équationy = 1.

74. lim f(x) =+ et lim f(x)=0.

X—%0 X—>-0

75. lim g(x) =+ et lim g(x) = -0

X—>+%0 X—-00

76.a) lim flx) =~ et lim f(x) =+

X—-4*

donc une asymptote verticale d'équation x = -4.

4
b) limglx) = ~€ limglx)
X—4 A X—4*

c) limh(x) = +o0 = limh(x) donc une asymptote verti-

x—T x—T

cale d'équationx = 1.

d) limk(x) = o et limk(x) = +c donc une asymptote

x—1 X1

verticale d’équation x= 1.

77. f{0) n'existe pas donc la courbe 2 est celle
représentant la fonction f.

Formes indéterminées

78.1.alx4[1-§+i_i]

X x® x*

b) ~5x¢| 1- 4
5x  5x3

c) e(1 -e”)
d] eAx[‘|+e—2x+1 _e—3x _3e—4x]

2. lim alx) =+ et lim a(x) = +o°.

X—- X—>+90

lim b(x) = - et lim b(x) = —o0.

X—3—00 X—>+00

lim c(x) = 0 et lim c[x) = +o°.

lim d(x) = -3 et lim d(x) = +.

X—3—00 X—>+00

2~
79.1.a) X
2

1-e 2+
e*le¥ -2

2. limalx) = 2 et limalx) = Z
3 3

X—>-00 X—>+90
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lim b(x) = +o et lim b(x) = = .

X—-00 X—+%0

lim c(x) = +o0 et lim ¢(x] = —c°.

X—>-00 X—>+00

lim d(x) = - et limd(x) =0.

X—-0 X—>+0

80. a) lim f(x) = +o° non indéterminée

X—>=

et f(x) = X2(1 2 + %] donne lim f(x) = +.

X—tow

X X

b) Indéterminée dans les deux cas
X X—>%00

et glx) = x{1 + 4 %J donne lim g(x] =+
X

et lim g(x) =+,

c) Indéterminée dans les deux cas

2X| 1+ —
2x2 )
et hix)=————~ donne lim h(x) = -

__1+1 ke
X

et lim h(x) = +oo.

X—>—00

d) lim k[x) = = non indéterminée

-X _ a-2X
et l<(x]=1+e—e donne lim k[x]=—1.
ex -3 Xoogoe 3
_M2
81.1.a) %= 4
x-1
(x =12 X =1

(x-T12x-4) 2x-4
2. limalx)=0etlimalx)=0

x—1 x—T

lim b(x)=0et limb(x)=0
X—1

x—1"

82. a) lim f(x) = -0 etlim f(x) = +o.
x—-1

x—T

bl glg= X2 _x=2

= = donne
(x-2x-1 x-1

limglx)=0et limg(x)=0.
X—27 X—2"
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c) hix) =w= x -1 donne
X+3
lir_r;h[x]=—4 et lir_r;h[x]=—4.
d) k[x]=m=\&+1 donne

Jx -1

lim k(x) =2 et lim k(x) = 2.
X—1" x—1
83. Lensemble de définition est : ]-o0 ; 2[U]2 ; +ool.

X['I + i}
%

Z
X

A Uinfini c’est indéterminé et f(x) =

ce qui donne lim f(x]) = - et lim f(x] = +o.

X—>t0 X—>-0

D’autre part : limf(x) =+ et lim f(x] = —cc.

x—2" x—2*

84. Lensemble de définition est : 10 ; +oo[.

A Uinfini c’est indéterminé et f(x) = 1.1 ce qui

U

donne limf(x)=0. D'autre part : lim f(x) = +oo.
x—0*

X—>+00

85. 1. Lensemble de définition est :
J-o0; =1[UI1 ;+0el.
2. Alinfini c’estindéterminé et f(x) = X ce

[x] 1—i
XZ

qui donne lim f(x) = 1et d’autre part : lim f(x] = +o.

X0 x—T

3. On peut donc dire que f présente une asymptote
verticale d’équation x = 1 et une asymptote hori-
zontale d'équationy = 1.

86. 1. lim f(x) =+ et lim f(x) = - o,

X—>+0 X—>-0

1.5

2. f(x)=—X— donne limf(x)=0 et lim f(x) = 0.

x[1 - EJ _ )
X2

3. La fenétre est surement entre les valeurs inter-
dites -4 et 4.
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87. 1. lim f(x) =1 94. a) lim f(x) =+ et lim f(x) = 0.
x—0* X—3+00 X—y—00
2. f[x)=4/x+1++/x donne lim f(x) = +cc. b) XlLrch[x] =-=et
glx) = ex(1 +L] donne lim glx) = +c.
eX X—>+00

donne limf(x)=0. climhlx)=1et

1
X2 +T+X X = J

donne h(x) = e2x(1 X, o2

b) f(x]=1,x+l —x=x[‘/l+i3 —1} donne
X X X d) lim k(x) = +o

X—>=00

88. a) f(x]) =

lim A(x) = +o°.

X+

e

lim f(x) = —c0. X4 e?
X et k(x) = e — - 2X+— donne lim k(x) = —o0.

eX e X—>+00

89. Courbe 1 pour f,

courbe 2 pour k, ) )
95. a) lim3x2+3x-6=+% et l|m\/}=+oo donc

courbe 3 pour g et x—>£%0 P
courbe 4 pour h. par composition de limites lim f(x) = +c.
Comparaison 3x2+3X - 6 = 3x2[1 + 1 %J
90. a) flx) = x -1 donc Llim f(x) = +oc. x X
b) f(x) = (x - 1)2 donc lim f(x) = +°. donne lim 3x? +3x - 6=+ et lim JX = 400
3
c) flxI< X donc lim f(x) = —ce. donc par composition de limites lim f(x) = +co.
X - x—1 X——00
1
3 i - ; X =
d) flx) < [X +1]22 donc Llim flx) = - b] lim-—— =+ et lime* =+
X — X—y—00

donc par composition de limites limg(x) =+
X—2"

. 1 )
lim-——=-o et limeX=0
91.1.\[X+ —\/7= ! 1 x=2 X =2 X—-»

<
\/X+1+\/; 2\/;

2. Par encadrement lim f(x) = 0.

X—>£90

donc par composition de limites limg(x)=0.

x—2

2 1
3n|1-—+—
3nx-2n+1 3x  3mx

1 1 1 c]
92. 1. Xx+—-1<E|X+—|<Xx+— 1- 6% 1 6
2 2 2 ;_
. 1 1 _
DoUul-—<flx)<1+—. donne limM=—£ et lim sin(X)= -1
2X 2X X—>—0 1-6x 2 T

X—-=
2. Par encadrement lim f(x) = 1. ’
o donc par composition de limites lim A(x) = -1.

X—>=00

Croissances comparées [dem en +oo.
93. Courbe a) pour k, courbe b) pour f,
courbe c) pour g et courbe d) pour h.
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d) lim1=—oo et limeX =0 donc par composition

x=0" X X—-

et somme de limites limk(x) = -

x—0"

_ : "
lim—=+0 et limeX =+ donc par composition

x—=0" X X—+

et somme de limites : limk(x) =+
x—0*
96. Oui on le vérifie bien.

lim1-x=-o et lim XeX =0 donc parcomposition

X—>+% X—-o
Vx i

lim(1-x)e'-* =0 et par ailleurs —= —————

X—>+oo ‘]_X \/;[1_1]
X

. X o
donne lim——=0 donc par somme de limites

X—)+oo1 - X

lim f(x] = 0.

X+

Etudes de fonctions

7 7
97.1. -0, - —;+®
1

2. f’[x)=——————>0 donc f est toujours
(-3x - 7)2
croissante.
42 .
3. flx)= X donne que limf(x)=—
X—>+%0 3
3-L
X
et limf[x]=é
X—-% 3
lim—lpx—9=l etdonc lim f(x) =+
ol 3 7
3 xa—g
et lim flx) = —ce.
,”
xa—g
4.
; 7
—00 3 + 00
f(x) + +
+ 0 4
4/ -
flx) | 2 3
3 _m/
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98. f’[x) =1~ + (x + [-e™*) = -xe™* qui est du signe
de -x.
limx+1=-w et lime™ =+ donc par produit

lim f(x) = —co,

X—-00

C'est indéterminé en +x, alors on écrit :

flx) = = + e puis lim =X =0 et lime* =0

ex X—>+% @X X—+%

donc par somme lim f(x) = 0.

X—>+00

X —00 0 +00

f(x) + 0 -

W 7 1 \0

1-2

99.1. flx)=—=X donne limf[x]=1.
8 X+ 2

2+—

X

Et limx-2=-6 donne lim f(x) =+ et

X—-4 X—-4~

lim f(x) = - et donc la courbe posséde deux

X—-4*

asymptotes d'équations y = % et x = -4.

2.1~ Lo 12
2 22x+8)

au-dessus de son asymptote
sur ]-o ; -4[ et en dessous sur ]-4 ; +oo[.

donc la courbe est

X—>—00 X—>+00
XZ
donc une asymptote horizontale d’équationy = 0.

100 1. f(x) =;4 donne limf(x)=0= lim f(x)

2. im-2 21 donc limflx)= - et limflx)=+c0

X252 X + 2 X—2" X—2*

donc une asymptote verticale d'équation x = 2.

3. “mZ_x=1 donc lim f(x)=-o et lim f(x) =+
X=-2 Y — 2 X—-2" X—-2*

donc une asymptote verticale d'équation x = -2.
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-2Ax?+4 . L
4. '(x) =% < 0 donc toujours décroissante.
X —_
5.
y
4..
34
21
14
= —'3—'2—'110 2 3 4 5 6
21
34
4+

101. On vérifiera que les régles de la démonstra-
tion sont observées.

102. On peut voir l'exercice 133.

Exercices bilan

103. Calcul de limite

2
1. flx)= lx_z donne par produit lim f(x) = 0.
X eX X—>+00

2. f[ﬁJ = ﬁe_%
2 2

104. Suite de fonctions

1.0na £,(0) =% indépendant de n donc A(O;%}.

ex . .
>0 donc strictement crois-

2. a) f/(x)= T

sante.

b) limf(x)]=0 et limf(x)J=1 donc deux asymp-

X—>=20 X—>+%

totes horizontales d’équationsy=0ety=1.

3.a) fl-x)=——= 1
T+ex 1+e

=f,(x)

b) Par composition on en déduit que limf(x)="1
et limf(x)=0et £’(x)=-£(x] donc f, est décrois-

sante.
c) Les courbes sont symétriques par rapport a la

droite d'équation y = %

1 1

4.a) f(x)= =
enx[‘|+e—x] an +e[n—1]x

b) lim£,(x) =+ et lim£(x)=0.

ner + (n _ ']]e[n—ﬂx
[enx + e[n—1]x]2

f sont décroissantes.

c) f/(x)=- <0 donc les fonctions

105. Evolution d’une proportion

1.p(10) = 0,88
-0,2x
2.a) p’lx)= 0.2e7™ >0 donc p est croissante.
[1+e—0,2x]2

b) Par composition lim p(x)=1.

c) Plus les années s'écoulent, plus la proportion
de personnes équipées augmentera jusqu’a ce
que toutes les personnes soient équipées.

106. Taux d’alcoolémie

1.f(t)=2et + 2t(-et) = 2(1- tle~* donc croissante
sur [0 ; 1] et décroissante sur [1 ; +oo[.

2. Elle est maximale pourt=1 et vaut

fl1) = 2e" = 0,74.

t
3. lim < = +o0 donc limf(t)=0 donc la concentra-

t—+0 t t—+0

tion d’'alcool disparait.

4. a) Car la limite est nulle donc la concentration
sera inférieure a 5 x 10-2.

c
X -0 + 00
f/(x) +
1
1) /
0

b)
Initialisation Etape 1 Etape 2
p 0,25 0,25 0,25
t 3,5 3,75 4
C 0,21 0,18 0,15
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La valeur affichée est le temps nécessaire, en
heure, pour que l'alcool ne soit plus détectable
dans le sang.

Préparer le BAC

Je me teste p.72
107.D 108.D

109.B 110.AetD

111.D 112.c

113.B 114.B

115.C

Préparer le BAC

Je révise p.73

116. Observations graphiques
1. ¢
2.b)
3.b)

117. Courbe représentative
1. b)
2.d)

118. Opérations sur les limites
b) limf(x)=-o

X—>-00

a) limf(x) =+

X—>+%

c) limf(x)=0

X—+%

d) limf(x)=-1

X+

119. Comparaison de fonctions

a) lim f(x) = +o0 b) lingf[x]=0

X—+00

120. Limites et croissances comparées
1.b)
2.¢)
3.¢

121. Composition de limites
1. b)
2.b)
3.¢)

Exercices

vers le supérieur p. 74

122. Calcul de limites
1

2 .
a) f[x)= ————=donc limf(x) = —.
JX+2+42-X x=0 \/E
b) fix) = ——2"" donc lim flx) = 0.
YT+ X7+ 1= % x0
o fix) = —1 donc lim flx) = -
X2+ X+1+1 0 2
-1 . 1
d) f(x)= donc lim f(x) = -—.
\/x2+1+\/x2+x+1 =0 2

123. Contres-exemples
1. flx) = x® -3x?
2.1(x) = -

X3

3.fx) =x2 -4

124. Utiliser les définitions

A. Préliminaires
1.A=(3-M2-4(1-2M) =M2+ 2M + 5
=M+1)2+4>0

2.a) Carsix>0alors - <0.

X+2

- . 1 , .
b) Linéquation donne x>2-— et £ étant petit
alors x est grand. €

B. Démonstrations

(x+1(x+2 -1
7=X+’|_
X+2 X+2

1.f(x) =

et donc,

d'aprés la partie A, limf(x)-(x+1=0.

X—>+%

2
2. a) X +3x+1>

X+2

fixXI>M < M

S X2 +(3-Mix+1-2M <0
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carx+ 2 <0.

Donc x est entre les racines du trinbme comme -2
car (-2)2+ (3 -M)(-2) + 1 -2M = 1.

b) Donc lim f(x) =+

X—-2"

X2 +3x +1

———<m
X+2

d.alflxl<me

X+ 3-mix+1-2m<0
carx + 2 >0.

Donc x est entre les racines du trindme comme -2
car (-2)2+ (3 -M)(-2) + 1 -2M = 1.
b) Donc lim f(x) = .

X—-2¢

125. Asymptotes paramétrées
1. Pour a négatif.
2. Pour toutes les valeurs réelles.

3. Pour toutes les valeurs sauf %

126. Asymptote oblique (1)
(ax+b)(2x -2 +c 28X°+ (Zb - 2a)x +[c - 2b)

2x -2 2x -2
2a=1
d’ou le systeme : s2b-2a=1
c-2b=-6

qui donne a=l,b=1etc=—4.

On en déduit que l'asymptote oblique a pour équa-

tion y=%x+1.

127. Asymptote oblique (2)
1. a) ]-o0; 0[U]0 ; +oof

2x2 -4

4x?

b) f'(x] = qui s'annule en J_,\/E

lim f(x) = -0 et limf(x) =+

x—0" x—0*

2 2
X[1——+—2J
fix) =X
2

et lim f(x) = +oo.

X—+%

qui donne lim f(x]) = —c0

X—>=%

+ 00 + o0

f(x) + 0 - - 0+

o

flx) / \ \ /
o oo “1442

c) Une asymptote verticale d’équation x = 0.

2.a) f[x]—(i—q:1 d’ou limf[x]—[i—ﬂ:o
2 X 2

X—-%

et limflx)-| X -1|=0.
X—+% 2

b) Pour les réels négatifs, la courbe est en dessous
de lasymptote et pour les réels positifs elle est
au-dessus.

3.

R
4+

128. Asymptote oblique (3)

lim f(x) =+ donc la courbe

x—=1

1. limflx)=-o et

x—-1

admet une asymptote verticale d'équation x = -1.

2. flx) | —dxs 2|22
2 2 2X +2

donc lim f(x) - —§+§ =0
2 2

X—-0

et lim flx) |- %+ 2 |=0.
2 2

X—>+%

3. Le point (-1 ; 2) est centre de symétrie quand
fl-1-h)+fl-1+h)
2

2.
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129. Branches infinies (1) 2.a) Pour fonaa=2etpourg,a=1.
1. fim ) === fim gx) b1 ) 2x + ] - — 2K =0
X +
flx) 1
AT b
R {1+)-2
(x) c) Ce qui s'écrit aussi ————=% et donc
b) £ 14—
X X
[2+3] lim £(x) -(2x + b) = -(1 + b)
2 X—+%
.a) @ X do [,m@ +00 pour que la droite d’équation y = 2x + b soit
1+1 X X asymptote oblique, il faut que cette limite soit
X nulle donc que b =-1.
et branche parabolique d’axe (Qy). _ _
3. g[x]—[x+b]=M
1 1 X+1
+

b]M ‘/— X\/_dou l|mg(] 0 &[LM_L]
<Ry T B

X 1
et branche parabolique d’axe (Ox). T x
et limglx)-(x+bl=+x donc pas d'asymptote
a hix) e(1+e) ., . i h(x) N Xz
7 T dou XLTOT_W et branche oblique.
parabolique d'axe Oy). boflx)-2x=—— = 1 et limf(x)-2x =-1
] ’|+ X ’| X—>+00
1+ sin(x) 1+;
d) @=—\/;d'ou [lmﬁ_o et branche onretrouve b.
X \/; X—+%© X
parabolique d’axe (Ox). 131. Fonction paire
Comme fl-x) = f[x) quand x tend vers -« alors -Xx
130. Branches infinies (2) tend vers +.
1
x[2+1] X(HTJ 132. Utilisation de la dérivée
X X .
1. a) f[x]=71 et g[x]=7‘I donne bien Flx) - £(0) /9—x—3
14— 14— 1. al =
X X X X

les limites infinies. b) = -X

1
2 1 ’|+L _X(\I9—X+3)_ \/9—X+3

—
b) i~ x et g _ Vx F—S :
X 1+1 X +l etdonc lim*+——=-—.
X X x—0 X 6
donnent lim@=2 et [imMﬂ_ c)Celarappellef’(0)etsioncalcule f'(x) = - 1
X—+% Y X—=+0 Y 2 9—)(
c) Ni lun ni lautre. qui donne f'(0)=-—
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1

\2x +1
donc limi“ZXH_1 =-1.

x—0 X

2.a) f(x)= et f(0) =1

. eXl-e
b) f(x)=e*" et f/(1) = 1 donc llrr]w 1 =1
X— X_

133. Régle de U'Hopital
1. a) f'[x] = 2x et g’(x) = e* donc la limite vaut
2x0

eO

=0.

b) f/[x] = 1 x &'+ x x 2xe*' et ¢’[x) = e* donc la
-1
limite vaut £ +0 =e™,
eO
3x+1  3x+1 3Xx +1

= donne lim =+
x2-1 [(x+1(x-1 -t X2 — 1

2.a)

b) Avec la régle on obtient % = 3 différent car
X

lim3x+1=0.

3.a) hix)= xsin(i] _sin(X]
X X

et comme X tend vers +% donne comme limite 0.

b) f’(x) = 2xsin (1] + X2 x{—i]cos (1]
X X2 X
=2Xsin [1] - Cos (l]
X X

etg’(x)=1.

1)

") - 1 gin(2nm) - cos (2nm) = -1
(1 nm

g [Znn]

. 1 . - :
sion pose v, =— le résultat préecédent devient 1
nm

donc pas limite.

qui par encadrement

d) La condition gla) = 0 n’est pas réalisée.

134. Coniques
1.

12345678

-8-7-6-5-4-3-2-10]
o4

Deux limites ?

2.y?=x2+9d ol y=tx? +9.
X

X2+ 9

et le tableau :

3. f'lx)= et lim f(x) = +o0 = lim f(x)

X—>+00 X—>-

X —00 0 +00

f’(x)

_ 0 +
+00 + o0
flx) \ /
3

4. f[x]—x=\/x2+9—x=$
X2 +9 +X

donne limf(x)-x=0et

X—>+20

-9
~flx) = x==-\X2+9-x = 7@(

donne lim-f(x)-x=0, on en déduit que la droite

X—>-%

est asymptote aux deux courbes.

5. De méme y = -X est asymptote.
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135. Calculs de limites (1)

al\/x+7—f—\/x+\f:+\f \/ 1

oo
donne comme limite E

b) Avec la régle de U'Hdpital la limite est

(n+Nar _ (n+1a

na"! n
c) Par comparaison la limite est infinie.

d)
f[x]—\/;_\/; T JXx-a ~ 1

_\/xz—az _\/x+a _[\/;+\/;]\/x+a

et la limite donne —L.
J2a

e) f(x) = qui tend vers 1.

1

T+ —
X

136. Calculs de limites (2)
1. JX+n - \/7 =
v ok

2. On associe une Vx a chaque terme et du coup
chaque différence ayant pour limite 0 d’apres 1, la
somme aussi.

qui tend vers 0.

137. Partie entiére

1. lim XE(EJ -
x—0 X

2. ume[QJ:Q et umﬁg[l]:m
x=0 g X a x=0" X a

ot uméE[f]:o.
x=0" X a

138. Fonction périodique
1. La suite tend vers linfini.
2. flx + nT) = f(x)

+oo et ling[x] =
x=0" X

2 et lisz[x]=

x=0" ¥
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139. Cissoide de Dioclés
A. Construction de la cissoide

1.
y
14

N P
0,5+
-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1,5 2
_0‘5-_

2. C’est pareil et l'autre partie est la fonction -f(x).

B. Equation de la cissoide
1.a) (OP)y = tx

2
b) Equation du cercle : (x —%) +y2 =Z

2
c) On remplace, ce qui donne [x —%] + 122 A

A
N
t2+1 t2+1

t2
t2+1

t3
t2+1

dou x =

t2 +1

2. De plus NP qui sont aussi

les coordonnées de M.
3. On vérifie.

4. L'équation en y? a donc deux solutions symé-
triques par rapport a U'axe des abscisses.

—L d'ou le tableau :

5.a) ¢lt)=
al gll=-o0

t —oo 0 +00

g'lt) + 0 -

1
glt) / \
0

b) donc dans [0 ; 1].
c) OK.
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C. Détermination de 3/5
1. La droite (IM) a pour équationy = -3 x + t* donc
R(O; £).

2. Pour t=3/§ alors R(0 ; 2) donc il suffit de faire
varier P pour que R corresponde a ce point et Uor-
donnée de P donne la réponse.

140. Fonction équivalentes

1
1.a) @ =e¥ et par composée lim @ =1.
g(x) x> g(x)

o\ . flx)

b) 1X - X et par composée lim 2 21,
g(x) x>+ g(x]

2.a)lglx)=2

b) g(x) = x

c)glx)=x

d) g(x) = (a + 1)x

141. Fonctions asymptotiques

a) flx) - g(x) = e* et par composée lim f(x] - g(x) = 0.

X—>+%0

cos x)

b) flx)-glx)= et par encadre-

\/x" +cos (x) + x?
ment lim f(x) - g(x)=0.

X—>+%

142. Calcul de limites (3)

al f =&

et par composée lim f(x)=1.

X

! 1
b] f[X] = e§ [1 -e x[x+1]]

et par produit lim f(x) = 0.

X—>+00

2
¢) f(x) = ——=———= et par quotient lim f(x)=1.
T+ X +4/1-X x>0
d) lim (x) = -0

X—>+%

143. Etude qualitative

1.Car 1 +x2>0et /1+ X2 > x.

X
2. F/[x) = +"1+X2 XX
2\/X+\/1+X2 2\/X+\/'I+X2\/'I+X2

donc la fonction est croissante.

3. lim f(x) = +o0

X—>+%0

-1
hoa) x+lex2ea—
a) X+ + X X_m

donc lim X +4/1+x2 =0.

X—>-%

b) Par composée lim f(x) = 0.

X—>-00
5.

-30 -20 -1'08 10 20 30 40

144. Triangle rectangle

al hix) =\ +1 donc 2=

X _\/X2+1+1

donc limh[X] ml = 1 .
x—0 NG 2
X 1
b) x(h(x) - x) = =
\/x2+1+x \/ 1
T+ —+1
XZ

et donc lim x(h(x) - x) = %

X—>+%

145. Fonction homographique

Ona: _1=_ﬁ_ 2=1 et 1=2.
c c d

Donc b=d=c=l.
2

146. Fonction exponentielle (1)
1. Tous les réels sauf 0.
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n-14X% _
2.a)f'[x)= xerlx -l etn-1estimpair

X2n
donc x™' change de signe donc :

X

0 n + 00
f'(x)

+ 0 - 0 +
f(x) / \ /

b) limf(x)=+x et limf(x)=0

X—>+%0 X—>—00

3.n -1 est pair. La dérivée est du signe de x - n.

X |- 0 n +00

f(x) - 0

w| \/

147. Fonction exponentielle (2)

1. lim f(x) =1 donc une asymptote horizontale

d’équationy =1.

2. lim f(x) =+

X—>+%0

3. Oui.
4. La dérivée est du signe de x + 1 donc :
X —00 -1 +00
F(x) - 0 *
1 +0
fx) \ /
1-e2

148. Vitesse d’un véhicule

1. [0 ; +oo[
2.a) ta=i
80
b) t,=ﬂ
X
(:li‘=l"a+l‘r=i+g
80 x
t vixl) d 80 x i+l
80 X
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2

4, v’[x]=X722>0 donc croissante.
1T 1

_t —

80 x
5. limv(x)=160 et limv(x)=0.

X—+o0 x—0*

Travaux pratiques p.78

TP 1. Datation au carbone 14

e Durée estimée : 55 min
e Objectif : Découvrir la datation au carbone 14.

A. Etude de la fonction C

1. Pour étudier les variations d'une fonction déri-
vable, on détermine sa fonction dérivée afin d’ob-
tenir son signe.

La fonction C est dérivable comme composée
d’une fonction polynomiale par une fonction expo-
nentielle, toutes deux dérivables sur R. On obtient
alors : C'[t)=-ACe™, t ER..

Les constantes A et C, sont strictement positives
ainsi la dérivée est strictement négatives sur R..
C est strictement décroissante sur R ..
2.0nad’'une part lim-At =-ocarA > 0etdautre

t—+o
part lim e =0. Ainsi par limite d’'une composée
X—>-
de fonctions continues, on obtient : limC(t)=0.
t+o

On en déduit le tableau de variations complet de la
fonction surR,.

t 0 +00
C’(t) -

0
cl) \

B. Recherche de seuil

1. 0 1E-12
1000 8,86034E-13
2000 7 85056E-13
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3000 6,95586E-13
4000 6,16313E-13
5000 5,46074E-13
6 000 4,8384E-13
7000 4,28699E-13
8000 3,79842E-13
9 000 3,36553E-13
10 000 2,98197E-13
11000 2,64213E-13
12 000 2,34102E-13
13 000 2,07422E-13
14 000 1,83783E-13
15000 1,62838E-13
16 000 1,4428E-13
17 000 1,27837E-13
18 000 1,13268E-13
19 000 1,00359E-13
20000 8,89216E-14
21000 7,87876E-14
22 000 6,98085E-14
23 000 6,18527E-14
24000 5,48036E-14
25000 4,85578E-14
26 000 4,30239E-14
27 000 3,81206E-14
28 000 3,37762E-14
29 000 2,99268E-14
30000 2,65162E-14

2.t,=29 000 au millier d'années prés.

3. Sur le méme principe qu’un affinage a la calcu-
latrice, on complete le fichier pour obtenir le seuil

t,=28 980 a lannée pres.

28972 3,00284E-14
28 973 3,00248E-14
28 974 3,00211E-14
28 975 3,00175E-14
28976 3,00139E-14
28977 3,00102E-14
28 978 3,00066E-14
28979 3,0003E-14
28 980 2,99993E-14
28 981 2,99957E-14

28 982 2,99921E-14
28 983 2,99884E-14
28 984 2,99848E-14
28 985 2,99812E-14
28 986 2,99776E-14
28 987 2,99739E-14
28 988 2,99703E-14
28 989 2,99667E-14
28 990 2,99631E-14

C. Programme de recherche de seuil

1.

3.

import math

def datation(C):
1=1.21*10**(-4)
C0=10**(-12)
t=0

while CO*math.exp(-1*t) >C:

t=t+1000
return t

import math

def datation(C):
1=1.21*10**(-4)
C0=10**(-12)
t=0

while CO*math.exp(-1*t) >C:

t=t+1000
t=t-1000

while CO*math.exp(-1*t) >C:

t=t+100
t=t-100

while CO*math.exp(-1*t) >C:

t=t+10
t=t-10

while CO*math.exp(-1*t) >C:

t=t+1
return t

import math

def seuil(Y,p):
1=1.21*10**(-4)
C0=10**(-12)
x=0
if p>=3:n=p
else:n=3
while n>=p:

while CO*math.exp(-1*x)>Y:

X=X+ 10**n
X=X-10**n
n=n-1

X=X+10**p
return X
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TP 2. Critére de Cauchy

* Durée estimée : 30 min

e Objectif : Découvrir le critere de Cauchy.

1. Les limites sont nulles.

2.
y/x 0,05 0,04 0,03 0,02 0,01 0 -0,01 | -0,02 | -0,03 | -0,04 | -0,05
0,05 0 -0,0009|-0,0016|-0,0021{-0,0024|-0,0025|-0,0024(-0,0021|-0,0016|-0,0009 0
0,04 | 0,0009 0 -0,0007|-0,0012(-0,0015|-0,0016|-0,0015(-0,0012{-0,0007 0 0,0009
0,03 |0,0016 | 0,0007 0 -0,0005|-0,0008|-0,0009|-0,0008|-0,0005 0 0,0007 | 0,0016
0,02 |0,0021|0,0012 | 0,0005 0 -0,0003-0,0004(-0,0003 0 0,0005 | 0,0012 | 0,0021
0,01 |0,0024 |0,0015 | 0,0008 | 0,0003 0 -0,0001 0 0,0003 | 0,0008 | 0,0015 | 0,0024
0 0,0025 | 0,0016 | 0,0009 | 0,0004 | 0,0001 0 0,0001 | 0,0004 | 0,0009 | 0,0016 | 0,0025
-0,01 | 0,0024 | 0,0015 | 0,0008 | 0,0003 0 -0,0001 0 0,0003 | 0,0008 | 0,0015 | 0,0024
-0,02 | 0,0021 | 0,0012 | 0,0005 0 -0,0003{-0,0004|-0,0003 0 0,0005 | 0,0012 | 0,0021
-0,03 | 0,0016 | 0,0007 0 -0,0005(-0,0008|-0,0009|-0,0008(-0,0005 0 0,0007 | 0,0016
-0,04 | 0,0009 0 -0,0007(-0,0012|-0,0015|-0,0016|-0,0015|-0,0012|-0,0007 0 0,0009
-0,05 0 -0,0009(-0,0016|-0,0021|-0,0024 [{-0,0025|-0,0024|-0,0021|-0,0016|-0,0009 0
3. a) f(0,04) - f(0,05)
b) Oui carx =y.
c) Au bord de la diagonale.
d) Que la limite est nulle, ce qui est cohérent.
4. On obtient dans ce cas :
y/x 0,05 0,04 0,03 0,02 0,01 0 -0,01 | -0,02 | -0,03 | -0,04 | -0,05
0,05 0 5 13,3333 30 80 |#DIV/0!| -120 -70 [-53,333| -45 -40
0,04 -5 0 8,33333| 25 75 |#DIV/0!| -125 -75 [-58,333| -50 -45
0,03 |-13,333|-8,3333 0 16,6667|66,6667|#DIV/0!(-133,33|-83,333|-66,667|-58,333|-53,333
0,02 -30 =25 |[-16,667 0 50 [#DIvV/0!| -150 | -100 |-83,333| -75 -70
0,01 -80 =75 [-66,667| -50 0 #DIV/0!| -200 | -150 [-133,33| -125 | -120
0 #DIV/0! [#DIV/Q! | #DIV/0! | #DIV/0! | #DIV/0! | #DIV/0! | #DIV/0! | #DIV/0! | #DIV/0! | #DIV/0!| #DIV/0!
-0,01 120 125 (133,333 150 200 |#DIv/0! 0 50 [66,6667| 75 80
-0,02 70 75 183,3333| 100 150 |#DIV/0!| -50 0 16,6667 25 30
-0,03 |53,3333|58,3333(66,6667|83,3333(133,333| #DIV/0!|-66,667|-16,667 0 8,33333|13,3333
-0,04 45 50 [58,3333| 75 125 |#DIv/0!| -75 -25 [-8,3333 0 5
-0,05 40 45 53,3333 70 120 |#DIV/0!| -80 -30 |[-13,333] -5 0

Et on obtient bien d’un coté de la diagonale +w et
de lautre —o.
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(ol V:\ N 3xY Fonctions cosinus et sinus

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Manuel p. 80-107

Dans ce chapitre, nous verrons la dérivabilité des fonctions sinus et cosinus et comment dériver une
fonction composée utilisant les polyndmes et les fonctions trigonométriques. Dans un deuxiéme temps,
nous verrons les valeurs remarquables et comment résoudre une équation et une inéquation mettant
en jeu ces fonctions trigonométriques. Nous verrons enfin l'étude des fonctions trigonométriques et la
résolution d’une inéquation trigonométrique de degré 3.

Objectifs

= Dériver une fonction trigonométrique.

= Résoudre une équation trigonométrique.
- Résoudre une inéquation trigonométrique.
- Etudier une fonction trigonométrique.

Il. Corrigés

Pour prendre un bon départ p. 81

1. Déterminer la périodicité
et la parité d'une fonction

1.a) 2n b) 2n
2. a) Paire. b) Impaire.

cdn
c) Impaire.

2. Etudier la courbe
d’'une fonction trigonométrique

1. Comme f est paire, sa courbe représentative est
symétrique par rapport a l'axe des ordonnées. Il
suffit donc de tracer le symétrique de € par rap-
port a 'axe des ordonnées pour obtenir la courbe
sur [0 ; 2m].

2. [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur et utilise une figure erronée.
Lerreur est corrigée sur les éditions suivantes,
qui utilisent la figure ci-apres.

-1+

NaT

Symétrie axiale par rapport a 'axe des ordonnées
puis translation de la courbe obtenue sur [0 ; 2]
de vecteur horizontal et de longueur 2rn vers la
gauche puis vers la droite.

3. Se repérer dans un triangle rectangle
Dans le triangle rectangle ABC, on a:

cosACB = % =0,5 donc ACB = 60°.

Les angles ACB et ABC sont complémentaires
donc ACB =30°.

4. Se repérer sur le cercle trigonométrique
aJC blB A dIE elD

5. Connaitre les valeurs remarquables

a) COS[£]=£ b) COS[Z—EJ=—1
4 2 3 2

c]sinE =l d]sinE =—3
6| 2 3 2
Activités p. 82-83

1 Dériver les fonctions cosinus et sinus

¢ Durée estimée : 55 min

¢ Objectif : Introduire le la dérivation en abordant
la notion de limite.
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A. Limite... finie ?

1. Aire du triangle OMP =< Aire de la portion de
disque OMI < Aire du triangle OTI

MPxOP _mxx _ TIxOl
< <
2 2n 2

sin(x) x cos(x) _X_ tan(x)
2 2

xe}o;g{

cos(x) =

avec sin(x) = 0 puisque

1
cos(x)

=

sin(x)

sin(x) _ 1

=

cos(x) =
X cos(x]

2. Six > 0, on utilise le théoreme des gendarmes
etona:limf(x)=1.

x—0
x>0

Six < 0, fl-x) = f[x) car sin(-x] = -sin(x] donc f est
paire.
Lorsque x tend vers 0 avec x < 0, -x tend vers 0

avec -x > 0 et donc f(-x) tend vers 1 et comme
fl-x) = f[x) alors lim f(x) = 1. Donc lirT[']n‘[x] =1.
x—0 x|

x<0

Remarque : On dit alors que la fonction f est pro-
longeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1.

B. Vers la dérivation...

1. Lorsque la fonction sinus est décroissante, la
fonction cosinus prend des valeurs négatives.

Lorsque la fonction sinus est croissante, la fonc-
tion cosinus prend des valeurs positives.

Lorsque la fonction cosinus est décroissante, la
fonction sinus prend des valeurs positives.

Lorsque la fonction cosinus est croissante, la
fonction sinus prend des valeurs négatives.

2. a) On développe sin(x + h) a laide de la formule
sin(a + b) = coslalsin(b) + sin(a)cos(b).

cos(h) -1 _[cos(h) - T(cos(h) + 1) _ cos?(h) -1

b) =
h hlcos(h) +1) hlcos(h) +1)
) -sin2(h) _ sinlh)  -sin(h)
hlcos(h) + 1) h coslh)+1
Or, “msin[h] =1et “mi—sin[h] =
h—0 h h—0 COS[h] + ‘|
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sin(h)

c) limM = limcos(x) x

h—0 h h—0

cos(h) -1

+sin(x) x = cos(x).

Ainsi, la fonction dérivée de la fonction sinus est
la fonction cosinus, ce qui correspond au fait que :
e lorsque la fonction sinus est décroissante, la
fonction cosinus prend des valeurs négatives ;

e lorsque la fonction sinus est croissante, la fonc-
tion cosinus prend des valeurs positives.

. cos(x+h)-cos(x) . . sin(h)
3.lim =lim-sin(x) x
h—0 h h—0
coslh) -1 .
+cos(x) x T = —sin(x)

2 Résoudre des équations trigonométriques

e Durée estimée : 20 min

¢ Objectif : Commencer a résoudre des équations
simples a laide du cercle trigonométrique.

A. Résoudre une équation en cosinus
1. L'abscisse du point M est cos(al).
2. L'abscisse du point N est cos(-ol) et

cos(-a) = coslal. (Les points M et N ont la méme
abscisse par symétrie d’axe (0l).)

3. a) Soit o et B deux réels appartenant a linter-
o=p
valle [0 ; 2xl. Alors : cos(o) = cos(B) <4 ou
o=—p
b) Comme la fonction cosinus est 2 - périodique,
les solutions de l'équation cos(o) = cosl(p) pour a,
B réels sur R sont :
o=P+2kn, ke”Z
ou
o=-B+2kn, keZ

B. Résoudre une équation en sinus

1.a)I0P=1- o

b) L'abscisse du point P est sin(r - o).

Les points M et P ont la méme ordonnée (symétrie
d'axe (0J]) donc sin(n - = sin(al).

2. a) Soit o et B deux réels appartenant a linter-
valle [0 ; 2xl.
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o=
Alors : sinfa) = sin(B) &< ou
o=m-f
b) Comme la fonction sinus est 2n-périodique,
les solutions de l'équation sinla) = sin(B) pour «,
B réels sur R sont :
o=P+2kn kEZ
ou
oa=n-PB+2km ke”Z

3 Déterminer une valeur approchée des
solutions d’'une équation trigonométrique
¢ Durée estimée : 20 min

e Objectif : Utiliser un algorithme Python pour
approcher des solutions d'une équation trigono-

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
'équation flx) = 0 admet une unique solution sur

lintervalle FTH ; n}.

Ainsi, Uéquation f[x) = 0 admet exactement deux
solutions sur lintervalle [0 ; «t].

2. a) [ERRATUM] Le code de la question 2 utilise
le symbole * pour la fonction puissance : c’est une
erreur. Il faut utiliser le symbole **.

Le programme retourne une valeur approchée
de la solution de l'équation f[x) = 0 sur lintervalle

ot \
—;——|au dix-millieme pres.
12 2

b)

from math import>
def dichotomie (n) :

- a=pi/2+0.5
metrique. b=pi
1.a) f(x) = -6sin (2x - 1) while abs(b-a) >1/(10**n) :
. . 1 T+ 1 c=(atb)/2
f(x) =0 & sin(2x - 1) = sin(0) & x=—ou x = if 3*cos(2*c-1)>0:
2 2 b=c
1 —_— else:
X 0 - i a=c
2 2 print (""Une valeur approchée de x est
(x) _ 0 _ 0 + comprise entre™,a,"et",b)
Vet 3 \ /3C05[1] c) Le code est le suivant.
def 3cosl1] 3 from math import*
cos - def dichotomie (n) :

b) La fonction f est continue sur lintervalle [0 ; x].
La fonction f prend des valeurs strictement posi-

tives sur lintervalle {0 ; %:l

Sur lintervalle B ; TET”} fest strictement décrois-

sante et f 1 =3etf ] =-3.
2 2

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
'équation f[x) = 0 admet une unique solution sur

lintervalle 1n—+1 Sur lintervalle n—”;n,
2 2 2

. .. T+ 1
f est strictement décroissante et f T =-3 et

flr) = 3cos(1).

al=0.5
bl=pi/2+0.5
a2=pi/2+0.5
b2 =pi
while abs (bl-al)>1/(10**n) :
cl=(al+bl)/2
if 3*cos(2*cl1l-1)>0:
al=cl
else:
bl=cl1
while abs(b2-a2)>1/(10**n) :
c2=(a2+b2)/2
if 3*cos(2*c2-1)<0:
b2=c2
else:
a2=c2
print ("Une valeur approchée de x1
est comprise entre', al, "et", bl)
print ("Une valeur approchée de x2
est comprise entre", a2, "et", b2)
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Les valeurs renvoyées sont :

Une valeur approchée de x1 est
comprise entre 1.2853981633974483 et
1.2854940371966912

Une valeur approchée de x2 est
comprise entre 2.0707963267948966 et
2.0708616830160143

A vous de jouer p. 85
1.a) fx) = 2
sin?(x)

b) f(x) = -2sin?(x) + 2cos?(x) = 2(1 - 2sin?(x))

2. a) f/lx) = XosX) = 2sin(x]
X3
(1-sin(x))(3 + sin(x)) - cos(x)(x + cos(x))
(3 + sin(x))2

_ 2 - 2sin(x) - xcos(x)

b) f/(x) =

f/(x)

x+Zo3x-Tioknkez
6.a) 2

x+ 2o 3x+ ok kEZ
3 2
5%=2x+2kn,kel

%=—4x+2kn,kez

X=5—n+kﬂ:,k€Z
12

< k
x=2 T yez
24 2
. 47t 197 3bn 7w
Les solutions sont : 4—; —; —; ——;
24 12 24 12

n . 23n m 13n 25n 17 37n
127 24" 24 24" 24 24 12 24

X

-2 ok kez x=Libkn keZ
2 3 3

(8 +sin(x) b)
n-Xo i kmkez  |x=12T s tkmkeZ
3.a) fx]) = 15cos(3x + 12) 2 3 3
b) g’(x) = 40sin(-5x + 4] _ on om
¢) W(x) = =14sin(-2x - 3) Les solutions sont : {—? ; ?}
4.a) 7.x€ 2_71: ; TI{
f,[X]=[—3sin[3x]—1][sin[3x]+x+2]—[cos[3x]—x][3cos[3x]+1] |3
(sin(3x)+x+2)2

#(x) = 3xlcos(3x] - sin(3x)) - 7sin(3x) - cos(3x] - 5 . .

(sin(3x) + x + 2)? 8. cos 2x+—J<—
b) y ’

-5sin(5x + 1][sin[§J + 3] - lcos[5x + 1]cos[§]
4 4 4
g'x)= >
[Sin[ll + 3]
A

{n 375}
b){-—;—
Lo 4

n ©®m 1lm 13=n
5.a)i-—i—i—i—.
18 18 18 18

72

@%+2kn,k<€l 2x+§<2n—%+2kn,k€l

<:>£+kn<x<@+kn,kez.
24 4
n 19n 25m 43w
€l—i—| U |—:=—
24 24 24 24

9. a) flx + 21) = 3cos?(x + 27) - bcos(x + 2r)fx + 27) = fX)
car la fonction cosinus est 2n-périodique.

b) On peut étudier f sur [0 ; 2x].
c) F(x) = —6cos(x)sin(x) + ésin(x)
f(x) = 6sin(x)(1 - cos (x))
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X 0 T 2n
6sin(x) | 0 + 0 -
1-cos(x) | 0 + +
#x) |0 + 0 -
Variation / 9\
de f _3 _3

10. [ERRATUM] La premiere édition du manuel
contient une erreur qui est corrigée sur les édi-
tions suivantes : la fonction f(x) = 2cos(2x) + sin?(x)
est remplacée par f{x) = 2cos(x) + sin?(x].

a) La fonction cosinus étant 2r périodique, la fonc-
tion f Uest aussi.

b) f(-x] = 2cos(x) + (-sin(x])?

f(-x) = f(x) donc f est paire.

c) 7(x) = -2sin(x) + 2sin(x)cos(x) = 2sin(x)(cos(x) - 1)
avec cos(x) - 1 < 0etsinlx) = 0 pour toutx € [0 ; =]

X 0 T
(x) -

\*-2

f étant impaire, sa courbe représentative est
symétrique par rapport a axe des ordonnées.

Variation de f

X T 0 T
f'(x) + -
Variation /2 \
de f 9 9

11. On effectue un changement de variable en
posant X = sin(x) puis on résout linéquation

2X2—X—1>0etA=9etX1=—%X2=1

1
Donc 2X? - X -1 >0pourX<—E

ainsi,sin[x]<—l etxe —5—n;—E )
2 6 6

12. [ERRATUM] La premiere édition du manuel

contient une erreur qui est corrigée sur les édi-

tions suivantes. Le début de l'exercice est modifié

ainsi :

1. Soit f{x)=2x* - x? - 2x + 1. Vérifier que f(1) = 0.
2. Résoudre ....
1.f1)=2-1=-2+1=0

2. On effectue un changement de variable en
posant X = cos(x] puis on résout 'inéquation

2 -X2-2X+1<0.

Or, f{1) = 0. On peut donc factoriser par X - 1 U'ex-
pression 2X3 - X2 - 2X + 1.

2 -X2=-2X+1=(X-1){aX*+bX +c
=aX+(b-alX+(c-bX-c

a=2
Par identification, ona:<b=1.

c=-1

2 -X-2X+1=(X=-1)2x+X-1)
On détermine le signe de 2X? + X - 1.

A=9etX1=—1,X2=%

Ainsi 2X3 - X2 -2X+ 1 < 0 pour X < -1 etXE}%;{

Comme X =cos(x) avecxE RetXe[-1;1],0na:

fM<O@%<X<1

=N 1 < cos(x) <1

donc sur lensemble [-7t; 7], S = }—g ; g{

13.1.f-1)=-1-25+2+15=0

2. On effectue un changement de variable en
posant X = cos(x] puis on résout linéquation
X°-25X2-2X+15<0.0r, f{1) = 0. On peut donc
factoriser par X + 1 Uexpression X* - 2,5X2 - 2X+ 1,5

X -25X-2X+1,5=(X+1)ax?+bX+c)
=aX+(b+alX2+(c+b)X+c
a=1
Par identification, ona :{p=-3,5
c=15

X-25X2-2X+15=(X+1)(X2-3,5X+1,5)
on détermine le signe de X2 - 3,5X + 1,5.

A=6.25 etX1=3,X2=%

Ainsi X -2,5X2-2X+1,5<0pourX<-1 etXE]%;:{
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comme X =cos(x) avecx € RetXe€[-1;1],0ona:

1
f[x]<0<:>E<X<1@%<cos[x]<1

donc sur lensemble [0 ; 2x], S = {0 ; %[ U ]5?“ ; ZTEil.

14.1.f2)=8-2-5-1=0

2. On effectue un changement de variable en
posant X = sin(x] puis on résout linéguation
X-0,5X?-2,5X-1<0.0r,f(2)=0.0n peutdoncfac-
toriser par X - 2 Uexpression X* - 0,5X? - 2,5X - 1.

X -0,5X-25X-1=(X-2)aX?+bX+c]
=aX®+(b-2a)X?+(c-2b)X-2c
a=1
Par identification, ona:<b=15
c=05
X-25X-2X+15=(X+1)(X+15X+0,5]
on détermine le signe de X2 + 1,5X + 0,5.

A=0,25 etX1=—1,X2=—%

AinsiX®-2,5X?-2X+1,5 <0 pourX < -1 etXE}—% ; 2{
comme X =sin(x) avecx ERetX€[-1; 1], ona:

f[x]<0<:>—%<X<2<:>_?1<cos(x]<1

donc sur lensemble [-&t ; 7],
S= —11',;ﬂ @] i;1'l', .
6 b

Exercices

apprendre a démontrer

Pour s’entrainer
On pose f[x) = \/gx +2cos(x) - 3.
FIx) = /3 - 2sinlx]

flx) >0 0<sinlx) < sin(%]

SXE 0;E @] 2—n;27'c
3 3

74

0 = o 2
X 3 3 b1
f’(x) + - +
Variation / \ /
def

¢ f est continue et monotone sur lintervalle

0;%} et ne prend que des valeurs négatives sur

cet intervalle.
e f est continue et strictement croissante sur l'in-

tervalle l%t : Zn} avec f(%} <0etfl2r) > 0.

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
'équation f[x) = 0 admet une unique solution sur

Ainsi, Uéquation f(x) = 0 admet une unique solu-

tion sur [0 ; 2x]. L'équation \/Ex +2cos(x) =3 aune
unique solution sur Uintervalle [0 ; 2x].

Exercices
calculs et automatismes

15. Valeurs remarquables (1)

a) cos i =—£,cos o =—1,cos
6 2 3 2

3 7)1
=——, cos|—|=—=
2 372

s

16. Valeurs remarquables (2)

a) cos 25n =£,cos 19m =1,cos _13m
6 2 3 2 b

ﬁ'cos(_HnJ:%

3
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(17 (197) N2 [ &=
b) sinl—|=1, sin| — | = —, sin| -—
2 4 2 3
N [ 1175] 1
=-"= sin|-—|=—
2 b 2
17. Dériver des fonctions (1)
a) -sin(x)
b) -sin(x) + 3
¢) 2cos|(x)
d) 3cos(x) + 8
e) -5sin(x) - 5cos(x) + 7
f) 6cos(x) + 7sin(x) + 5

18. Déterminer la parité ou non d’une fonction
a) f-x) = 2cos(-x) + 13 = f[x) donc f est paire.

b) f-x) = sin(-x) + x = -sin(x) + x = -f[x) donc f est
impaire.

c) f-x) = 2sin(-x) - cos(-x) = -2sin(x] - cos(x) donc
f n'est ni paire ni impaire.

d) fl-x) = (-x)2 + 3cos(-x) = x2 + 3coslx) = f[x) donc f
est paire.

e) f[-x) = (-x)® + 5sin(-x) = -x3 - 5sin(x) = f(x) donc f
est impaire.

19. Vrai ou faux ?

a) Faux. b) Vrai. c) Vrai. d) Faux.

20. Périodiques ?
a) 2r périodique.  b)  périodique.
c) 2n périodique.  d) 2xt périodique.
e) 2n périodique. f) Non périodique.

21. Résoudre une équation trigonométrique

alx=m b)x=0oux=m
C]X=£OUX=5—TE d]X=£0UX=3—TE
3 4 4
5n 3n 5n

4Tt
e)Xx=—oux=— flx=—oux=—
3 3 4 4

22. Résoudre une inéquation trigonométrique

ajxe £'5_7t
3 3
cxe 4_n5_n
3 3

b]XE]U;n]U[%;Zn{

dlxe 3_71:'5_1'6
4L 4

23. Dériver des fonctions (2)

a) (x) = -12sin(3x) b) £(x) = 30cos(5x)

c) 7[x) = 2sin(x)cos(x)  d) Fx) = -2cos(x]sin(x)
e) 7(x) = 5cos(x) + 5cos(5x)

f) () = —ZSin[—Zx + E]
3

24.QoCM

1.¢) 2.4

25. Déterminer les variations d’une fonction

alf(x) = 1 - sinlx] avec sin(x] < 1 pour tout x réel
donc f est croissante sur R.

b) f(x) = 0,5 + cos|x)

Comme le signe de f[x/ peut étre positif et négatif,
la fonction f n’est pas croissante sur R.

26. Lecture graphique

f est une fonction paire et f{0) = 2 donc la courbe
rouge correspond a sa courbe représentative.

gl0) = 1 donc la courbe verte correspond a la
courbe représentative de g.

Exercices d'application p. 92-93

Image d’un nombre par une fonction
trigonométrique

27. f(EJ = —z;f[5j=@;f[ﬂ]= -3; fln) = -4
6) 2(3) 2 |2

28.1. f[%] - g , f[z—”J = J3,flm) =0

3

2. gln) =3, g[—gj - M , g[?ﬁ] - é

2 4

29 fm)=1.4 - |= .4 T _3+2y3
. ' 6 12‘ 3 12 '
f(7_“J=@

4 6
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Périodicité et parité
30.1. a) flx+ 2n) = - Coslx +21)

= f[x)
2 +cos(x + 2n)

b) f(_y] < 1- cos(-x)

2 +cos(-x)
2. g(x + 21t} = 1 + 5cos?(x + 2] = g(x)
g(-x) =1+ 5cos?(-x) = g(x)

= f(x)

31. 1. Elles sont 2r périodiques car les fonctions
cosinus et sinus sont 27 périodiques.

2. f[-x) = -sin(x]cosl(x] = -f(x]
Donc f est une fonction impaire.
X} =-sin(x] + —————.
gt=x) ( ]+2—sin[X]
g n’est ni paire ni impaire.

32. 1. flx + 2n) = 2sin(x) + sin(2x + 4r) = f(x). Donc
f est 2n périodique.

2. f[-x) = =2sin(x) -2sin(2x) = -f(x). Donc f est une
fonction impaire.

33.1. flx + 4m) = f[x) donc f est 4 périodique.
2. f-x) = -f(x]) donc f est une fonction impaire.

Représentation graphique
34. a) Ni lune ni lautre.
c) Paire.

¢) Ni lune ni l'autre.

b) Impaire.
d) Paire.

b) = périodique.

35. a) 2rt périodique.
c) Non périodique.

36.

76

37.
2.
-2n _é_n -7 _:1_1: 0 E T 3_75 2n
2 2 2 2
Tableau de variations
38.
X -T 0 T
Variation 1
de la fonction / \
cosinus -1 -1
X 0 T 21
Variation 1 1
de la fonction \ /
cosinus -1
39.
_r T
X -7 2 5 T
Variationde |0 1
la fonction \ / \
sinus -1 0
X 0 u 3_7: 2
2 2 T
Variation de 1 0
la fonction / \ /
sinus 0 -1
Dérivation

40. a) 7(x) = 3cos(x) + 2xcos(x) - x?sin(x)
= cos(x)(3 + 2x) - x%sin(x)
b) 7(x) = -2sin(x) + 1

c) f(x) =

cos(x)x - sin(x)

d) 7(x]) = 10xsin(x) - 5x2cos(x) + cos(x] - xsin(x)
(x) = 9xsin(x) + cos(x](1 - 5x?)

41. a) () - S b) #(x) = 5(sin(x) + xcos(x))
cos?(x)
c) F[x) = coslx] d) 7(x) = -4sin(x)(cos(x))?

244 + sin(x]
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42.a]f'[x]=—9sin[3x2] s _29_15__@ _ﬂ _7_n_£ E
b) £(x) = (2x + 1)cos(x? + x) 20 30 30 30 5%
O Xl = s [ ! J 7r 17% 19% 29%

(2+3x) 2 +3X 30-—30 .—30 .—30
d]f'[X]=M 3n 7t ©m 3n

1+ cos?(x] A S= - i,

e) f'(x) = 3cos(—3x - g]
f) £(x) = 2cos(2x) + 3sin(x) 46.3)S= {—1— 22 _2;7_75}

m#@ﬂ&ﬂl%%lﬂﬁ@}

43.a)f'(x) = sinly/1+ x2) "15"15" 15 " 15

-X
NIER'G
b) f'(x) = —5cos[—5x + %]
. m%ﬂl&@ﬁ%

2sin(2x)-1)(sin(2x)+ x)~(cos(2x)- x)(cos(2x)+ 1) 186 1818 6

1212 4412 12

f'(x)= :
(sin(2x)+x)? , .
_ 2sin?(2x] + 2xsin(2x] - sin(2x) - cos?(2x] Resolution d'inequation
(sin(2x) + x 47.a]xe{0;£|:U}3—n;n[ b]xeli 5—“}
. -cos(2x) + xcos(2x) 4 4 3
0 ;
[5|.n[ X+ c]xEOZF—TE dl xe [3;7—7t
d) 7(x) = -sin(x]ecsX 3 12
Résolution d’équation
2n 2m
44.a5=1-% 2 kezl Ul E  2kn kel A8-31x €10 b'xe}K;?{
30 5 30 5
T 21 T In
1 1 cxe |=;= d xe|~; =
b)S= I, —knkeZ;U —+—kn,k€Z 3'3 4 4
24 3 8 3
51 49. a) On pose X = sin(x] et linéquation proposée
c1s= {T+2kn kez} {7+2kn'kez} est équivalente a 2X?2-1=<0avecX € [-1; 1]
i
d]S={g+kn,k62}u{%+kn,k62} 2X-1<0 pourXE[-7:7]
doncx € —n:—3—nU Z, U3n,n
T 4 4’ 4 4
45.als= { 3’ E;E} b) On pose X = cos(x] avec X € [-1; 1] et linéqua-

tion proposée est équivalentea X2-1>0

X2 - 1> 0 pour X € ]~ ;-1[UI1 ; +oo[ c’est-a dire
cos(x] € ]- ; -1[U]1 ; +oo[ donc l'inéquation pro-
posée n'a pas de solution.

b)S= {

o~|?—|
o\|r-|
——
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c) On pose X = cos(xJavec X € [-1; 1] et linéqua-
tion proposée est équivalente a 4X? - 3 = 0 avec

xXel-1;1]
4X?-3=0pourX € —W;—giu %;w{

donc cos(x) E[—1 : % U [ﬁ : 1}

2

donc x € O;E U 5_n7_7t U m;27:
6 6 6 6

d) cos? 3x- L <l
4 2

On pose X=cos[3x—%} avec X € [-1;1].

Linéquation est alors équivalente a X?-—<0

doncXE}—%;é{

2
D'ou :3X—EE £;3—1t U 5_n7_n c'est-a-dire :
4 Lo 4 L 4

ce |B.5 | 2n)
6 3 2 3

Exercices d’entrainement p. 94-97

Etude d’une fonction trigonométrique

50. 1. f est 2n périodique par la définition de la
fonction cosinus.

2. f est paire puisque la fonction cosinus est paire.
3. f[x) = -sin(x] - 2sin(x)cos(x) = =sin(x](1 + 2cos(x])

f(x) est nulle pour x = 0, X = =, x=2?netx=%t

donc f admet des tangentes horizontales aux

2 4
points d'abscisses 0, T, il et _n'
4 3 3
. 2n
X 3 T
Fl |0 : 0 . 0
Variation
de f
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5.
| o | B | X |2n] |4n|3n)5¢
312 |3 312 |3
3 1 1 3
flxx| 2| -0 |-—]0]|-—|0]~-
4 4 4 4
6.2
‘]..
0 T m In on
2 2

51.1. a) f(x) = 2sin?(x) - sin(x] - 1

b) Pour toutx € [0 ; =],

(2sin(x) + 1)(sin(x) = 1) = 2sin?(x) - 2sin(x) + sin(x) - 1
= 2sin?(x) - sin(x) - 1 = £(x)

2. Pour toutx € [0; =] :

sin(x) = 0 donc 2sin(x) + 1 =1 >0.

sin[x]—1=0<:»sin(x]=1<:>x=g

et sin(x) < 1 doncsin(x) - 1<0.

b)
T
X 0 2 b
2sin(x] - 1 + +
sin(x) - 1 - 0 -
f’(x) - 0 -

1
Variation de f

\0\ 1

52. 1. f est définie car pour tout x € R,
-1 < sinx(x) < 1 donc 2 < sin(x] + 3 < 4.
-2cos(x)

(sin(x) + 3)2
3. Ainsi, f est croissante sur les intervalles

T T , . T T
-m;——|etsur|—;m|etdécroissante sur|-—;—|.
4 2 4 2

53. 1. Pour tout x réels : 0 < sin?x) < 1 donc
x<flx)<x+1Tetflx+m=x+m+(-sinlx))2=flx) + &

2. f[x) =
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2. Par comparaison de limites, comme

lim f(x) = - et

X—-%

limx+1=-0 et limx=+x,0n a :

X—= X—+%0

lim £(x) = +co.

3.7(x) =1 + 2sin(x)cos(x)

4. f(x) = 1 + sin(2x) donc F(x) = 0 < sin (2x) = -1
donc f est croissante sur R.

X=3—n+kﬂ:,kEZ
flx)=0 =
x=-Likn kEZ
A

5. Comme f[x + ) = f[x) + 7, pour tracer f a partir de
sa représentation sur [0 ; «], on réalise une trans-
lation de vecteur 7/ dans un repére (0,7, ).

6.
6+

Nla+
N

54. 1. Pour tout x réels : -1 < sin(x) < 1 donc
x-T<fx)sx+1.

2. Pour tout x réels : f(x) = 1 - cos(x) et donc
fix) =0 1=coslx) ©x=2kn, k € Z.

Les tangentes horizontales a T sont situées aux
points d’abscisses 2kr, k € Z.

3. Equation de la tangente a " au point d’abscisse

T T T T
—y=f|l=|x-=|+f|=|;y=x+1

Equation de la tangente a T au point d’abscisse

T T T T
——ry=f|-—||X+=|+f|-—|;y=x-1

On peut en déduire, d'aprés la question 1, que la
courbe T" est comprise entre les droites d’équation
y=x+Tlety=x-1.
4. Sur calculatrice.

55. [ERRATUM] La premiére édition du manuel
contient une erreur qui est corrigée sur les édi-
tions suivantes. L'exercice est a remplacer par
U'énoncé suivant.

On considere dans un repére orthonormal

(0;7, ) direct, les points Al-1 ; 0), B(O ; -1) et
M(cos(x) ;sin(x)) ou x est un réel appartenant a

1. Calculer AB puis exprimer les longueurs AM
et BM en fonction de x.

2. Déterminer la valeur x, pour laquelle ABM est
isocele en M.

3. Montrer
plx) =12 + 201+ cos(x)) + 201+ sin(x]

4. Calculer p’(x) et vérifier que p’(x,) = 0.

que

5. On admet que pour toutx € }—g ; XU}.p’[X] =0

et pour tout x € [x, ; ml, p’(x) < 0. Que peut-on en
déduire sur le triangle ABM ?

1. AB= /2, AM = /2 + 2cos(x) et BM = /2 + 2sin(x]

2.X=

r

4

3.

plx) = 01+ OM +IM = /2 + /201 + cos(x) ++/2(1 + sin(x)]

-sin(x) cos(x] ,[n]
+ etp|— =0
J2+coslx))  20+sinlx)) L4

5. Le périméetre du triangle ABM est maximal

4. p'(x) =

T . .
en Z et sa valeur est V2 +2 2+\/E soit environ

5,11 unités de longueur.

56. 1. f est impaire puisque la fonction sinus est

impaire.
X+ 4T I x
= 4sin| = + 21 | = f(X))
2 2

donc f est 4m-périodique.

2. flx + 4m) = 45in[
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3.a) fln-x = 45in[n ; X] - -45in(%"} = flr+ )

b) La courbe est symétrique par rapport a la droite
d’équation x = 7.

4. f'(x) = 2cos[§] et pour toutx € [0; w], F(x) = 0

donc f est croissante sur [0 ; m].
5.

Na T

NIa T
N

57. 1. fest 2x périodique puisque la fonction cosi-
nus lest.

2. f est paire puisque la fonction cosinus est paire.

3. D’apres la question 1, on peut étudier f sur un

intervalle d’amplitude 2n. D'aprés la question 2,

f peut étre étudier sur lensemble des réels posi-

tifs. On peut donc étudier f sur Uintervalle [0 ; 7t].
-3sin(x)

4. f[x) =
(2 + coslx))?

X 0 T

F(x) 0 -
1

Variation de f
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5. f est continue et strictement décroissante sur
Uintervalle [0 ; ] avec f(0) = 1 et f(r) = -1.

Ainsi, d'apres le théoréme des valeurs intermé-
diaires, l'équation f(x) = 0 a exactement une solu-
tion o sur [0 ; w] avec o = 2,094.

58. 1. Sifest périodique alors on a

fix+T)=flx) & 3cos[2x +2T + %} = 3cos(2x + %]

donc T=m et on a bien a flx + ©t) = f(x).
2. Pourtoutx ER:-1<cos(x) < 1.
Donc I f(x)|=<3.

3.f(x)= —6sin(2x + EJ
A
4. —6sin[2x + %J >0 6sin[2x+§] <sind

@_%+kn$xig+kn,kel

n n| 3n n
8

Sur lintervalle l:——,— Z<x< 5 s F(x)=0

.. 3 )
f est donc décroissante sur {—E ; _n} et croissante

3n In
sur|—;—1|.
8 8

5. fadmet donc un minimum en 5 égala -3.

3n
6. y=—bx+—
4 4

59.lim sin(x) - sin(0) _

x—0 Xx-0

cos’(0) =1

60. 1. Pour tout x € R : -1 < cos(x) =< 1 donc
1<2+cos(x)<3

Pour tout x € R : e* > 0 donc f ne prend que des
valeurs strictement positives.

2. £(x) = —e™(sin(x] + cos(x) + 2)

= —eH[\/Ecos[x - %J +2)
\/Ecos(x —%]+2>0 = cos(x —%]> —\/E

Ainsi, pour tout x €R, \/Ecos[x - E} +2>0etdonc

pour toutx € R, f(x) < 0.
f est donc strictement décroissante sur R.
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3.a)PourtoutxeR:1=<2+coslx) <3donc

e’ < flx) < 3e'™.

b) lim1-x=-xet lime*=0donc lime™ =0

X—+% X—>—% X—>+0

oG 13

u-0,1
tant que u>10"°:
U« (2+cos(i))xel™
i—~1+0,1
Afficher i

Cela signifie que pour tout x > x,, la courbe représen-
tative de f est située en dessous de ['équationy = 10-¢.

Ainsi, cette courbe est trés proche de 'axe des abs-
cisses en restant au-dessus de celui-ci, laxe des
abscisses est une asymptote horizontale en Uinfini.

Résolutions d’équations et d’inéquations

242 4

bjgo) 29m _28n 5t m 191 251
36 36 3636 36

g5, . m 5
6 666

62. a) On pose X = cos(x] (X € [-1
Uéquation : 4X2 - 6X+2=0.

1
—et X, =1 cos(x)= cosLEJ
2 3

- 1]) et on résout

X, =

T 5w
et cos[x]=cos[0].S {0 5 ?}

b) D'aprés la question précédente : S = {g ; S:ﬂ

63. a) On pose X =sin(x] (X € [-1

Uéquation :6X2 + 9X + 3 =0.

X, = A et X, =-1.sin(x) = sin[—EJ
2 6

et sin(x) = sin Ios- 7—753—%&
2 6 2 6

b) D'aprés la question précédente : S = {

: 11) et on résout

n 11n
6

c) On pose X = sin(x) (X € [-1; 1]) et on résout
U'équation :2X? + X + 2 = 0. A < 0 donc cette équa-
tion n'a pas de solution réelle.

64. a) Pour vérifier l'indication, on calcule les car-

rés de chaque expression puis on conclut.
On pose X = cos(x) (X € [-1; 1]) et on résout l'équa-

tion:4X2+[2—2\/§]X—\/§=0.
1 V3

X,=——et X, =—.cos(x]=
2 2

2n 4 11
et cos(x) = cos Tls= E'_n'_n'_n
6 6 3 3 6

b) D'apres la question précédente, on a :
S A A
6 33 6

65. Dans cet exercice, il faut se rappeler de la for-
mule vue en premiere :

T .
cos[——xj=sm[x],
2
sin[E - x] =cos(x] et sin[E + x] = cos(x].
2 2
a) sinlx) = sm[ jdoncS {n 2n}
3 3 3
b) cos(x) = cos[ ]doncS {n 7n}
4 4 4
5—ndonccos[n]—cos[x]dou S= {n 5“}.
6 3 3 3

66. [ERRATUM] La premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée sur les éditions sui-

2n
cos| -—
3

Tom
c=+==

vantes. Remplacer f(x) = 2COS(§ - g]

par 2cos X_Ilog
3 3

1.d)

2. ¢) la courbe admet deux tangentes horizontales
sur cet intervalle.

3. ¢ la courbe coupe l'axe des abscisses en deux
points sur cet intervalle.

4. ¢)

81



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

67. 1. a) Aucune solution.

b) Trois solutions.

c) Deux solutions (deux tangentes horizontales).
d) Deux solutions.

x-2-Tyokn
42

2.f[x)=0<1 ou

L
4L 4

68. a) cos(2x) = cos?(x) - (1 - cos?(x]) = 2cos?(x] - 1

2_75 =2cos?(a) - 1< cos?(a) = 32

50
Comme -t <a=<0,cosla) = \/3—72 oucosla)=- /%
50 50

E, on a dans les deux

50

et comme

; 18 3
cas:sinla)=-,|— =-=.
50 5

Laffirmation 1 est donc vraie.
Pour tout x € R :
—e*<f[x) <e> Or, lime* =0.

-1 < coslx) = 1 donc

En utilisant le t?ré?gréme des gendarmes,
lim f(x) = 0 et donc la fonction f admet une asymp-

X—>-0

tote horizontale en +o d’équationy = 0.

Modélisation

69. [ERRATUM] La premiere édition du manuel
contient une erreur qui est corrigée sur les édi-
tions suivantes. Dans la question 1., remplacer
glx) par glt).

82

1. a) ¢’(t) = -3Asin(3t) + 3Bcos(3t) + coslt)
g”(t) = -9Acos(3t) - 9Bsin(3t) - sin(t)

g”(t) + 9g(t) = 8sin(t)

Donc g est solution de (E).

b) g représente la trajectoire du mobile M situé
sur le ressort.

2.9(0)=0=A=0etg(0)]=4=3B+1=4beB=1
Ainsi, glt] = sin(3t) + sin(t).

3.g[t) =0 < sin(3t) +sin(t] =0

& —4sin’(t) + 4sin(t) = 0 & -sin®(t) + sin(t) = 0

on pose T =sin(t) et on résout -T*+ T? =0

onalors T=0ouT=TouT=1.

ainsi sin(t) = 0 ou sin(t) = 1 ou sin(t) = -1.

Donct=0+k1t,kEZ,out=g+kn,kEZ.

70. 1. a) Sur logiciel.
b) Laire semble maximale pour un angle de 45°.

2. a) On considére un repére orthonormé (0, 7 7],
labscisse de B est alors cos(a) et son ordonnée
sin(a).

Ainsi, AB = sinlo) et AD = 2cos(co) donc
Alo) = 2cos(a)sin(o).
b) o4’(ar) = -2sin?(ar) + 2cos?(o) = —4sin?(o) + 2

. 2
A’lo) > 0 < 0 < sinlo) <7<:>0<(x<%et
Tn<oc<n. o est donc croissante sur les inter-

valles }0;%[ et }37“;7{ et décroissante sur

}E ; 377{ s admet donc un maximum en %et laire

maximale est égale a 1 cm?.

71 1. tanlo) = 22 = 22 an(x) < 2 - 3006
ET x ET X
2. Pour tout x E}O;g{,
oy COS?(x)+sin?(x) 1
tan’(x) = =
cos?(x) cos?(x)

Ainsi, la fonction tangente est strictement crois-

sante sur}O;gl.
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3. ATB=ETB -ETA soity=B - o

30625
tan[letanlﬁ_od=tan[l3]—tan[ocl: XX
1+ tan(altan(B) 30,6 25
T+ —x—
X X
56
__ X __56x
x2+765 x%2+765
X2

—

4.a) L'angle ATB est maximal lorsque sa mesure y

lest, avecy € }0 : g{

La fonction tangente est strictement croissante

sur }O;g[ donc y est maximal lorsque tan(y) est

maximal.

5,6X 91X = -5,6X2 + 4 284
x? +765 (x2 + 765)2
on détermine le signe de -5,6x? + 4 284 sur 10 ; 501.

V959616 V959616
A=959618etx =X g = T

g est donc croissante sur 10 ; xz] et décroissante
sur [x, ; 50].

On pose glx) =

—

L'angle ATB est maximal pour une unique valeur

959616

X, = BT m soit au metre prés 28 m.

—

Une valeur approchée de l'angle ATB, a 0,01 radian
prés est 0,1 soit environ 5,78°.

Déterminer des valeurs de cos et sin

72. Pour tout x réel, cos?(x) + sin?(x) = 1.

Dol : cos{%]+ 8+4\/§ =1

16

c052(7_nj=8‘4‘/§=[\/§—\/g]2

12 16 16

n \/E—\/Z . n 4
cos| — |= pwsqueﬁe E;n.

12 4

73. Pour tout x réel, cos?(x) + sin?(x) = 1.
D’ou : sin? kil +M=1
8 4
Z[EJ 242
4

sin \&) =

| 2—\/5 . T
sin| = |= puisque — €10; n[
8 4 8

74.1. f'[x) = -sin(x] + x
’(x) = —cos(x) + 1 =0
Donc f’ est croissante sur R avec (0] = 0.

Ainsi, f est décroissante sur ]- ; 0] et croissante
sur [0 ; +oo[ et f(0) = 0.

Donc pour tout réel x, f(x) = 0.
2. 0= Fx) - X g7x) = 1x) - e
| 6 2

g¥x) = sin(x) - x

g"“(x) = coslx] - 1

Donc g“(x] < 0 c'est-a-dire que g" est décrois-
sante sur R avec g (0] = 0. Ainsi, g” est crois-
sante sur ]-o ; 0] et décroissante sur[0 ; +o[ et
g”(0) = 0. Donc, pour tout réel x, g”(x) < 0. D'oli ¢’
est décroissante sur R avec g’(0) = 0. Donc g est
croissante sur ]-c ; 0] et décroissante sur [0 ; +o9[
et g(0) = 0. Donc, pour tout réel x, g[x) < 0.

2 2 4
3. 1—X—scos[x]s1—x—+x—
2 2 24
4 3
4. g(x) = X avec ¢'[x) = XZ donc € est décroissante

sur ]-oc; 0] et croissante sur [0 ; +<[.

5. Le minimum de € est atteint en zéro, il est donc
pertinent d’utiliser cet encadrement au voisinage

6.1-~—~<-<cos
2 2 24

2 2 4
b 5il5
5 5 5
1-~—+-=0,802et1-~—+—+-—-2-=0,809
2 2 24

La précision est d’environ 0,007.
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Déterminer une aire entre deux courbes
75.1.-1 < cos(x) <1

0 < flx) < 3 ; fest positive sur [0 ; 2x].

2. a)

from math import>
def aire(n):
s=0
for k in range (1,n):
s=s+ (2*pi/n)*(-1.5*cos((k*2*pi)/n) +1.5)
print ("L’aire est égale a environ'™)
print (s)

b) Laire est égale a environ 9,42 unités d'aire.
c)

from math import*
def aire(n):
s=0
for k in range (1,n):
s=s+ (2*pi/n)*(-1.5*cos((k*2*pi)/n) +1.5)
print (""L’aire est égale a environ™)
print (2*s)

76.1.a)-1  bl1 <2+ d) V3
2.a) f’[x) = -sin(x]) + 2
b) ¢g’(x) = -3cos(x)

¢) h’(x) = sin(x) + 5cos(x]) + 10x

77. Flx) = xcos(x) - sin(x)

XZ
On pose glx] = xcoslx) - sinlx) g’(x) = -xsin(x] avec
sin(x) > 0 pour x € 10 ; =l donc g est décroissante
sur]0; n[ avec lirrumg[x] =0etlimg(x)= .

Ainsi, pour tout x € 10 ; =[, f(x)] < 0 donc f est

décroissante sur]0; [ avec lirr[}f[x] =1etlimf(x)=0.

X—>T

Exercices bilan p. 98

78. Etudier une fonction
1.a) Pourtout x ER : -1 < cos(x) < 1 donc
—e* < flx) s e

b) lime*=0

X—>-0

Donc par comparaison de limites, lim f(x)=0.

X—>-00

Ainsi, ¢, admet une asymptote horizontale d’équa-
tiony=0en -,
2.f[x)=0=coslX)=0=x=nt+2kn, kEZ

84

3. Pour tout réel x € —E;E ,
2 2

\/Ecos X+ =\/§[cos[x]sin Tl cos|E sin(x))
4 4 4

= cos(x) - sin(x)
4. a) f’(x) = e*cos(x) - e*sin(x) = e*(cos(x) - sin(x))

= \/Eexcos[x + EJ
4

N | a

b) f(x) >0 < cos x+ X > cos (:)—E<x<E
4 2 4

f est donc croissante sur {—g ; %} et décroissante
T T
sur|—;—|.
c) etd)
_r r
X 2 4 2
f’(x) + 0 -
V2 5
Variation Te
de f /
0 0
5.
2--
14
I 0 n
2 2

6. f est continue sur {0 ; g:l
f prend des valeurs strictement supérieur a 0,5
sur 0;E . Sur E;E , f est strictement décrois-
4 4 2
T T . .
sante avec f[—) > (0,5 et f[EJ = 0 donc l'équation

flx) = 0,5 admet une solution unique o sur {Ug}
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7.0= 1,57
8.y=x+1
21
1
_n 0 n
2

79. Nombre de solutions

lLall-X<0o1<e2<xet-1-2>0
2 2 2

@4>§@—%u

b) Pour tout x E R, -1 < sin(x) < 1 et glx) =0
o sinlkl=2 o -1<X <1

2 2

ainsi, d'aprés la question 1. a), cette équation
admet des solutions uniquement dans [-2 ; 2].

1
. 4 — -——
2. g’(x) = cos(x >

g'x)<0 e cos(x) < cos[gj o g + 2k,

k€Z<X<5?n+2kﬂ:,k€Z

_r T
X -n 3 3 n
g - 0 - O -
T
Variation \ 7 - Z
et A . / \
__+_
2 6 2
3i§—£>0t 3 +Z <0
2 6 2 6

g est continue sur lintervalle [-n; ] et donc sur [-2 ; 2].

g est strictement décroissante sur l:—n;—%}

avec f[—n]>0etf[—§j<0. Donc, d'aprés le

théoreme des valeurs intermédiaires, léqua-
tion g(x) = 0 admet une unique solution o sur

l:—n ; —E} avec o =-19.
3

. . T T
g est strictement croissante sur {—55} avec

f{—§]<0et f[g]>0 Donc, d'aprés le théoreme
des valeurs intermédiaires, U'équation g(x] =

. . T T
admetune unlquesolutlonBsurl—E;g:l avec B =0.
g est strictement décroissante sur {g;n} avec

flw) <0et f(g] >0 Donc, d’apres le théoreme des

valeurs intermédiaires, U'équation g(x) = 0 admet
. . T

une unique solution y sur lg;n} avecy=19.

Cette équation a donc trois solutions.
4.y=1,895

80. Suites et fonctions trignométriques
1.a) PourtoutxeR: -1 <
- < flx] <e™.

cos(x) = 1 donc

b) lime*=0et lim-Xx=-%donc lime™* =0.

X—>- X—>+00 X—>+00

Donc grace au théoreme des gendarmes,
lim f(x) =
x="4 kX
2. f[x) = glx) & cosléx) = 1 & 4 2 yeyz
A
X=-—+k=
4 2

Ce sont les points de coordonnées

TokZ ATk |ou| -2k Z v kX
42 42 42 -4 2

aveck € 7.
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3.alu,,, = f[[n + 1]%] =e "7e7 cos(2nm + 2m)

T

=e "2e2cos(2nm) = f[n%]&

n

(u ) est donc une suite géométrique de raison e,

T

b) ez >1 donc la suite (u) est croissante et
4. a) Pour tout x € [0 ; +o0[,
f'(X) = —e~*cos(4x] - 4sin(4x)e™ = —e™(cos(4x] + 4sin(4x])
b) ¢’(x) = —eet f'(ﬁ " kE] - g'[E + kE]

4 2 4 2

Daprés la question 2., les deux courbes ont la méme
tangente en chacun de leurs points communs.

5. f'(ﬁl ~-03
2

81. Equations de fonction
1. f(x) =-3sin(3x) - 6cos(3x) ; ’(x) =—9cos(3x] + 18sin(3x)
2.9x) + X} =0

3. g,[X] = —3Sin(3x - STTCJ ; g”[x] = —9(:05[3)( - STTCJ

V2

Donc g”(x) +9g(x) =0 et g(0) = cos[—%} == et
n T
X=-—+

HE . 5| 3v2
g|=|=-3sinjt-— |=—.
3 4 2
12 3

4. g[x]=04:>cos(3x—57nj=0 ou

x=" 4okt

4 3

5= E__71t_111t_57t_191t_23_7t
41212 41212

5_E+E=7_TI:
4 3 12

Donc les solutions s'écrivent x = % +k§, k € 7 et

. . - . e
forment une suite arithmétique de raison 5

86

82.acM

d)

Préparer le BAC Je me teste p. 100
83.B 84.B

85.D 86.C

87.B 88.C

89.C

Préparer le BAC Je révise p. 101

90. Un lapin qui vit dangereusement

CAB 4 sine)
cosl8) cos(0)’ cos(8)
0KM _ 1000 m /min et 22KM _ 300
h min
744 sin(6)
t = 1 = cos()
" 125cos(0)" 1000
2.t <t o —2 <7.45" e~
cos(0) cos(6
#(6] - 2 4 sin(6) _ 2(1-2sin(6)) sur|0: ™.
cos?(@)  cos?() cos?(6) 2

f’ est du signe de 1 - 2sin(6) donc f’ est strictement

positive sur {0;%{ et strictement négative sur

E;E et s'annule enE.f T >0
6 2 6 |6

le lapinsensortsi0 <0 < %

91. Aire maximale d’un trapéze
1. Sur ordinateur.

2.a]6€{0;£}
2

(1+AD)x h ) (14 1+ 2cos(0)) x sin(6)
2

b) 54(6) =

= (1 + cos(0))sin(6)
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c) A’(0) = -sin?(0) + (1 + cos(B))cos (0)
A’(0) = -sin2(8) + cos() + cos?0
A’(0) = 2cos?(B) + cos(B) - 1

On effectue un changement de variable en posant
X = cos(6).

On étudie alors le signe du polyndme 2X? + X - 1
sur[0; 1].

d i
0 0 3 5
A'(6) + 0 -
3\3
Variation T

de A

0 1

d) On en déduit que pour 6=E, Uaire du trapeze
est maximale. 3

92. Etude de fonctions

1. f’[x) = —sin(x) - sin(2x)

2. f’(x) = =sin(x) - 2sin(x)cos(x) = -sin(x)(1 + 2cos(x))
3.sin(x) =0 ou 1+ 2cos(x) =0

2n 4Tt
x=0ouX=mouX=—ouXx=—
3 3

4,
X 0 n e in 2n
3 3
sinlx) |0 - - O + +
1 + 2cosl(x) + 0 - - 0 +
)]0 - 0 + 0 - 0 =+
5.
X 0 n T in 2n
3 3
2,5 0,5 2,5
Variation \ / \ /
de f
0,25 0,25

93. Etude de fonctions
avec une fonction auxiliaire
9x4 -18x2 +9

A 1. f(x) =
(3x2 + 12

2. On effectue un changement de variable en
posant X = x? et on étudie le signe de 9X? - 18X + 9

Comme A =0, ce polyndme est toujours positif.

X — Q0 + 00
f(x) +
+00
Variation de f /

y=f'(0)x + f(0) = 9x - 3

B. 1. glx + 211) = glx)
2. a. g(x) = flsin(x))
9sin(x)* - 18sin(x)? + 9

b. g’(x) =
g/lx] = cosld x (3sin(x)? +1)2

La fonction cosinus est positive sur {—gg} et

, . T b
negative sur|-m;-—|etsur|—;m|.

T T
X -7 _E E T
g’[xl U - 0 + U -
Variation -3 0
o \_6 / \_3

Exercices vers le supérieur  p. 102-103

94. Représenter une ampoule
. , b1s T
1. Pour tout réel x € [0 ; 4], F'[x) = zbcos(c +ZXJ_

2. Comme ces tangentes sont paralléles a l'axe
des abscisses, ona: f(0)=0etf(4) =0

fl0) =0 & %bcos[c] =0<coslc) =0 c = g

puisque ¢ € {Og} On peut vérifier que (4] = 0

. T
nous permet aussi de trouver ¢ = E
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3. f[x]=a+bsin[§+%x] avec fl4) = 3, f(0) = 1

fl0l=1ea+b=1;fl4)=3<a-b=3
On obtientalorsa=2etb=-1.

flx)=2- sin[E + Exj
2 4

95. Suite de sinus
Pour tout entier naturel k non nul, on a

-1 <sinlk) <1 doncjsMsl
k k
On a alors : —_1_i_m_i$sm[1]+sm[2]+
nZ nZ nZ n2 nZ
sinlh) 1 1 1
+ <—+— —
n? " n o
—Xn<u,S—xn-—-<u, <-
n? n? n n

Grace au théoréeme des gendarmes, on peut

conclure que limu, =0. La suite (u) converge
vers 0. e

96. Suite de suite

T . T
On peut prendre a, = —+——avec lima, = —.
n+’| n—+%° 4

Par composition de limite, limu, =g.

N—>oo

97. Variations de fonctions

a) Vrai. b) Vrai. c¢) Faux. Sur B;n} les fonc-

tions cosinus et sinus sont décroissantes puis sur

3 . . .
{n;?n} la fonction cosinus est croissante et la
fonction sinus est décroissante.

98. Une formule utile
1. M(cosla) ; sin(a))

et M| cos a+£ :sin a+£ avec
2 2

88

cos[a + EJ =—sin(a) et sin[a + EJ =cosla)
2 2

d’'ol : M’(-sin(a) ; coslal).

2. Dans le repére (0, OM, OM’), les coordonnées de
N sont : N{cos(b) ; sin(b)).

3. Dans le repeére (0, 7 7’], N(cos(a + b) ; sinla + b)).
De plus, d’apres la question 2., on a :

ON = cos(bJOM + sin(bJOM’.
D’aprés la question 1., on a :

—_

ON = coslb)(cos(ali + sinla) ) + sinlb)(-sinlali + cosla)))

ON = (coslbcosla) - sinlblsinla)) 7
+(coslb)sin(a) + sinlblcoslal);.

4. Ainsi, on a bien démontré les deux égalités
cherchées.

99. Dériver une fonction
a) Faux, elle est décroissante sur cet intervalle.
b) Faux. c) Vrai. d) Vrai.

100. Déterminer es valeurs exactes

il
ol A 2

Pour tout x réel, on a sin?(x) + cos?(x) =1.

zjnti;‘]=1_{f+ﬁ]z=8—4ﬁ=[ﬁ-&12
12 4 v ”
comme xe};g{_sin(%j=\/g;\/§.

D'oU:tan[£]=Jg_J§= 4 = u
12) 246 W2+or 8+43

1
- =2-43.
2+\/§

T, _o5m
"6 412
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“{epets (]
A

Pour tout x réel, on a sin?(x) + cos?(x) = 1.

J 8+4f (6 + 2
4 16
ol
Vo2 4

Vo2 Ws-\ar - M
=L=2+\/§.

Donc :

sin?| — 5n
12

comme X E:l

dou: tan[1 j

101. Inégalité de Huygens

| a

N

_ 2c0s®(x] +1-3cos?(x)

1. f’(x) = 2cos(x) + -

cos?(x) cos?(x)
2.a) (x - 1)22x + 1) = (X2 - 2x + 1)(2x + 1)
=2+ X2 -4X2 - 22X+ 2X+ 1 =2 - 3x? + 1 = P(x)

b) Pour toutx€10; 1], x-1)2=0et2x+ 1> 0.
Ainsi, pour toutx €10 ; 11, P(x) = 0.

2c0s3(x) +1- 3cos?(x) _ Plcos(x)

3.a)f(x)=

cos?(x) cos?(x)
b) Comme x € {Og{ cos (x) €10; 1].

D’apres la question 2. b) on peut en déduire que

pourtoutxe[ 2{ f(x)=0.

La fonction f est donc croissante sur { gl: .

Oetlim2sin(x) - 3x = 2—3— lim 1

T 2 2 m cos(x)
2

c) fl0) =

= 400

avec sin[%}ﬂ donc : limf(x) =

ainsi, linégalité de Huygens est vérifiée.

102. Arc de sinusoide
1. ¢ |, est la ligne brisée qui relie les points A,

{%;OJ et A,(2r; 1) puis les points

A2n;1) et A [5; o].

Distance entre A et A, :

o \/nz +4

2

21t—5—7t

Distance entre A, et A;:

L, =47m%+

e ,estla llgne brisée qui relie les points
| =

et A, 1in \/5 puis les points
2 6 2

. Tin A, @ ﬁ et les points
6 6 2
13n St
AZ[ —] 3 2

Distance entre A et A

ABTC

>

1

9
R

6 2 2 6

2
Distance entre A, et A, \/(ﬁ - @] +02 = E.

6 6 3
2 \/* 2
Distance entre A, et A;: @_5_75 + _3
6 2 2
_N4n?e2] o 4n?+274n
6 3
2.
L0

Pour i allant de O a n:

2 2
L<—L+\/[E] +[co [375 (—1+1)nj cos[3n+ﬂ]]
n 2 n 2 n

Fin Pour
Afficher L
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3.

Def Ligne_brisee (n) :
L=0
for i in range (n) :
L=L+sqgrt((pi/n)**2+ (cos((3*pi)/2
+ (i+1)*pi/n)- cos((3*pi)/2 +(i*pi)/n))**2)
print(L)

>>> ligne_brisee(2)
3.724191778237173

>>> ligne_brisee(3)
3.7650074865910144
>>> ligne_brisee(1000)
3.820197296312407

103. Résoudre une équation
sin(x) + sin(2x) = 0 & sin(x) + 2sin(x) cos(x) =0
< sin(x)(1 + 2cos(x)) =0

x=0+kn
sin(x) =0 ou
2
& ou & x:?+2kn ke”Z
1+2cos(x) =0
ou
x:—2—n+2kn
3

104. Représentation graphique
a) Faux car cos(0) = 1.

b) Faux, la courbe n’est pas symétrique par rap-
port a l'axe des ordonnées.

c) Vrai car pas de symétrie non plus par rapport a
Uorigine du repere.

105. Fonctions hyperboliques
1. sh(x) = =shlx) ; ch(-x) = chlx) ; th(x) = -th(x).

sh et th sont des fonctions impaires et ch est une
fonction paire.

2. a) ch?(x) - sh?(x] =
er +e—2x + 2exe—x _ er _ e—Zx + zexe—x _ 4exe—x _1
4 4

’

b) ch'(x) = [ex *;] - sh(x]

De méme, sh’(x) = chl(x)
ch(x}? - sh(x)* 1

th’(x) = = et 1-th?(x)
ch(x)? ch(x)?
= 7Ch2[x] ~ sh*x] =th'(x)
ch(x)?

90

eX — e X

3. ch’[x) =

ch’(x) >0= x>0

ch est donc décroissante sur ]- ; 0] et croissante
sur [0 ; +oo[ avec ch(0) = 1.

Donc sh est strictement croissante sur 'ensemble
des nombres réels.

1
ch(x)?

th est donc strictement croissante sur l'ensemble
des nombres réels.

th'(x) = >0

106. Equation et algorithme

1. La fonction cosinus est continue et strictement
décroissante sur lintervalle [0 ; =] avec f(0) = 1 et
flm) = -1.

D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires,
'équation cos(x) = 0,2 a une unique solution dans
Uintervalle [0 ; w].

2. a0
b<—3
Tant que b-a>0,001:
m<_a+b
2
Si cos(m) >0
a«~m
Sinon
bem
Fin si
Fin tant que
Afficher a et b
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Travaux pratiques p. 104-107

TP 1. Chercher la tangente

e Durée estimée : 45 min

o Objectif : Etudier certaines propriétés de la
fonction tangente.

A. Dans le triangle rectangle

1. cos[ABC] AB. sm[ABC] an(ABC]=£
BC AB
2. cos[ACB] AC. sm(ACB] B an(ACB) = AB
BC
3. Soit x la mesure d'un angle aigu, on a alors :
tan(x) = sm[x].
cos|(x)

B. Avec le cercle trigonométrique
1. a) Comme xe}—g El la droite (OM] ne peut

pas étre perpendiculaire a l'axe des abscisses.
Ainsi, la droite (OM] et la tangente T & C au point A
ne sont pas paralleles donc sont sécantes. Le
point N est donc bien défini.

b) Soit P le point de coordonnées (cos(x) ; 0).

Les droites (MP) et (AN] sont paralléles (car toutes
les deux perpendiculaires a l'axe des abscisses) et
les droites (MN] et (AP] sont sécantes en O.

D’aprés le théoreme de Thalés, on a:

ﬂ:%@ Y _ 1 _ sin(x]

MP OP  sin(x] cos(x cosl(x)’

2. a) tan(x+ 1) = sin(x + ) _ —sin(x) - tan(x)
cos(x +m) -cos(x)

La fonction tangente est m-périodique.

sin(-x) _ -sin(x)

b) tan(-x) = =—tan(x)

cos(x)
La fonction tangente est impaire.

cos(-x)

c) La fonction tangente est bien définie sur Uinter-

valle—E;E. Elle est dérivable sur E;E comme
2 2 2 2

le quotient de deux fonctions dérivables sur cet
1
cos?(x)

intervalle. f/(x) =

d) f(x)>0 pour tout xezl—g;g{ La fonction

tangente est donc strictement croissante sur

il

. . , T
3. a) La fonction cosinus s'annule pour x = 5+ kT,

k € Z. Ainsi, la fonction tangente n’est pas définie
sur R.

b)
T
X -7 ) 5 n
+ 00 + 00 0
Variation
de tan(x)
0 —0 —o0
lim cos(x) =
H%
x<—§

avec cos(x)<0etdonc lim tan(x)=

T
X—-—=
2

c)

Na T

TP 2. De plus en plus proche
du sinus et du cosinus

A. Sinus
1.a) 31=6; 5!=120 ; 7!=5 040.
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b) a1

Pour i allant de 1 a n faire:
a=axi

Fin Pour

Retourner (a)

c
) def factorielle(n) :

a=1
for i in range (1, n+l):
a=a*i
return (a)

2.

def sinusnombre (x,n) :
s=0
if x>1 or x<-1:
print (“Erreur”)
exit
for i in range (0, n+1,1):
s=s+ ((-1)**i)*O**(2*i+1)/factorial (2*i+1l))
print (“sin(x) =7, s)

b) La période T est linverse de la fréquence d'un son.
2. a) Graphiquement, sa période est environ égale
a 0,0025.

T=1=Lz0,0022
F 440

b) Lamplitude est de 1.

c) flt) = sin[z—ntJ = sin{i j
440 220

B. Modélisation d’un son
1.a) 7,=0,009 b) 7,=0,003

c) La période de la note mi, est trois fois plus
petite que la période de la note la,.

2.

o0u :

def sinusnombre2 (x, n) :
s=0
if x>1 or x<-1:
print (“Erreur”)
exit
for i in range (0, n+1, 1):
s=s+ ((-D)**i)*(x**(2*i+l)/factorial (2*i+1l))
print (“sin(x) =7, s)

B. Cosinus

XZk

1. cos(x) = S (-1
2V g

2.

def cosinusnombre (X, n) :
s=0
if x>1 or x<-1:
print (“Erreur”)
exit
for 1 in range (0, n+1,1):
s=s+ ((-1)**i)*(x**(2*i)/factorielle(2*i+1l))
print (“cos(x) =7, s)

import matplotlib.pyplot as plt
from math import*
from random import*
def modelisationson () :
n=randint (3, 11)
a=[0]*n
f=0
x=[1
y=I[
pas=1
t=0
for i in range (n):
a[i]=random Q)
for k in range (0, 100) :
X.append (t)
for 1 in range (n):
f=f+a[i]*sin(110*pi*(i+1)*t)
y-append ()
t=t+pas
plt.plot (x,y)
plt.shox O

TP 3. Modélisation du son

A. Modélisation d’un son pur
1.a) flt + T) = Psin(2rF(t + T)) = Psin(2rFt + 2rFT)

ft) = flt+ T) > 20FT = 21 T=%
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1,24
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Chapitre 4: Continuité

(o VA BN :Y Continuité Manuel p. 108-135

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

L'objet de ce chapitre est d'aborder la notion de continuité d’une fonction qui est un prolongement de la
notion de limite, notion fondamentale en analyse. On abordera aussi les applications de la continuité sur
la détermination de la limite d'une suite et sur la résolution d’équation.

Nous étudierons en particulier comment déterminer la limite d’une suite récurrente convergente a tra-
vers le théoréme du point fixe et comment montrer d’existence d’une solution d'une équation a travers
des théoremes des valeurs intermédiaires et de la bijection.

Pour cela, dans un premier temps, on définira, de facon intuitive, la continuité d'une fonction en un point
et comment montrer qu'une fonction est continue sur un intervalle.

Dans un second temps, on montrera que l'on peut déduire la continuité de la dérivabilité, que l'on peut
déterminer la limite d'une suite récurrente convergente et que la monotonie associée a la continuité
permet de conclure sur Uexistence et U'unicité de la solution d'une équation.

Objectifs

= Etudier la continuité d’une fonction et la dérivabilité en un point.
= Déterminer la limite d’une suite.

= Trouver le nombre de solutions d’une équation.

=> Utiliser une fonction auxiliaire.

1. Corrigés 3. Déterminer les variations d'une fonction
a) f(x) = 6x2 - 12x = bx(x - 2)

Pour prendre un bon départ p. 109
X —o0 0 2 + 00

1. Calculer une limite en un point
a)limx?-3x+5=9

| o+ 0 - 0 s

o (x - 172 -
b ) = XD
2. Interpréter une courbe (x2 + x + 12
allimflx) = -1 - -9 0 +00
La fonction fn’est pas dérivable en 2, car sa courbe : :
admet un point anguleux en 2. Flx) | - 0 + 0 -

b) lir?g[x] =0,5etlimglx)=15
X X—2

! ! 0
La fonction g n'admet donc pas de limite en 2. f \ 1 /
Sila fonction g n"a pas de limite en 2, elle n'est pas 5

continue en 2 et donc pas dérivable en 2.
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c) 7(x) = (2x + 5)e

) E
— 0 5 +00
fx) - 0 +
0 400
f
_3
_2e 2
d) f’[x]=1_—x
eX
X — 0 1 + 00
f(x) + 0 -
i~
f
— 0

4. Montrer la convergence d’une suite

1) La suite (u ) est croissante et majorée par 3,
d'aprés le théoréme des suites monotones, la
suite (u ) converge.

2) Réponse c).

5. Comprendre une fonction en langage
Python

fl1)=3;f0,9=1,9etf(1,1) = 4,19
limf(x)=2 et limf(x) = 4.
x—1"

x—T

Activités p. 110

1 Découvrir la fonction partie entiére

e Durée estimée : 15 min

¢ Objectif : Donner un exemple simple de fonc-
tion discontinue pour appréhender la notion de
continuité a travers ce qu’elle n’est pas.

A. Représentation
1. E(2,3) = 2, E(4) = 4, E(-1,7) = -2, E(-3) = -3.

94

_#_#_#0 +
3210/ 1 23

— _2..

B. Continuité
1. limE(x)=1et imE(x) = 2.
X—2" x—2*

La fonction partie entiére n'admet pas de limite
en 2 car les limites a gauche et a droite ne sont
pas égales.

2.Sia & Z,lim E(x) = Ela).

Xx—a

3. La partie entiére est continue sur R\Z, c’est-
a-dire les réels non entiers. La partie entiére n'est
pas continue en tout point de Z.

2 Comprendre le lien entre continuité
et dérivabilité
e Durée estimée : 15 min

¢ Objectif : Utiliser les fonctions valeur absolue
et racine carrée connues pour faire aborder conti-
nuité et dérivabilité.

A. Une premiére fonction et valeur absolue

1. limf{x)= limf(x)=0

3 3
X—= X—=
2 2

f admet une limites en g car les limites a gauche

et a droite sont égales.

flx) - f[E} fix) - f@
2 ) 2
—<%=-2et l|m73=2.

b) La fonction f n'est pas dérivable en E car les

limites du taux d’acroissement a gauche et droite
ne sont pas égales.



Chapitre 4: Continuité

La courbe n'admet pas de saut en g donc admet
une limite et la courbe admet un point anguleux

en g donc non dérivable.

B. Une seconde fonction et racine carrée
1. limg(x) = limglx) =

Xx—0" x—0*
La fonction g admet une limite en 0.
2. lim glx) - gl0) g(O] _1etlim glx) - gl0)

x—=0" X x—0* X
La fonction g n’est pas dérivable en 0.

=1

Mémes constatations.

3 Utiliser les notions de limite et fonction
associée

e Durée estimée : 15 min

o Objectif : A travers deux exemples de suites,
utiliser la fonction associée pour faire le lien entre
la limite d’une suite et la limite d'une fonction.

1.a)

4 ______
3--

2
) u u u

12345 67

b) On peut conjecturer que la suite (v ) converge
vers 2.

2.0n trouve a = 2.

3.alv

n+l =

=l[un—2]=1
2

. s . 1
La suite (v ) est géométrique de raison g = — et de
premier terme v, = 4. 2

b)lv, =4 1 etu, =4 1 +2
2 2

c) lim(lj =0 donc limu, =2.

n—s+ee| 9 n—+%

d) La limite { est donc la solution de f(x) = X.

4 Résoudre une équation

e Durée estimée : 15 min

¢ Objectif : Comprendre Uimportance de la conti-
nuité dans la recherche de solution d’une équation.

1.a) Pour k=0, (E,) a deux solutions car fx] change
deux fois de signe et (E,) a une solution car glx) ne
change qu’une fois de signe.

b) Si k < -1, (E,) a une solution.

Si 1<k <5, (E,) adeux solutions.
Si k=5, (E,) a une solution.

Si k> 5, E,) n"a pas de solution.

c) Sik < -2, (E,) n'a pas de solution.

Si-2<k< g (E,) a une solution.

Sik> E (E,) n'a pas de solution.
2

2. a) La fonction g n’est pas continue en 2 car la
courbe posséde un « saut » en 2.

L'image de lUintervalle [1; 4] par g est :

[1;2]Ul3; 4]

b) Si k < 2, (E,) a trois solutions.

Sik =2, (E)) a deux solutions.
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Si k> 2, [E,) a une solution.

Si k<2, [E,) a une solutions.

Si2 <k =3, (E) n"apas de solution.
Si k>3, (E,) a une solution.

A vous de jouer p. 113

1.1 y

On peut conjecturer que la fonction est continue
sur R\{1}.

2. Six = 1, la fonction f est continue car un poly-
nome est continue sur son ensemble de définition.

Six =1, la fonction f est discontinue car :

limx -1=0

ol Pas de
lim=x2+4x+1=4| limiteen 1.
x—1
2.1. y
2
1 i
X
3 -2 -10 2\
2

On peut conjecturer que la fonction f est continue
sur R.
2. Six = 0, la fonction f est continue comme fonc-
tion élémentaire.

lime* =1

X0 limA(x) =1

lim—x2 +2x+1=1]| x>0

x—0*

La fonction f est continue en 0.

3. 1. La fonction en continue en 0 car limx2 = 0.

x—0*

96

La fonction f est dérivable en 0 carla courbe €,
admet une tangente en 0 d’équationy = 0.

4.1.0na:
limx =1
x—1"
1 limf(x) =1
lim—=1] *"
x=T X

la fonction f est continue en 1.
2. y

la fonction n’est pas dérivable en 1 car la courbe
posséde un point anguleux en 1.

5. La fonction associée a la suite est :

flx) = %,/xz .8

La fonction f est continue sur R, comme composi-
tion de fonctions continues. D'aprés le théoreme
du point fixe, € vérifie :

x=0

%\/x2+8=x<:> X2 +8=3x & X2+ 8=9x?

o8=8cx=1ox=1]
la suite (u ) étant de termes positifs : € = 1.

6. La fonction associée & la suite est :

b+X
La fonction f est continue sur R, comme composi-
tion de fonctions continues. D'aprés le théoréme
du point fixe, € vérifie :
fixX)=xox+x-3=0x=Toux=-2
comme la suite est minorée par 1:¢=1.
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7. 1. La fonction est dérivable sur [0 ; +oof.
f(x) = 3x2 - 18X + 24 = 3(x? - 6X + 8)

o flx) =0 X, =4boux,=2

e le signe de F(x) est le signe du trinéme.

X 0 2 4 400

| 0 - 0 s

2. a) e Sur [0 ; 2], la fonction f est continue (déri-
vable), strictement croissante et change de signe
car fl0) = -12 et f[2) = 8, d'aprés le théoréme de
la bijection, U'équation f[x) = 0 admet une unique
solution o.

* Sur ]2 ; +oof, f(x) est minorée par 4, donc ne peut
s'annuler.

Conclusion : l'équation f(x) = 0 admet une unique
solution sur [0 ; +cof.

b) On constate que la courbe 6, ne coupe qu’une
fois l'axe des abscisses.

\Y

;

8.1.flx) = v/x - 2

X 0 4 + 00
F(x) -0 .
f 1\_§/+oo
3

2. a) Sur [0 ; 4] et sur 14 ; +oo[, la fonction f est
continue, monotone et change de signe donc
sur ces deux intervalle, d'aprés le théoreme de
la bijection, U'équation f[x) = 0 admet une unique
solution respectivement o et 3.

f(1]=—% donc fl1) < 0etdonca € [0; 1].

b) o = 0,69
9-1-Mdef um:
u=1
for 1 in range(l,n+1):
u=9/(6-u)
return u
n 10 50 100 1000
uln) 2,739 2,942 2,970 2,997

On peut conjecturer que la suite (u) converge
vers 3.

2.a]f[xl=i
6-X

La fonction f est continue sur R\{6} donc continue
sur [1;3].

b) D’aprés le théoreme du point fixe, la limite ¢
vérifie l'équation :

L=x<:>x2—6x+9=0

6-X
& (x-32=0=x%x=3
donc € = 3.
10.1. def u(n):
u=>5

for i in range(l,n+1):
u=(1+3*u)/(3+u)
return u

On peut remplir le tableau de valeurs suivant.

n 5 10 50 100
1,043 1,001 1,000 1,000

uln)

On peut conjecturer que la suite (u) converge
vers 1.

2. a) [ERRATUM] La premiére édition du manuel
utilisait Uintervalle [1 ; 3.

La fonction fest continue sur R\{-3} donc continue
sur [1 ; 5].

b) D'aprés le théoreme du point fixe, la limite €
vérifie l'équation :

fIXl=xox2=1ox=11

comme £ =1,donc{=1.
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11. 1. On obtient : F(x) = 12g(x)

avec : g(x) = x3+x%+2x+1.

2. a) On étudie les variations de g.

g'(X) =3x2+2x + 2

A=4-24=-20donc g’(x) ne s'annule pas.

La fonction g est alors strictement croissante,

continue et change de signe car g(-1) = 0 et

gl0) = 1. D’'aprés le théoréme de la bijection,

'équation g(x) = 0 admet une unique solution o

surReto € [-1;0].

b) A laide d’un balayage sur la calculatrice :
-0,57 <o < -0,57

c) Six < aalors g(x) < 0 et six > o alors glx] > 0.

3. Le signe de f(x) est celui de g(x].

12. 1. On obtient : f/(x) = ﬁ):]
X

avec : g(x) = x%e* - 1.
2. a) On étudie les variations de g.

Vx>0, ¢’(x) = x[x + 2)ex= 0
La fonction g est alors strictement croissante,
continue et change de signe car g(0) = -1 et
lim g(x) = + . D’aprés le théoréme de la bijection,

l'équation g(x) = 0 admet une unique solution o sur
10; +ool.

b) A l'aide d’un balayage sur la calculatrice :

0,70 <a<0,71
c) Six < aalors glx) < 0 et six> o alors glx] > 0.
3. Le signe de f(x) est celui de g(x).

X 0 o +00
Fix -0
+00 +00
f
flot)
Exercices

apprendre a démontrer p. 120

Pour s’entrainer
On a: limf(x)=limf(x)=f(1) = 0.
x—1 X—1
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La fonction f est continue en 1.

1+ h)-f01)

lim———=1

h—0~ h
“mw= lim _1_1/7:_1
h—0* h h—0"+ 2

La fonction f n’est pas dérivable en 1.

Exercices

calculs et automatismes p. 121

13. Continuité en un point

Une courbe représente une fonction continue si a
une abscisse donnée on peut associer un ungiue
point sur la courbe et si la courbe n'admet pas de
saut. Les courbes a) et ¢) représentent une fonc-
tion continue.

14. Continuité et fonction par morceaux

Fauxcarf(-1)=1 et lim x+1
x=>=1 X + 2

=0.

15. Continuité et dérivabilite

1. La fonction f est continue en 2 car la courbe n'a
pas de “saut”.

2. La fonction f n'est pas dérivable en 2 car la
courbe admet deux demi-tangentes différentes
(point anguleux].

16. Continuité et programme Python

Vrai, car si x = -1, la fonction est continue car
composée de fonctions continues et

fl-1)=-1+2="1et limx?=1.

x—-1

Donc la fonction f est continue en -1.

17. Continuité et suite

b) car la limite € doit vérifier : ¢ = /3¢ + 4et € = 0.

18. Théoréme des valeurs intermédiaires
1. a)
2.d)

19. Théoréme de la bijection

1. La courbe représente une fonction et n'a pas
de saut, donc la courbe représente une fonction
continue.
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2. a) Dans [1; 5], la courbe est continue, stricte-
ment décroissante et coupe l'axe des abscisses
donc d'apres le théoreme de la bijection, l'équa-
tion f(x) = 0 admet une unique solution o = 4.

b) Pour tout réel de [-1 ; 1], la courbe est au des-
sus de l'axe des abscisses donc l'équation f(x] = 0
n'admet pas de solution.

c) Dans | la courbe coupe 4 fois l'axe des abscisses
donc l'équation f(x) = 0 admet 4 solutions.

Exercices d'application p. 122

Conjecturer et montrer la continuité
20.1. Ay

e

On peut donc conjecturer que la fonction f est
continue sur R.

2.Sur R\{-2; 2} la fonction f est continue car com-
posées de fonctions élémentaires.

}Lr_?fz”Sﬂ f est continue
lim1=1 en-2
x——2*

iﬂﬂﬂ f est continue
lim-2x+5=1 en?2

x—2*

La fonction f est donc continue sur R.

21.1.0na:
flx)=05x six <100
flx)=0,4x si100=<x <200
flx)=0,35x six =200

2. Lafonction fn’est pas continue en 100 et en 200,
en effet :

lim f(x)=50 et f(100) =40

x—100~

lim f(x)=80 et f(200) = 70.

x—200"

Ailleurs la fonction f est continue.

22. linﬂflxl = lin;f[x] =f(1=1

La fonction f est continue en 1.

23. [ERRATUM] La premiere édition du manuel
utilise un ensemble de définition sur [-2 ; +[, et
la fonction f définie par :

f[X]=\/x+2 six <k
flx)= X224 six=k
Xx-3

La nouvelle édition du manuel mentionne len-
semble de définition [0 ; +oo[ et la fonction f définie
par:

=X"%  six<k
X -3
fix)=y/x +2 six=k

La correction ci-dessous correspond a la nouvelle
édition.
1.

La fonction f est continue si le changement de
forme intervient pour l'abscisse du point d'inter-
section des deux courbes soit pour k = 2.

2. limf(x) = limf(x) = f(2) = 2.
X—27 X—2%
La fonction est continue pour k = 2.

24. 1. a) On obtient le graphique suivant.
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b) La fonction f est continue sur R.

2. Il faut déterminer les limites aux changements
de forme :

lim f(x)=-2 et f(3)=-2

x—-3"

limflx)=-2 et f(5)=-2.
X—5"

La fonction f est donc continue sur R.

3. La fonction f n'est pas dérivable en -3 et en 5
car la courbe admet en ces deux points un point
anguleux. Ailleurs la fonction f est dérivable.

Etudier la continuité et la dérivabilité en un point

25. 1. La continuité du volume vient que l'ajout de
liquide étant continue, son volume aussi.

La fonction volume ne sera pas dérivable en 60,
car la volume étant proportionnel a la hauteur, le
coefficient de proportionnalité change en 60.

2.a) 11=1dm?, pour avoir le volume en litre, il faut
exprimer toutes les mesures en dm.

V(x)=3,6x six <60
V(x)=6,4x -168 si60< x <140
b] Ona:
lim 3,6x =216

Xx—60"

lim 6,4x =168 =216

x—60"

V est continue
en 60.

Si Uon trace la fonction V sur la calculatrice, on
observe que la courbe n’a pas de tangente en 60
(unités 10 sur (Ox) et 50 sur (0Oy)).

by

26.1.0na:
limf(x)=1 et f()=1

X—-1
La fonction f est continue en 1. Ailleurs la fonc-
tion est continue comme composée de fonctions
de référence.
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2. a)

b) La courbe semble ne pas avoir de points angu-
leux, on peut conjecturer que la fonction est
dérivable sur R.

27. [ERRATUM] La premiere édition mentionne
que la fonction f est définie sur R par :

fix)=yx2-x+1 six=<1

f[X]=1X2+X+l six>1
4 4

La nouvelle édition du manuel utilise :

I‘[X]=—1X2+X+l six>1.
4 4

La correction ci-dessous correspond a la nouvelle
édition.
1.0na:limflx)=1etf1) =1

x—T
La fonction f est continue en 1. Ailleurs la fonc-
tion est continue comme composée de fonctions
de référence.

2.a)

b) La fonction semble dérivable car la courbe
n‘admet pas de point anguleux.
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3. a) Soit g la premiére fonction.
2x -1

gli=—21
24/X% = X +1

Soit h la seconde fonction.

Hix) = - x + 1
2

1
b) g’()=h(1)=-=
g=h1 .

Les nombres dérivée de g et h en 1 sont égaux
donc la fonction f est dérivable en 1.

28. 1. La fonction f est la composée de fonctions
continues sur R, donc f est continue sur R.

2.a)

b) La fonction f semble dérivable sur R car la
courbe nadmet pas de point anguleux.

) Six <0, flx)=——etsix=0,flx) =
1-Xx T+ X

d) La fonction f est dérivable sur R\{0} car compo-
sée de fonctions dérivables.

e) On calcule les limites du taux d’accroissement
en0:

. flA-flO) . 1

lim =lim =1
h—0" h h-0-1-h
limf[h]—f[O]:“m 1 _1
h—0* h =01+ h

la fonction est donc dérivable en 0.

Déterminer la limite d’une suite

29. La fonction fassociée a la suite (u ) est :

f[x]=1[x +3].
2 X

La fonction fest continue sur R\{0}, d'aprés le théo-

réme du point fixe, la limite | de la suite (u ] vérifie :
1 2 X2X
| X+=|=XX2+2=2X2 &> x?=2.
2 X

On obtient = £y2, comme la suite (u ) est minorée

par0,onaalors ¢ = \/E

30. La fonction f associée a la suite (u ] est :
fx) = 1+ x2).
4

La fonction f est continue sur R, d’aprées le théo-
reme du point fixe, la limite L de la suite (u ) vérifie :

%[1+x2]=x<:>x2—4x+1=0.

On obtient X=2i\/§, comme la suite (u) est
décroissante et u;=3, onaalors =2 - \/5

31. La fonction f associée a la suite (u ] est :

f(x) = ev/x.

La fonction f est continue sur R, d'apreés le théo-
réme du point fixe, la limite L de la suite (u ] vérifie :

ex/;=x<:>x[x—e2]=0.

On obtient x = 0 ou x = €2, comme la suite (u ] est
minorée par 6, on a alors € = 0.

32. 1. La fonction f associée a la suite [un] est :
flx) = xe™.

La fonction f est continue sur R, d’aprées le théo-
réme du point fixe, la limite L de la suite (u ] vérifie :

xe¥=x&se*=1ex=0dou €=0.
2.

Ly a bien un seul point d'intersection en 0.

101



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

Trouver le nombre de solutions d’'une équation
33.+5ur[0;3], flx) <-2,donc f[x] ne peut s'annuler.

e Sur [3 ; +[, la fonction f est continue, stricte-
ment croissante et change de signe car f(3) < 0 et
lim f(x) = +o0, d’apres le théoreme de la bijection,

X—+0

l'équation f(x) = 0 admet une unique solution o.

Conclusion : l'équation f{x) = 0 admet une unique
solution sur [0 ; +oel.

34. 1. Sur ]-o0 ; 2] et sur 12 ; +[ la fonction f est
continue et monotone et m € 10 ; 2[ appartient a
Uintervalle image, donc d’apres le théoreme de
la bijection, l'équation f(x) = m admet une unique
solution sur chacun de ces intervalles.

2.V x € R, f(x) < e? donc 'équation f[x) = m avec
m € le?; +o[ n'admet pas de solution.

35. 1. La fonction fest un polynéme donc continue
sur R.

2. f[x) = 2 a trois solutions.

3. a) L'équation flx) = 4 ne peut avoir de solution
que dans [-1 ; +oo[.

Sur [-1 ; +[, la fonction f est continue, stricte-
ment croissante et 4 est compris entre f{-1) et
lim 7(x) = +c. D’aprés le théoréme de la bijection,

f'_gaCuation flx) = 4 admet un unique solution o.
b) o= 0 3 Uunité prés.

36.1.7 [x) = 2x¢ -8 = 2(x2 - 2)(x2 + 2)
La fonction f est du signe de x? -2 et s'annule pour
x=J_r\/E. On a alors le tableau de variations sui-

37.1.flx) =-4 = x(x2-2x-4) =0

x=Ooux=1¢\/g
2. F(x) = 3x2 -4x -4

f'[X]=U<:>X=—§oux=2

< - 2 2 vor
3
F(x) fo0 -0 .
=25 o0
f
-0 -12

3. Sur ]-» ; 2[, flx)<2,5 donc léquation flx] = 4
n'admet pas de solution.

Sur [2 ; +[, la fonction f est continue, strictement
croissante et 4 appartient a lintervalle image
donc d'apres le théoreme de la bijection, l'équa-
tion f(x) = 4 admet une unique solution.

4. Il n"existe aucune valeur de k car la fonction f
varie de -« 3 +o,

38. 1. D'aprés le tableau de variations, la fonction
est dérivable sur R donc continue sur R.
2. On utilise la continuité et la monotonie de la
fonction sur des intervalles bien choisis.

vant.
Fx e
= b + 00
f
-0 =-12

k Nombre de solutions
k<-4 Aucune solution
k=-4 Une solution
-4 < k< -m | Deuxsolutions
k=-m Trois solutions
_n<k< \/E Quatre solutions
\/E < k< 2 | Trois solutions
k=2 Deux solutions
k> 2 Une solution

2.Sur [2; 3], la fonction f est continue, strictement
croissante et f(2) = -6,2 et f(3) = 70,2 donc d’apreés
le théoréeme de la bijection, l'équation f[x) = 2
admet une unique solution a.

3.0na: 2,24 <a<225.
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39. 1. La fonction f est un polynéme donc continue

sur R.

2.a) F (x) = 4x3 + 9% + 2x = X[4xX? + 9x + 2)
=X(x + 2)(4x + 1)
b) lim f(x) = lim f(x) =+

X+
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Cl 1

7(x) - 0 + 0 - 0 9+

+oo =1,02
. \ /

N

3. Léquation (E) admet 2 solutions, en effet :

sur]-o; -2[ et sur{-z ; _1:| la fonction f est conti-
4

nue, monotone et change de signe, d'aprés le
théoréme de la bijection, l'équation f(x) = 0 admet
une unique solution sur ces deux intervalles.

Sur}—%; +00{, f(x)=1 donc elle ne peut s'annuler.

Exercices d'entrainement p. 124

=flu)
40 1. a) fest continue sur | = R\{-2} car f est une
fonction rationnelle.

2X +1

X+ 2
On obtient alors x = +1.

2[X+2]—1[2X+'|]= 3
(x +2) (x +2)

Pour tout x € I, f[x) > 0, la fonction f est crois-
sante.

Déterminer la limite d’une suiteu__,

b) =X X+l =xX2+2x=x2=1

c)f(x) =

2. a) Initialisation: n=0, on a U, = Oetu, = %

On adonc: 0 =<u, < u, <1. La proposition est

initialisée.

Hérédité : soit n € N, supposons que

Osu su <1 montronsquelsu _,su ,<T:
f

Os<us<u, <1 :/> flo) < flu) < flu,,,) < f(1)

1

$_<un+1$un+2<1:>0$un+1$un+2<‘I
2

la proposition est héréditaire.

Conclusion :

toutn e N

par initialisation et hérédité, pour

Osu <su  <1.
n n+1

b) La suite (u ) est croissante et majorée par 1,
d'aprés le théoréme des suites monotones, la
suite(u ) est convergente.

La fonction f est continue sur € et la suite (u ) est
convergente, d’aprés le théoréeme du point fixe, la
limite € vérifie f(x) =X, comme € = 0, on en déduit
d'aprés la question 1. b) que € = 1.

41.1. a) fest continue sur | car fest un polynéme.

b) 1,4x(1 —x]=x¢:>x[0,4—1,4x]=04:>x=OouX=§
c) 7(x) = 1,401 - 2x)

Pour tout x € [0 ; 0,5], 7(x) > 0, la fonction f est
croissante.

2. a) Initialisation : n =0, onau,=0,1 etu, =0,126.
On adonc: 0 <u, < u, <0,5. La proposition est
initialisée.

Hérédité : soit n € N, supposons que

0< usu < 0,5, montrons que

O<u
n+1

1
su,,< 0,5:
O<u <u <05
s
=fl0)<flu) <flu ) <f0,5)
=0=<u,  <u ,<03=
O<u,,=u,<05
la proposition est héréditaire.
Conclusion : par initialisation et hérédité, pour
toutneN, 0 < usu < 0,5.

b) La suite (u ) est croissante et majorée par 0,5,
d'aprés le théoréme des suites monotones, la
suite (u ) est convergente.

La fonction f est continue sur | et la suite (u ) est
convergente, d’aprés le théoreme du point fixe, la
limite € vérifie f(x) =x, comme € = 0,1, on en déduit

d’aprés la question 1. b) que ¢ = %

42. 1. a) f est continue sur | car f est une fonction
rationnelle.

X*2 evxt2x-2=0

b) 1
On ())(b+tient alorsx =1+ \/5
3x+1-18x+2) 1
(x + 17 Cx+ 12
Pourtoutx €|, £ (x) > 0, la fonction fest croissante.

2. a) [ERRATUM] Sur la premiére édition du
manuel, l'énoncé donne 0 <u, <u_, <.

c) F[x) =
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Sur la nouvelle édition du manuel, l'énoncé utilise
-05<su su , <3

La correction ci-dessous correspond a la nouvelle
édition.

Initialisation : n=0,onau,=-0,5etu, = 1.

On adonc:-0,5<u,=<u, < 3. La proposition est
initialisée.

Hérédité : soit n € N, supposons que

-0,b =< usu,
_0'5 = un+‘\
-05=su su,
£/

= f-0,5) <flu) <flu ) <f3)

(K

=
4

S 3, montrons que
sy . <3
n+2

1$3

=s1<su_ <u
n+

1 n+2

=-05su  ,su <3

la proposition est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité, pour
toutne N, -0,b < usu S 3.

b) La suite (u ) est croissante et majorée par 3,
d'aprés le théoréme des suites monotones, la
suite (u ] est convergente.

La fonction f est continue sur | et la suite (u ) est
convergente, d'aprés le théoréme du point fixe,
la limite € vérifie flx) = X, comme € = -0,5, on en

déduit d’apres la question 1. b) que €=1+\/§.

43.1.a) fest continue sur | car fest un polyndme.
b) 2x(1 -x]=x < x(1-2x) =0
<:>x=00ux=1
2
c) 7(x) =2(1-2x)

Pour tout x € [0 ; 0,5], f[x) > 0, la fonction f est
croissante.

r
0<x=<0,5= fl0)<flx)< (0,5

=0=<flx)<0,5

d) Si x < 0,5, f est croissante et si x > 0,5 f est
décroissante.

2. a) Initialisation: n=0, on a Uy = 0,1 et u = 0,18

On adonc: 0 <uv, < u, <0,5. La proposition est
initialisée.
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Hérédité : soit n € N, supposons que
O0s<u =<u_, <05 montrons que

Osu ,<u <0)5:
n+1 n+2

Osus=su_ <05
n n+1

f/

=0 <flu,) <flu,,,) <f0,5)

:>O$UM$ 2<0,5
<0,5

la proposition est héréditaire.

un+
=s0<su_<u
n+1

n+2

Conclusion : par initialisation et hérédité, pour
toutneN,0<u <u 6 <05

b) La suite (u ) est croissante et majorée par 0,5.
D'apres le théoréeme des suites monotones, la
suite [un] est convergente.

La fonction f est continue sur | et la suite (u ) est
convergente, d'aprés le théoreme du point fixe, la
limite € vérifie f(x) =x, comme € = 0,1, on en déduit
d’aprés la question 1. b) que € = 0,5.

Etudier une fonction a laide d’une fonction
auxiliaire

44 .A.1.9'(x)=3x*-3=3(x*- 1)

g x)=0x=1¢I1

e Le signe de g’(x] est le signe du trindme.

X — 0 -1 1 +00
g'x) £ 0 - 0 .
) o0

2. Sur [1; 3], g est continue car dérivable, stricte-
ment croissante et change de signe car g(1) = -6
et g(3) = 14, d’aprés le théoréme de la bijection,
'équation g(x) = 0 admet une unique solution o

3.Six<a,glx)<0etsix>aq,glx) >0.

(3x2 + 4x)(x2 = 1) - 2x(x® + 2x?)

B.1.f(x) =
(x? =17
Flx) = X(3x® - 3X + 4x% - 4 - 2x® - 4X?)
(x? =1
Fix) = 9™
(x? - 17



Chapitre 4: Continuité

2
2. Limites en #x ; f[x]=7x (x +2] _X+e +2
1 1
x{1——] 1-—

X X

On trouve alors : 1,676 < oo < 1,677 aprés 10 ité-
rations.

4.Six<a,glx)<0etsix>a,qglx)>0.
B.1. limflx)=+o et limf(x)=0

Par quotient, on trouve : x> 1F Koo
)!_i_)qlf[x]=+oo et X[Lrncf[xlz—oo 2. Flx) = M0+ x%)-3x?(1-x) _ glx)
Limite en +1 : on détermine le signe de x2 - 1. (1+ % (1+ x°
3.
X 0 -1 1 +00 X -1 [0 +00
X2 -1 + 0 - U + f(x) - 0 +
On obtient alors les limites suivantes. +® 0
lim f(x) = +o limf(x) = —c0 f \ /
hiShe il flo)
lim f(x) = -o0 limf(x) =+
X—-1" X1

3. Le signe de F(x] est du signe de xg(x).

X — o0 -1 0] 1 o + 00

|+ f0 - -0 .
+00 0 +00 +00

| AN N

45.A. 1. g’(x) = 6x? -6x = 6x[x - 1)
X -0 0 1 +00
g'x) L0 -0

-1 0

g _oo/v \_2 /+

2. Sur [1; 2], g est continue car dérivable, stricte-
ment croissante et change de signe car g(1) = -2
et g(2) = 3, d’aprés le théoréme de la bijection,
l'équation g(x) = 0 admet une unique solution c.

3-[def £ :
return 2*x**3 - 3*x*x -1
def dicho (a,b):
n=0
while b-a>=10**(-3):
c=(at+b)/2
if f(a)*f(c)<0:
b=c
else:
a=c
n+=1
return a,b,n

46.1. lim f(x) =+o et limf(x)=-o

X—-2% X—>+00

2. px) - XA -2x7x+ 3
(x +2)2 (x +2)?
3.
X -2 +00
f'(x) -

+00
f \
—00

4. Sur | la fonction f est continue, monotone et a
valeur dans R. D’apres le théoréeme de la bijection,
U'équation f[x) = 2 admet une unique solution o.

f[-1,5) = 6,75 et fl0) =0 donc e € 11,5 ; O[.

5 [def f(x):
return—x**3/(x+2)-2
def dicho (a,b):
n=0
while b-a>=10**(-4):
c=(at+tb)/2
if f(a)*f(c)<0:
b=c
else:
a=c
n+=1
return a,b,n

On trouve alors
14 itérations.

:=1,1795 < o < -1,1794 apreés

47.A. 1. lim g(x) = + et lim g(x) = —o=.

2.9'(x)=2e*+2>0
La fonction g est croissante.
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3. a) Sur R g est continue, croissante et a valeur
dans R. D’aprés le théoréme de la bijection,
l'équation g(x) = 0 admet une unique solution o.

b) g(0) = -5 et g(1) = 2e- 5>0donc . € [0 ; 1].

On trouve o = 0,940.
4.Six<a,glx)<0etsix>a,glx) >0.

B. 1. limf(x) =+ et lim f(x]) = +cc.

2.7(x) = 2(1 - e + eX(2x - 5) = g[x)e™
3. Le signe de f(x] est celui de g(x].

X — o0 o + 00
fx) - 0 +
+ 00 + 0
f \f[oc]/
4.g(oc]=0<:)ea=_2a+7
. 20.-5
Sl-e=
200-7
_R)2
o flo) =22 01— 21901
200 -
5. lim[f(x) - (2x -5)] = lim-e*(2x -5) = 0"

La droite D est asymptote a 6, en +. La courbe est
en dessous de lasymptote en +o».

C.A (n;0),B,(n;2n-5),C, (n;fn)).

1.CB,(0;2n-5-fln)]et A B,(0;2n-5)

2n-5-fln) _e"(2n-5)
n-5  29-5

2. La suite (u ) est géormétrique de raison g =e".

—_—

e,

Onadoncu, =

3. limle")" =0car-1<e’'<1.

n—>+0

La suite (u ) converge vers 0.

Limite et continuité
48.1.

La fonction semble continue en 0.
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1
2, Par composition : limex = +00,
x—0*

Par quotient : limf(x) = 0.
x—0*
1
limex =0 par quotient : lirgf[x] =0.

x—0"

La fonction est continue en 0.

49.1.

La fonction semble continue en 0.
2. |fix)] < x| etlinglxl=0.

D'aprés le théoréme des gendarmes limf(x)=0.
La fonction est continue en 0. 0

50.1. 1 - WX AX 43
[x—9][\/;+3] \/;+3

= l La fonction f est continue en 9.

six=9

1
lim
x—9 \/; + 3

2. On obtient la courbe suivante.

51. 1. f(x) = e* x —

par produit limf(x) = 1
eX — x—0
La fonction est continue en 1.

52.1. En utilisant la quantité conjuguée, on obtient
la forme demandée.

2. a) Par quotient on trouve lingf[x] =0
b)m=0
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53. 1. Vue la courbe, la fonction ne semble pas
continue.

x“0 +200x% + 10000 - 10000
XZO
flx) =x2°+200six=0

lirTJf[X] =0 la fonction est continue en 0.

2. f(x) =

3. La représentation chaotique proche de 0 s'ex-
plique par les erreurs d'arrondis.

54. 1. largeur = hauteur
2x = l[eX +e* -2
2

o ef+e*-4x-2=0
2.a) f(x) = ex-e> -4
b) flx)=0 (X -1-4ex =0
c)X?-4X-1=0d0olA=20
la racine positive est alors

X =#=2+\@

1

X1=ln[2+\/g

3.a)

X |0

In(2 +5) o
F(x) -0 +
0

f \\wmuﬁV/

b) Si 0 <x <x,, flx) < 0 ne peut s'annuler.

Sur [X1 : +o[, la fonction f est continue, croissante
et change de signe donc d'aprés le théoréme de
la bijection, l'équation f(x) = 0 admet une unique
solution o

fl2) = -2,48 et f(3) = 6,14 donc o € [2 ; 3].

c)

def f(X):
return exp(x)+exp(-x)-4*x-2
def dicho(a,b):
n=0
while b-a>=10**(-3):
c=(ath)/2
if f(a)*f(c)<0:
b=c
else:
a=c
n+=1
return a,b,n

On trouve : 2,466 < o < 2,4667.

4. En posant x = % on retrouve la solution o.

La hauteur h de l'arche est :
h=2t=2x3%=78a
2,466 < o< 2,467 = 192,34 < h <192,43.

55.1.

On peut conjecturer que la fonction est continue
en 0 bien qu'en d’autres points elle ne l'est pas.

2. Pourx=0,l_1<E 1 gl
X X] X

six>0,0ona:1-x<flx)<1
etsix<0,ona:1<fx)<1-x

par le théoréeme des gendarmes a droite et a
gauche de 0, on déduit que limf(x)=1la fonction
est bien continue en 0. =0

Exercices bilan p. 127

56. Fonction et suite (1)
A

>
(x + 22
La fonction f est croissante sur [0 ; +ool.

2.fX)=xe=x2-3x-6=0

3+\/§
2 11
3.a) Initialisation : n=0,0nau,=1etu, = 3

1.f(x) =

Donc o = = 4,37.

Onadonc:0<u,<u, <o.

La proposition est initialisée.
Hérédité : soit n € N, supposons que
0<u, su, , <o, montrons que

O=<u_=<u _<o:
n+1 n+2

O<u =<u_ <o
n n+1

f/

= f0) = flu,) < flu,.,) < flo)

=3<su . <su. <o
n+ n+.

1 2

=0<su . <su . <aq
n+2

n+1
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la proposition est héréditaire.
Conclusion : par initialisation et hérédité, pour

toutneN,0su <u _ <o.

b) La suite (u) est croissante et majorée par o
donc d'apres le théoréme des suites monotones,
la suite (u ) converge.

4.a)S,=1,5 =3,67,5,=896

b) Comme la suite est croissante et u, > 3,
sin=1alors u > 3, on en déduit alors que :
Sﬂ >1+3n-1)

lim 1+ 3(n - 1) = +o par comparaison lim S, = +.

n—+% n—+o

57. Fonction et suite (2)

A 1.gx)=ex-1=0sur/=[0; +x[.

g croissante sur |.

2. 9(0) = 0, comme g est croissante, g(x) = 0 sur .
3.0nendéduitquesurl,ex=x+1=e*>x.

B. 1. fl0) = 0 et f[1) = 1 comme f est croissante,
xel0;1l1=1fAx)el0;1].

e* - 1-xe* - x2 (1= x)g(x)

2.a)f(x)-x =
er - X ex - x
b) Sur[0; 1], w = 0donc (D) est en dessous
de 6,. e’ =X
C.1.

1

X
L13 1

0 Uy uu
2. Initialisation: n=0,0n ay, = % etu, = 0,56.

Onadonc:%suosw<‘l.

La proposition est initialisée.
Hérédité : soit n € N, supposons que

<u <u__ <1, montrons que
n n+1

Al

1

2

1

E Uy Su,<1:
1

2

Al
S
"
IS
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f/ 1
:H{EJ <flu)=<flu,)<fl1)

=05<su <su <1
n+1 n+2

:>1Su su <1
2 n+1 n+2

la proposition est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité, pour

1
toutnEN,E$unsum<1.

3. La suite (u ) est croissante et majorée par 1,
d'apres le théoreme des suites monotone, la suite
(u ) est convergente vers ¢.

D'apres le théoreme du point fixe, f étant conti-
nue sur B ; 1}2 vérifie l'équation f(x) = x qui admet

deux solutions 0 et 1 et comme € = 0,5, la suite (u ]
converge vers 1.

58. Résolution d’équation

1l.algx) =0 x*=1.

L'équation g(x) = 0 admet x = 1 comme unique
solution.

b) Comme la fonction g est croissante pour x > 0.
Six<1,glx)<0etsix>1,g(x) > 0.

2. a) limf(x) = +o et lim f(x) = +o

x—0 X—>+00

b Fix) = 2 - —2 = 29X

Wi xx

c) 7(x) est du signe de g(x)

X 0] 1 + 00

F1x) -0

+00 +00
f \ /
3
3[. a) ;En divisant légalité (E) par \/; on trouve
flx = m).

b) D’apres le tableau de variations, sur 10 ; 1[ et
[1; +oo[, la fonction f est continue, monotone et &t
appartient aux intervalles images donc d'apres le
théoréme de la bijection, l'équation f(x) = & admet
sur ces intervalles une unique solution notées o

et B.
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c) Par balayage sur une calculatrice, on trouve :
0,73<a<0,74et1,34 <P <135

59. Fonction irrationnelle

Affirmation 1 : Vraie

Soit glx) =x® -3x + 3, on a alors

g'(x) =3x2-3=3x - 1)x+ 1)

On obtient le tableau de variations suivant.

Sur [-3; +[, la fonction g est continue, croissante
et change de signe, donc d'aprés le théoréme de
la bijection, l'équation g(x) = 0 admet une unique
solution o
5.Six<a,glx)<0etsix>a,glx] >0.

6.gl4) =4 donc o € [-3; 4]

X |- -1 1 +00
g o+ 0 - 0
5 +o0
g
- 1

def f(X):
return(x +2)*exp(x-4)-2
def dicho (a,b):
n=0
while b-a>=10**(-3):
c=(atb)/2
if f(a)*f(c)<0:
b=c
else:
a=c
n+=1
return a,b,n

Sur ]-1; +[, g(x) > 0 donc ne peut s'annuler.

Sur ]~ ; -1], la fonction g est continue, croissante
et change de signe, donc d’aprées le théoreme de
la bijection, l'équation g(x) = 0 admet une unique
solution o < 0.

Affirmation 2 : Vraie

Comme g est strictement positive sur Ja ; +[, la
fonction f est dérivable sur cet intervalle.
Affirmation 3 : Faux

Comtre exemple avec m =1

f[-2) =1 et f{1) = 1 donc l'équation f[x) = 1 admet au
moins deux solutions.

60. Fonction auxiliaire

A. 1. Par produit et composition : lim g(x] = +c°.

2. En développant g(x] et avec les limites de réfé-
rences, on a lim g(x) = -2,

X—-0

3. g'(x) = [x + 3)ex*

X |- -3 +00
g’'(x) - O +
-2 +oo
g
= -2,001

4. Sur ]-=; =3[, g[x) < 0 donc ne peut s'annuler.

On trouve en rentrant dicho(-3,4) :
3,069 < o< 3,070

B.1.fx) =0 & x2(1 -e*4) =0

D'oux=0o0ux-=4.

2.1 (x)=2x - e4(-2x - x?) = -xg(x]

X |- 0 o +00

f(x) -

o+ 0 -
+00 flo
f \ / \
0 -

3.g9la) =0 (o +2ea* =2 < eo=
Dol : 0+2
20 o?

flo) = a2 - =
o+2 o+2

61. Portail
A. 1. Immédiat la fonction est paire.

La courbe ¢, est symétrique par rapport a l'axe
des ordonnées.

2. f’[x]=—9 lev e |oMeb e
8l b b 8

3.7[x)=0=x=0
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f'(x) - 0 +

S[O:—b+9J
A
B.1.Comme S(0;:2)ona:b=1.

2.0na:flx)= —l(eX + e‘X]+2.
8 4

fl2) = 1,31

Sur [0 ; 2], la fonction f est continue, décroissante
et 1,5 appartient a lintervalle image, d’aprés le
théoréme de la bijection l'équation f(x) = 1,5 admet
une unique solution a.

Par balayage on trouve : o. = 1,76.

3. La masse d’'un ventail vaut : 20J.01'8f[x]dx.

18
J.wf[x]dx: e 9l <331
0 8 4 |

La masse vaut alors : 66,2 kg.
Le client va donc décider de motoriser son portail.

62. Population de grenouilles
18 00005

(0,4 + 3,6e705%)2
La fonction P est croissante.

1. P'(t) =

2. Par quotient et composition : lim P(t) = 2 500.

o+

3. P(0) = 250. Sur lintervalle [0 ; +x[, la fonction
P est continue, croissante et 2 000 appartient a
Uintervalle image, d'apres le théoréme de la bijec-
tion, U'équation P(t] =2 000 admet une unique solu-
tion t,.

Par balayage sur une calculatrice, on trouve :
t,=72.

4. C'estau cours de 'année 2025 que la population
de grenouilles dépassera 2 000.

63. Plant de mais
1. limhlt)=a donca = 2.

t—+
2

hoj=—2— o~ =01 b=19

1+b 1+b

110

2. a) Sur lintervalle [0 ; +x[, la fonction h est
continue, croissante et 1,5 appartient a l'intervalle
image, d’aprés le théoréme de la bijection, l'équa-
tion h(t) = 1,5 admet une unique solution t,.

b) [(gef f(O):
return 2/(1+19*exp(-0,04*t))
t=0
while F(t)<=1.5:
t+=1
print (t)

On trouve t = 102. Au 102¢ jour le plant de mais a
une hauteur supérieure a 1,5 m.

Préparer le BAC

Je me teste p. 130
64.ActD 65.A

66.B 67.B

68.C 69.C

70.B

Préparer le BAC

Je révise p. 131

71. Ensemble de continuité
1. On obtient la courbe suivante.

\ y
\

On peut conjecturer que la fonction f est continue
sur R.

2. Sur x = -1, la fonction est continue car compo-
sée de fonctions continues.

lim x2+2x -1=-2

e f est continue
limyx+1-2=-2 en-1
x——1*
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72. Dérivabilité en 0

1.0na:
}erg,e’x =1 f est continue
lim x2+1=1 enO.
x—-0*

2. On obtient :

La non dérivabilité en 0 s'explique par l'absence
de tangente en 0.

73. Limite par récurrence

1. f est une fonction rationnelle donc continue sur
son ensemble de définition et donc sur [0 ; 9].

2. a) On montre facilement par récurrence l'enca-
drement.

b) La suite (u) est croissante et majorée par 9,
donc d'apres le théoréme des suites monotones,
la suite (u ) converge vers € < 9.

c) La fonction f est continue sur [0 ; 9] et la
suite (u ) est convergente vers ¢, donc d'aprés
le théoréme du point fixe, € vérifie U'équation

X=5+\/E 5—\/5
2

f(x) = x =519 ou x = ) =-0,19.
On en déduit alors que ¢ = > +;/5.
74. Etude de fonction
1.0na:
4 2
Flx) =1+ 2% _X +2X2 + 2% +1
(x2 +1)2 (x2 +1)2

X+ 1) -Xx2+3x+1)=x4+2x2+ 2x + 1
On en déduit alors que :
(X2 + 12
2.a) Pourx=0,0na:

g[x]=x31-l+i+i
X x2 x®

Par produit, on déduit :
lim g{x] = +o0

lim g(x) = -0

X—>-0

lim1——+i+i=1:>
X3

b) g’(x) = 3x? -2x + 3
A =-32 < 0donc¢g’(x) n"a pas de racine.

Pour tout x € R, ¢’(x) > 0donc la fonction g est
croissante.

X |- -1 0 +00
g'(x) +
/7"'00
g _4/1
_oo/

c) Sur R, la fonction g est continue, strictement
croissante et change de signe car g(-1) = -4 et
g(0) = 1 donc d'aprés le théoréme de la bijection,
'équation g(x) = 0 admet une unique solution o et
o€ [-1;0l.

d) On trouve -0,296 < o < -0,295
3.a)six<a,glx)] <0etsix>q,glx] > 0.

b) £(x) est du signe de (x + 1)g(x).

X - -1 o +00
X+ 1 - : + + 0
glx) - - 0 +
Fix) . -0+
X |-o0 -1 o +00

F(x) + 0 - U +
- voo
f / \ /
- flod

75. Deux solutions
1.a) im f(x) = lim -x + 3 = +o0

b) 7 (x) = ex -1.

f(x) =0 < x =0 et comme exp est croissante sur R,
x<0,f(x)<0etx>0,f(x]>0.

X -0 0 +00

f(x) - 0 +
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2. a) Sur ]-oc ; 0] et sur [0 ; +[ la fonction f est
continue, strictement monotone et change de
signe donc sur chacun de ces intervalles 'équa-
tion f(x) = 0 admet une unique solution.

b) f(1) = -1,28 et f[2) = 2,38 donc B € [1; 2].
Par balayage, on trouve : B = 1,5 au dixieme.

76. Unique solution
A. 1.0n a les équivalences pour =0 :

ef=—oxer-1=0ox-e*=fx)=0
X
2. a) Par somme, on obtient lim f(x) = +

X—+%

b) f(x) =1 +e*> 0 pour tout x € R.
La fonction f est croissante sur R.

c) Sur R, la fonction f est continue, strictement
croissante et change de signe car limf(x)=-o
X—>-00

et limf(x)=+% donc d'aprés le théoréeme de la

bijection, l'équation f[x) = 0 admet une unique
solution o.. De plus f(0,5) = -0,11 et f{1) = 0,63 donc

m

d) Comme fest croissante six € [0 ; o, f[x) < 0.
B. 1. a) On a les équivalences pourx =0

XX +X
ef=—oxer=1e xe*+x=x+1
X
+(eX+1)

sxler+l=x+1

1
=x o glx)=x
e* +1

b) g est dérivable sur R :

M+e)-e1+x)  1-xe*
(ref  (+e)

eXle*-x)  elx

9= er T Theey

g'lx)=

Pour tout x € R,

Ty >0, on en déduit que le
+e*

signe de g’(x) est celui de —f(x).
Comme sur € [0; al, flx) < 0 alors g’(x) > 0.
La fonction g est croissante sur [0 ; al.

2. a) Initialisation : n =0, on a Uy = Oetu, = %

On a donc :
initialisée.

0 < vy, < u, < o. La proposition est

Hérédité : soit n € N, supposons que

O<u =<u <o, montronsquel=<u  <u  <o:
n n+1 n+ n+2

1

112

9/

O=<u =<u , <o=g0=glu)=<glu,<gloa

n+1
=>-<u_,<u_ <o

2 n+ n+
la proposition est héréditaire.
Conclusion : par initialisation et hérédité, pour
toutnEN,Osunsu < 0.
b) La suite (u) est croissante et majorée par o,

d'aprés le théoréme des suites monotones, la
suite (u ) converge vers €.

n+1

De plus, la fonction g est continue sur [0 ; o,
d'aprés le théoreme du point fixe, € = a.

c)

from math import *
def u(n):
u=0
for i in range(l,n + 1):
u=1+u) /(A +exp(u))
return u

Pour n = 4, on trouve alors u,= 0,567 143.

Exercices vers le supérieur p. 132

77.Fonctiondéfinie par unerelation fonctionnelle

1.a) On prend x =y = 0, on trouve f(0) = 0.
On prend y = -x et comme f(0) = 0, on trouve
fl-x) = —f(x).
La fonction f est impaire.
b) Initialisation : n = 0, on a f(0x) = f{0) = 0 = 0f(x)
La proposition est initialisée.
Hérédité : soit n € N, supposons que flnx) = nflx),
montrons que fl[n + 1)x] = (n+1)f(x].

flln + 1)x] = flnx + x) = flnx) + f(x)
De plus,

flln + 1)x] = nflx) + fx) = (n + 1)f(x)
la proposition est héréditaire.
Conclusion : par initialisation et hérédité, pour tout
n €N, flnx) = nflx).

c) Comme la fonction f est impaire,
fl-nx) = ~flnx) = -nf(x).

d) fx)= f[n X 5] = nf(i) & f[fj = 1f[x]
n n n n

elqEQ,doncq=5aveckEZetn€N.

n
f[qxl=f[k><5J=kf[5J=5f(x1=qf[xl
n n n



Chapitre 4: Continuité

) flg) = flg x 1) = gfl1) = Ag
2. a) D’apres la continuité de la fonction f:
f(x)=fllimg,) = limflg,) = limAg,
fx)=Alimg, = Ax.

n—+%

b) Les fonctions f vérifiant cette relation consti-
tuent l'ensemble des fonctions linéaires.

78. Somme et continuité
1.a) y

b) Si x & Z, la fonction partie entiére est continue
donc la fonction f est continue par composition de
fonctions continues.

Six =k € Z, calculons les limites a gauche et a
droite de k et la valeuren k :

iLerjﬁ,[x]=[k—1]+[k—(k—1]]"=k
lLer”[X]=k++ (k- KI"=k

et f (x) = (K) = k

la fonction f est continue sur R.

2.Six€& Z,ilexistek € Ztelquek <x<k+1
on a alors E(x) = k et E[1 - x) = -k donc g(x) = 0.
Six=keZ,glkl=k+1-k=1.

La fonction g n"est pas continue pourx € Z

3. La somme de deux fonctions discontinues peut
étre continue comme les fonctions f ou disconti-
nue comme la fonction g.

79. Produit de fonctions et continuité
1. Supposons que fg est continue en a

lim fg(x) = fgla) = flalgla) (1)
comme la fonction f est continue en a, la limite a
gauche de fg vaut :
lim fg(x) = fla)lim g(x]

de (1) et comme fla) = 0 on en déduit que
g?mm=gm1

méme raisonnement avec la limite a droite :
E@mm=mm

donc g est continue en a. Contradiction.

2. a) On calcule les limites a gauche et a droite
de 0.

limfg(x)=limxx(-1=0
x—0" x—0*
limfg(x)=limxx0=0
x—0* x—0*
Comme fg(0] = 0, la fonction fg est continue en 0.
b) On calcule la limite en 0.
limfgl(x) = limx x 1. 1
x—0 x—0* X

Comme fg(0] = 0, la fonction fg est discontinue
en 0.

c) IL faut que la fonction g soit bornée au voisinage
de a, on peut alors avec le théoréme des gen-
darmes, montrer que la limite en a de fg est nulle.

3. Soit les fonctions f et g définies sur [1 ; +oo[ par :

f(x) = E(x)
glx)=——
X

les fonctions f et g sont discontinues en 2 mais fg
est continue en 2 : lirT;fg[X] =1=1q(2)

soit les fonctions f et g définies sur R par :
f(x)=E(x)
g(x]=lsix¢0etg[0]=0
X
les fonctions f et g sont discontinues en 2 ainsi que :

lim fg(x) = lim—1 =+ooetfg(0) =0.
x—0" x=0" X
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80. Discontinuité
1. On a la courbe suivante sur [-1; 1].

La fonction f semble non continue en 0, la courbe
oscillant de plus en plus vite entre -1 et 1 plus x se
rapproche de 0.

2.0n pose X = ! donc six — 0* alors X — +».
X

Lidée est de s'approcher vers linfini de deux
fagons avec les suites (u ) et (v ).

limsinu, =0 et limsinv, =1

Ce qui prouve que f n'a pas de limite en 0*.
La fonction f n"est pas continue en 0.

81. Valeurs intermédiaires

1. a) Initialisation : n = 0,
asksboa,sksb,

la proposition est initialisée.

Hérédité : soitn € N, supposons quea, <k <b,

montrons quea ,<ks<b . :

1 1"

si f(a" ;b"]zk d'aprés HR a, <k sf[a” ;b”jz

<k<b

n+1 n+1
si f[a” ;bJ <k d'aprés HR f[a” ;bj <k<b,

donca ,sks<b_,

la proposition est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité, pour
toutneN:a <su <b,

b) Pour la suite (a ) deux cas de figure :
soita ,-a =0

1

b -a

—_g ==n "=

! 2

_ a, + bn
2
la suite (a ) est croissante.

soita,, - a

n

méme chose pour la suite (b )
114

soith, , —b,,=a”—+b”—bn _a,-b <0
2 2
soith . -b =0
la suite (b ) est décroissante.
2.u =b ,-a  deuxcasdefigure:
. a,+b, b,-a, 1
soitu,,, = -a,= =—u,
2 2 2
soitu,,, =b, _atb, _b-a 1 i
2 2 2

vxeNu = 1un, la suite (u ) est géométrique de
2

. 1 .
raison q =E et de premier terme u,=b - a.

n—+o

limun=0car—1<%<1.

3.D'aprées 1.a, < k < b, d’apres le théoreme de
gendarmes k = ¢, comme f est continue sur [a ; b],
d'aprés le théoreme du point fixe, ¢ = flc) donc
k = flc). Cela démontre le théoréme des valeurs
intermédiaires.

82. Méthode de la sécante
A. Le principe
flb) - fla)  bfla) - af(b)

1. (AB) :
4 -a b-a

a’ corresponday =0, onaalors:
, aflb) - bfla) b-a
a'= =a- fla).
f(b) - fla) f(b) - fla)
2. a) Par construction: Vn€N,a <b
la suite (a ) est majorée par b.

Comme f est croissante,

fla) <0 et flb) > fla) et comme b > a_
vneNa, -a,= —ﬂflan] >0
f(b) - fla,)

la suite (a ) est croissante.
b) La suite (a ) est croissante et majorée par b
d’apres le théoreme des suite monotones, la suite
(a,) est convergente vers ¢.

La fonction f étant continue, par passage a la
b-a,

-———"—fla,) on en déduit
flb) - fla,)

limite de : a
que fl€) = 0.

il = an
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B. Application

1.F[x) =3x2-8x =x(3x-8) Vxe[0;1],x=0

et 3x -8 < 0donc f(x) = 0.

La fonction f est décroissante, continue et f{0) = 1
et f[1) = -2 donc d’aprés le théoréme de la bijec-

tion, U'équation f(x) = 0 admet une unique solution o
dans [0; 1].

2.a)

from math import*
def f(X):
return x**3-4*x*x+1
def secante (a,b,p) :
while f(a)>=10**(-p) :
a=a-(b-a)/(f(b)-f(a))*f(a)
return a

b) Avec secant e(0, 1, 3] on trouve o = 0.537 a
10-% pres.

83. Relation fonctionnelle

Supposons qu'il existe deux réels a et b tels que
a < b et fla) = f(b).

On a alors en utilisant la relation fonctionnelle :
£(b) - la) = 0
< [flb) - flalllflb) + fla)] = 0
comme fla) = f(b) alors flb) + fla) =0
fla) = 0 sinon on aurait f(b) = fla) = 0.

La fonction f est continue sur [a ; b], et f change
de signe sur [a ; b] donc d’apreés le théoréeme des
valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [a ; b] tel que
flc) =0. On a alors (c) = 0 contradiction.

84. Zéros d'une famille de fonctions

1. f(x)=x""[ln+1)x-2n]
, 2n
fx)]=0ex=0 ou Xx=—
n+1
Six =0, f(x) est du signe de (n + 1)x - 2n, donc

Si x E[O : 2_/71} f(x) < 0, f est décroissante.
n+

+n

2.5in>2<:>2n>n+2>n+1donc2—n1>1.
n+

Or f(1) = 0 comme f est décroissante sur{o; ZnJI
n+

fLZ—”]<o
n+1

3. Surl 2n

:2}. fIxX)=0etfl2)=1>0.
n+1

La fonction fest continue, croissante et change de
signe, d’apres le théoreme de la bijection, l'équa-
tion f[x) = 0 admet une unique solution.

85. Nombre de solutions d’une équation

1. Pour montrer graphiquement le nombre de
solutions de (E) on cherche le nombre de points
d’intersection des courbes des fonctions f et g
définies par flx) =e*? et g(x) = ex- 1.

On observe donc une solution.
2.5ix<0,e®>0ete*-1<0donce™>e*-1.
3.a) 7 (x) = -2xe ™ —e* = —(2xe™2 + ¢

Six =0, alors 7 (x) < 0, la fonction f est décrois-
sante.

b) lim f(x) =-c0

c) fl0) =1

Sur [0 : +o, la fonction f est continue, décroissante
et change de signe donc d'aprés le théoréme de
la bijection, l'équation f[x) = 0 admet une unique
solution.

Six < 0, d'apres 2. flx) > 0 donc f ne s'annule pas.
L'équation (E) admet une unique solution sur R.

86. Point fixe

1. On trace la courbe de la fonction fsur [-3 ; 3] et
la droite y = x.
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On peut conjecture que f[x) =x admet une solution.
2.a)0na:

lim glx) =+ et lim g(x] = -co.

X——0 X—>+00
eX — @—X
b) g'(x)]= ——— -1
g [ex +e—x]2
Six=0,e-e*=0ete*+e*=1donc
X _ a-X 1 eX — X
€ 7€ et < 1donc <1

=

e +e7¥

e*+e™ e* +e*

donc g’(x) < 0.

£ ¢ _0donc g'(x)<0
ex +e—x]2

la fonction g est décroissante sur R.

Six < 0alors

c) g(0) = 1 et lim glx) = —o».

Sur R, la fonction g est continue, décroissante et
change de signe, d’aprés le théoreme de la bijec-
tion, l'équation g(x) = 0 donc f[x] = x admet une
unique solution.

3. La fonction f est continue sur R, donc la suite
(u) d'apres le théoreme du point fixe converge
vers L solution de f[x) = x < g(x) = 0.

g(0) =1etg(1)=-0,35donc € €[0; 1].
def f(X):

return 2/(exp(x)+exp(-x))-x
def dicho (a,b):

n=0

while b-a>=10**(-3):
c=(ath)/2
if f(a)*f(c)<0:b=c
else-za=c
n+=1

return a,b,n

Travaux pratiques p. 134

TP 1. Algorithme de dichotomie

e Durée estimée : 30 min

e Objectif : Utilisation d'un algorithme permet-
tant de donner une approximation d'une solution
de l'équation f(x) = 0.

1. Pour toutx € R, f(x) =3x2+1>0

La fonction f est croissante sur R.

lim f(x)=-o et limf(x)=+o.

X——-% X—+%
Sur R, la fonction f est continue, strictement crois-
sante et change de signe donc d’aprés le théoréeme
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de la bijection, U'équation f[x) = 0 admet une unique
solution o

fl0)=-1etf(1)=1donca e [0; 1].

2.a) f[%] = —g. La fonction f change donc de signe
1 1
entre —et 1donca€|=;1|=1,
2 2
3] 11 . . 1
b) f| = |=— La fonction f change de signe entre —
4] b4 2

etgdoncoce 13 =1,
4 2 4

3. a) fdoit changer de signe entre a et b.

b) La variable n représente le nombre d'itérations
nécessaires pour obtenir une largeur d’intervalle
b-a< 1073

c) Ligne 7 : on teste si la fonction change de signe
entreaetb;

ligne 8 : sivrai on remplace b parc;

ligne 9 : et 10 si faux on remplace a par c.

d) On trouve 0,681 < o < 0,682 obtenu apres 10
itérations.

e) On modifie la ligne 5 par :

whi | e b-a>=10**(-6):
On trouve 0,682 327 < o < 0,682 328 obtenu apres
20 itérations.

TP 2. La méthode Newton Raphson

e Durée estimée : 30 min

o Objectif : Etude d'un algorithme trés perfor-
mant donnant une valeur approchée d'une solu-
tion de l'équation f(x]) = 0.

A. Principe
1. Léquation de la tangente a ¢, en x_vaut :
y=Fx)x-x)+flx)

cette tangente coupe 'axe des abscisses enx_ ..

Onaalors:  Fx)Ix , -x)=-fx]
f(x,)
< Xn+1 = Xn -
flx,)

2. La fonction ¥ ne doit pas s'annuler en x .
B. Application

1. F(x) = 3x? - 8x = x[3x - 8)

Sixe[0;1],3x -8 < 0donc flx<0.
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La fonction f est décroissante sur [0 ; 1].
flo)=1etf(1)=-2

Sur [0 ; 1], la fonction f est continue, strictement
décroissante et change de signe, d'aprés le théo-
reme de la bijection, 'équation f[x] = 0 admet une
unique solution a.

2. a) On ne peut prendre x, = 0 car la dérivée '
s'annule en 0.

b) flx,
X
n X flx fx L X
n [ n] [ n] f/[Xn] n+1
0 1 -2 -5 0,4 0,6
1 0,6 |-0,224| -3,72 | 0,060 | 0,540
2 | 0,540 |-0,009|0,3445| 0,0026 | 0,537
f(x,)

La correction entre deux termes est

Flx,)
c) Aprés deux étapes, elle est de 0,0026 soit
= 2,6 x1073.

3.a) from math import*

def F(X):return x**3-4*x*x+1
def Fprime(X):return 3*x*x-8%*x
def newton(a,p):
X=a
n=0
while abs(f(x)) >=10**(-p):
X =X-F(X)/Fprime(x)
n=n+1
return x,n

b) ligne 9 : tant que la distance de f[x) a 0 est plus
grande que 10", on boucle. Lorsque cette condi-
tion n’est plus respectée, la valeur de f(x) se trouve
a moins de 10 de 0.

c) Ily a 3 itérations pour p = 3.

Ily a 4 itérations pour p = 6.

Ly a 5 itérations pour p = 12.

d) Cet algorithme est trés efficace car il nécessite

une itération supplémentaire pour passer a une
précision au carré.
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(o V-V R I{¥] Dérivation et convexité

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Manuel p. 136-167

Lobjectif de ce chapitre est de compléter les notions de dérivation vues en 1°" et d’introduire la notion

de convexité d'une fonction.

Ainsi, nous avons fait le choix d'activités d’introduction de diverses natures, progressives et qui suivent

la trame du cours.

Ceci est accompagné d’exercices au niveau croissant de difficulté et de TP de recherche et d'algo-
rithmique permettant une appropriation progressive des différents contenus par l'éléve.

Objectifs

= Déterminer l'image d’'un nombre par une fonction composée.
= Calculer la dérivée d’une fonction composée et en déduire le tableau de variations de cette

fonction.

- Etudier la convexité d’une fonction par différentes méthodes.

= Déterminer les coordonnées des points d’inflexion par différentes méthodes.

Il. Corrigés

Pour prendre un bon départ p. 137

1. Déterminer un nombre dérivé

1. a) Graphiquement on trouve f’(0) = -2, f(0) =

f(1)=3etf(1) =0.
b) Graphiquement, la tangente est horizontale
pourx=-1,2etx=0,6.

2. g(x) = 3x? et g”[x] = 6x

a) g’'(3)=3x32=27

et g’(-3) = 3x (-3)? = 27. On remarque que
g'(-3) = -g’(3).

C’est normal car la fonction x — 3x? est paire.
b) g’(a) = 12 ssi3a’= 12 ssia?= 4 ssia = 2 (abscisse
positive).

2. Déterminer une équation de tangente
1.a) f’(x) =2x+3donc F(2) =2x2+3="7et
f2)=22+3%x2+1=11.

b) T, :y=1(2)x - 2)+ f(2).
T,:y=7x-2)+11=7x-3.

2. glx) = e*donc ¢’(x) = e*.
T, :y=9'(0)(x - 0] +g(O0).
T,y=1x+1.
Tyy=x+1

3. Calculer des dérivées

3
a) f(x) = —[3x2] +3 X =2x%2 +
2\/_ 2Vx
1 7
blg(X)=4-7-—|=b4+—
X2 X2
c) h(x) =e*+ xe*=eX(x + 1)
, (2xe* + x2%e*)(x + 5) - (x2e* + 3)(1)
d) /’(x) =
(x + 5)2
_ [2x%e* +10xe* + x%* + 5x%*) - (x%* + 3)
(x +5)2
_ 2x%e* +10xe* + x’e* + 5x%e* - x’¢* - 3
(x + 5

_ 6x%* +10xe* + x%e* - 3
(x + 5)?

119



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

4. Etudier des tableaux de signes

1 X - -2 3 +00
sgnl(f(x)) - - +
sgn(g(x]) - + +

sgnlflx) x glx]) + - +

2. h(x) = (x - 3)(x + 3)(3x + 4)

X -0 -3 —é 3 +00
3
sgn(x - 3) - - - +
sgnlx + 3) - + + +
sgn(3x + 4) - - + +
sgnlh(x]) - + - +

5. Calculer la dérivée de x — flax + b)
1. f’(x) = 3e¥!

-2 1
2.9'x)= =-
7 2J-2x+1  J-2x+1

Activités p. 138-139

1. Voir des fonctions... a Uintérieur d’autres
fonctions !
e Durée estimée : 20 min

e Objectifs : Introduire la notion de fonction
composée et montrer la construction de fonctions
a partir de fonctions de référence.

A. Schéma de composition avec deux fonctions
1. f(1) = \/37 = \/5 La derniére opération effec-
tuée est la racine carrée.

2. x> ulx) = 3x+— v{ulx)) = v (3x) = \/&

3. C’est l'algorithme A.

4.a)D, =R etD =R.

b) ulvix)) = Jvix) = v/3x et vlulx]) = 3ulx) = 3.

cD, =R etD =R,.Cesdeuxdomaines de défi-
nition sont égaux.

5. uov(0) = ulv(0)) = u\J0) = 0
et vou(0) = v(u(0)) =v(3x0) =0

uovl4) = ulv(4)) = u4) = u(2) = 3x 2 = 6
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et vould) = viulh)) = v3 x 4) = v(12) =412 = 243
donc uov(4) = voul4).

On peut en conclure que les fonctions uev et vou ne
sont pas égales.

B. Schéma de composition avec trois fonctions
w v u 1

X = X+1 = [X+1? - s TP
uovew(x) = uev(w(x)] = uev(x + 1)
Culvix + 1)) = ullx + 1)) = —
(x + 12
de méme (uov)(x) = 1
XZ
(uev)ow(x] = (uev)(wx]) = (uev)(x + 1) = 1
(x +1)2

de méme (vew)(x) = (x + 1)?
1
(x + 1)

donc uevewl(x) = (uov)ew(x) = uo(vew)(x).

ue(vew)(x) = ul(x+1)?4) =

2 Etudier une dérivée

e Durée estimée : 20 min

¢ Objectif : Conjecturer et démontrer la formule
de la dérivée d'une fonction composée.

1. X —00 0 +00
Variations |*% F e
deu \ 1 /
2.

X —o0 0 +00

Signe de f(x] - +
X -0 0 +00

Signe de g(x) - +
X — 0 0 400

Signe de h(x) - +

3. Ils’agit de la fonction g qui présente le bon signe
(contrairement a h) mais également les bonnes
valeurs (contrairement & f), en effet sa courbe est
symétrique par rapport a lUorigine du repere, donc
g’(-3) = -g’(3) ce qui correspond a la situation de u.
4. [vow)'(x) = w/(x) x V(wl(x))
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5. a) Il suffit de simplifier par vla + h) - v(a) le pro-
duit a droite de l'égalité.
uovla + h) - uovla)

b) lim
h—0 h
_ uovla + h) - uevla) _ vla+ h) - v(a)
-0 y(a+h)-vla) h
. uovla + h) - uov(a) vla + h) - v(a)
=lim
h-0  y(a + h) - v(a) h=0 h

= t’ov(a) x V[a). Ceci est vérifié pour tout réel
adeldou (uev) = (vu'ov) x V.

3 Utiliser une fonction de production

¢ Durée estimée : 30 min
e Objectif : Etudier différentes fonctions et leurs
particularités.
70)+ F120) _ 0+201/20
2
La stratégie ne semble pas efficace.
F10)+ F10) 20310 + 20410
2

2
La stratégie semble efficace.

1. a) — 10v20 = 44,72 < 50.

b) = 20310 =6325> 50,

c) Si on trace la courbe représentative de la fonc-
tion fet les points Al4 ; fl4)) et B(16 ; f(16]) alors le
point M(tx 4 + (1 - t)x 16 ; flt x 4 + (1 - t) x 16)] est
situé au-dessus du point

N(tx4+(1-tx16; tl4) + (1 -t) x f[16))
donc fltx 4 + (1 - t) x 16) = tfl4) + (1 - t)(16).
Autre maniere :

tfl4) = 40t et (1 - t)f(16) = (1 - t]80 = 80 - 80t
donc tfl4) + (1 - t)f(16) = 80 - 40t

De plus : flat + 16(1 - t)) = f(16 - 12t) = 20,/16 - 12t

Soit g la fonction définie par

glt) = 2016 - 12t - (80 - 40t).

Alors g’(t) = 40 + 0012 _ 4120
21612t J16-12t
40 - 120 >Ossiﬂ>¥ssi

J16-12t 120 J16-12¢
,/16-12t>%ssi,/16-12t>3ssi 16-12t=9

ssi7 = 12tssitsl.
12

t 0 - 1

Signe de ¢’(t) + _

Variations de g

Doncg(t)=0sur[0;1]dol:
fltx 4+ (1 -t x16) = tfl4) + (1 - t)f(16).

d) y T,/
100+
/B
80+ ¥
sof 7
Ty,
A
2077
* 0] 5 10 15 20 25

Les tangentes sont situées au-dessus de la courbe 6,.

4 2
o)+ f20) 0¥ 55 < %

2. a) =32<50

2
La stratégie ne semble pas efficace.

4 2 4 2
f10)+10) 25 1% * 5510

2
La stratégie ne semble pas efficace.

b) =16 <50

c) Si on trace la courbe représentative de la fonc-
tion f et les points Al4 ; fl4)) et B(16 ; f16)] alors le
point M(tx 4 +(1 = t)x 16 ; flt x 4 + (1 - 1) x 16)) est
situé en-dessous du point

Nt x4+ (1-t)x 16 ; tfl4) + (1 - t) x f(16))

donc flt x 4 + (1 - t) x 16) < tfl4) + (1 - t)f(16).

d) y g
,’Igs
60+ £
5/
401 *
/S
20+ T
— é’ ¥
-0 5710 15 20 25
-201+
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Les tangentes sont situées en-dessous de la
courbe 6.

3.Cela dépend de la modélisation. Dans la
1" modélisation, la 2¢ stratégie semblait efficace.
Dans la 2¢ modélisation, la 2¢ stratégie était moins
efficace que la 1™, elle donne méme des résultats
moindres. Les fonctions des questions 1. et 2. ne
présentent pas la méme orientation de courbe.
La 1 est orientée vers le bas, la 2" vers le haut,
ce qui donne des valeurs pour f(10) tres diffé-
rentes ! Par la suite, nous verrons que la 1™ est
concave et la 2¢ est convexe.

4 Voir le lien entre courbes, sécantes
et tangentes

e Durée estimée : 15 min

e Objectif : Conjecturer des positions relatives de
courbes, de sécantes et de tangentes.

1. ' y

1
'

' FJ

1 8.. !

| g

A '

2. Voir graphique ci-dessus.

Le segment [AB] est situé en-dessous de la
courbe 6.

3. Voir graphique ci-dessus.

Le segment [CD] est situé au-dessus de la
courbe 6.

Le segment [EF] traverse la courbe €.

4. Les tangentes J,, I, et J_ sont au-dessus de
la courbe 6. Les tangentes J, 7, et J_sont en-
dessous de la courbe 6,.

5. Il existe un point d'inflexion pour €, ici, il s'agit
de lorigine du repére.
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Sur ]-o; 0] Sur [0 ; +oo[

e Les sécantes sont
en dessous de €6..

e Les tangentes sont
en dessous de6,.
e | es sécantes sont
au-dessus de 6.

* Les tangentes sont
au-dessus de €..

Avec un point d’inflexion d’abscisse 0.

A vous de jouer p. 141

1. Le schéma de composition de la fonction f est

R u R v R

X = X+2 = [x+2P

2. Le schéma de composition de la fonction g est

R wu R v R

X +— 3x2-5 +— /3x2-5

3.ﬁg%]=ﬂg%”=f£%]=3£

4jwm=ﬂ¢m=nm=§

5.Fx) = (-1)e3x + [-x + 1)3e3x = e3%(-1 = x + 1)

= -xe3X.

6. f’(x) = 2xcos(x? + 1)
-sin(x)

7. f(x) = /2 + cos(x) ; F(X) = —————
24/2 + cos(x)
or 24/2 + cos(x) >0 et -sin(x) = 0 ssi sin(x) < 0 ssi

X € [-n + 2km ; 0 + 2kn], k € Z.

Donc f est croissante sur [-w + 2km ; 0 + 2kn] et
décroissante sur [0 + 2kn ; mt + 2km].Le tableau de
variations est donc le suivant, pour k = 0.

X 0 T 2n
J3 J3

o

Variations de f
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8. g(x]) = -2xe~or -2e* < 0 pour tout réel x donc
le signe de g’(x) est le contraire du signe de x. Donc
gIx)<0surR etg’(x) =0surR..

Donc g est décroissante sur R, et g est croissante
surR. De plus gl0)=e® =e® =1d’oU le tableau de
variations suivant.

X -0 0 +00
Signe de g’(x) + -
1
Variations de g / \
0 0

9. D'apres le graphique, la courbe de f est en-
dessous de ses sécantes sur [-1 ; 0,5] et est
au-dessus de ses sécantes sur [0,5 ; 1,5]. Donc
fest convexe sur[-1;0,5] et concave sur[0,5; 1,5].

10. f est convexe sur [0,25 ; 1,5] et concave sur
[-1;0,25].

11. [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur et utilise le signe < au lieu
de =. Lerreur est corrigée sur les éditions sui-
vantes.

[a+b] flal+flb) . [a+b _Wa+b)
f = ssi = ssi
2 2 2 2

Ja+b 2%[6451

3
3. p3

12.f a+b sf[<:-7]+f[b] ssi a+b ga +b
2 2 2 2

8(a® + b3)

ssila+ b < ssi(a + b)® < 4(a® + b?)

13. f’ est décroissante sur ]-o ; 0]U[1 ; +oo[ donc
f est concave sur cet intervalle.

f” est croissante sur [0 ; 1] donc f est convexe sur
cet intervalle.

14. ' est décroissante sur :l—OO;%:l donc f est

concave sur cet intervalle.

) 1
f’ est croissante sur |:—;+oo donc f est convexe
sur cet intervalle.

15. fx) = xe>* donc f’(x) = e + x[-e™) = (1 - x)e™
et f7[x) = —e* + (1 - x)(-e™] = [x - 2)e~.
Or e> > 0 pour tout réel xetx -2 = 0ssix = 2.

Donc f7[x) = 0 ssix =2 et f’[x] < 0 ssi x < 2.
Donc f est convexe sur [2 ; +o[ et f est concave sur
]-o0; 2].

K

16. Fx) = —— — 3ev2 et () = ~VX _3er2 =
24X ING

donc f est concave surR;.

17. Graphiquement, la courbe présente un point
d’inflexion au point d’abscisse x = 0,7.

18. Graphiquement, la courbe présente un point
d'inflexion au point de coordonnées (-2 ; 1).

19. f(x) = [x + 1)e* donc

FIx)=e*+(x+1)(-eX) = (1 -x-1)e*=-xe™* et
f7[x) = -Te™*+ (xe™) = eX(x - 1)

Or e> > 0 pour tout réel x donc f” change de signe

pour x = 1. Donc le point d'inflexion de €, a pour
coordonnées (1 ; f(1)) c’est-a-dire (1 ; 2e7").

20. f[X] = i donc f,[X] - (X - 1]ex ot
X w
poi) < K= 2 2
X3

or e*(x2 - 2x + 2] > 0 pour tout réel x donc f” a le
méme signe que X. Elle changerait de signe pour
x = 0 mais n’est pas définie en 0. Donc il n’y a pas
de point d'inflexion pour €6..

21, Flx) = —>_ ek =
24X

X 0 +00

Signe de g’(x) +
/ e
1

>0ssi1+x>0ssix>-1donc

Variations de g

22.

1+ X
D =1-1; +[N]0 ; +o0[ = ]O ; +00[

g

123



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

1

TlaxE_ -yl+x

1 21+xp
2
1+ X

décroissante.

g'(x) = < 0doncgeststrictement

X 0 -
Signe de g’(x) _
1
Variations de g \
0
_yv2 _ 2
23.f=—"— ; Fix)= L f”(x) = 2x* +3)
o1 e o T

f” change de signe pour x = 1 donc la croissance
commence a ralentir au bout du premier mois
c’'est-a-dire a partir du 1¢" février 2020.

X

Donc f” est strictement croissante. Elle ne dimi-
nue jamais.

Exercices

apprendre a démontrer p. 152

Pour s’entrainer
Soit f une fonction deux fois dérivable, f’ sa déri-
vée premiere et f” sa dérivée seconde. On admet
que f” est négative sur un intervalle I.
Soit ¢ la fonction définie sur | par:
olx) = fx) = (F{x)Ix = x,) + fx;))

= flx) = F(x)x + £/[x,) x, - fx,).
0 est dérivable comme somme de fonctions déri-
vables et, en notant ¢’ sa dérivée, on obtient :
@'(x) =FIx) - Flx) + 0-0=F[x) - Flx)
or f’est négative sur | donc fest décroissante
surl. Dol :
*si x = x, alors f(x) < f(x)) donc ¢’[x) < 0 donc
¢ est décroissante sur [x ; +[.
*si x < x, alors f[x) = f(x)) donc ¢’(x) = 0 donc
¢ est croissante sur J-o ; x |.
Donc ¢ admet un maximum pour ¢ et ce maximum
est égal a:
olx,) = flx,) = Fx,) x+f (x) x, = flx;) = 0.
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Donc, pour tout réel x de I, ¢lx] < 0 donc
fix) < Flx,)(x-x,) + flx ) : la courbe représentative de
fest en dessous de ses tangentes.

Conclusion : sif” est négative, alors la courbe repré-
sentative de f est en dessous de ses tangentes.

Exercices

calculs et automatismes p. 153

25. Shéma de composition 1. [ERRATUM] la pre-
miere édition du manuel contient une erreur : il est
écrit e" au lieu de eX**. L'erreur est corrigée sur
les éditions suivantes.

Schéma de composition de la fonction f
R u R v R
X = X+l > X

2. Schéma de composition de la fonction g
R wu R v R w R

XHX+2H\/ED—>ﬁ

26. Dérivée d’une fonction composée
f’(x) = -6xsin(3x2 + 1)

27. Dérivée d’une fonction composée

f(x) =~ ’ = !

Afrx -1 27x- 1 Tx -1

28. Dérivée d’une fonction composée

1
1e&

ZX\/;

29. Convexité

f'(x)=-

D'apres le graphique, les courbes €, et €, sont
représentatives de fonctions convexes.

30. Somme de deux fonctions convexes

Vrai. Soit h = f + g avec f et g deux fonctions
convexes. Alors, pour tout réel x vérifiant les
conditions de définition des trois fonctions :
h”(x) = f”(x) + g”(x) = 0 donc h est aussi convexe.

31. Convexité

Vrai. Si f est convexe alors f”(x) = 0 donc -f”[x) < 0
donc -f est concave.
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32. Exemples de fonctions convexes et concaves

La fonction exponentielle est convexe sur R, la
fonction racine est concave surR..

33. Exemple de point d’inflexion

La fonction cube est convexe sur R_ et concave
sur R, elle présente un point d'inflexion en lorigine
du repere.

34, Cube

La fonction a pour dérivée x — 3x? et pour dérivée
seconde x — 6x. Elle est donc croissante sur R
(dérivée positive), convexe sur R, (dérivée seconde
positive], et concave sur R (dérivée seconde
négative). Réponses a) et d).

35. Racine carrée

La fonction a pour dérivee X — —= et pour dérivée
2V X

-Vx . .
seconde X%?. Elle est donc croissante sur R;
X

(dérivée positive), et concave surR; (dérivée seconde
négative). Réponses a) et d).

36. Puissance

La fonction a pour dérivée

x — —10x* et pour dérivée seconde

x — —40x%. Elle est donc décroissante sur R; (déri-

vée négative), et concave sur R} (dérivée seconde
négative). Réponses b) et d).

37. Point d’inflexion
La fonction a pour dérivée
x> 3(x - 2)? et pour dérivée seconde

x — 6(x - 2. La dérivée seconde change de signe
pour X = 2 donc admet un point d’inflexion d’abs-
cisse 2. Réponse a).

38. Fonctions affines

Vrai. Les fonctions affines ont leurs dérivées
secondes nulles, donc a la fois positives et néga-
tives donc elles sont a la fois convexes et concaves.

39. Fonctions trigonométriques

a) Faux, la fonction cosinus est concave sur|:0 ; g}

b) Vrai, la fonction sinus est concave surlzg;n:l.

Exercices d'application p. 155-157

Etudier un schéma de composition

40. 1. Schéma de composition de la fonction f
R v RNR v R.

X = xX+1 - X2 +1.

2. Comme x? + 1 > 0 et que la fonction racine est
définie sur R alors D, = R.

41.1. Schéma de composition de la fonction f

R v R.NR v R,

1 1
X — — —
X X
Schéma de composition de la fonction f.

R+ u R+ m R* v R+
1
X [ X = T
Jx %
2.0,=R.etD, =R

42.1.Schéma de composition de la fonction f
R wu R+ "R v R-

X — x2-8x+15 — [x2-8x+15

2.Comme x2-8x+15=0ssix € ]-o; 3]JU[5 ; +of
et que la fonction racine est définie sur R, alors
D,=1-%; 3]1U[5 ; +0[.

43. 1. Schéma de composition de la fonction f

R wu R v R,

X = -X+3 > [-x+3)

2. Comme x — -x + 3 est définie sur R et que la
fonction puissance est définie sur R alors D, = R.

44.1. Schéma de composition de la fonction f

R uvu RNR- v R,
X = 4
X ex
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1 o .
2. Comme X — — est définie sur Ret que la que la
X

fonction exp est définie sur Ralors D, = R".

45. 1. Schéma de composition de la fonction f
R u R v R

+

e +1 . eX 41
X X

X —>

X

2. Comme & 1>0 ssi X > 0 et que la fonction

X
racine est définie sur R, alors D, =R.

Déterminer limage d’un nombre par une fonction
composée
ﬁ

46. gof(1) = g[fnn_g[f )= N2

fog(3) = f[g[3]]-f— / _\f

47. gOf[—Z] = g[e—2] - (8_2]2 - e

fogl-1) = fll-1)) = 1) =e' = e
1

48.1.f(11=—

2. g(1) =

3. Mettre x ouvx a la place du x + 3.

49. fog(1) = flg(1)) = (1) = -

gofl-2) = glf(-2)) = gl4]) =

fog(-1) nexiste pas car g n’est pas définie en -1.
gof(1) = glf(1])) = gl-2) n’existe pas car g n'est pas
définie en -2.

50. gof(2) = g(f(2)) = gl4)=2
fog(2) = flg(2)) = fl1) =1

51. g = explf]. La fonction exp est :

i} définie sur Rdonc D =D,

ii) strictement croissante sur R donc les variations
de g seront celles de f.

iii] strictement positive donc g est strictement
positive.

a) ]-o0 ; 3] réponse d).
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b) ¢’(x) = f'[x)Je™ donc ¢’(1) = F(1)e'(1) = 2e° = 2,
réponse a).
c) g est strictement positive donc réponse c.

52. 1. coslf(0)) = cos(n) = -
2. limf(x) =

X+

+o et lim e* =+ donc lime™ = +o0,

X—+0 X—>+

Calculer la dérivée d’'une fonction composée
53.f'(x) =

_e—x+2

2X X
54.1(x) = =
2 -1 \fx2 -1
1 1
55. f[x) = - ex+l
(x + 12
56. f'(x) = e
57. f’(x) = -4sin(4x)
58. f’'[x) = 3(-4e™)(4e>* + 1)2 = -12e*(be™ + 1)?
59. 1. f’[x) = cosl(x), f”[x) = =sin(x), f¥(x) = cos(x]) et
f9(x) = sin(x).
2. f9(x) = f[x)
3. 1789 (x) = fléxché™ N (x] = AiV(x) = f’(x) = cos(x)
60. f ’(x) = n(-sin(x))(cos(x))"" = —n sin(x](cos(x))""!

Etudier une fonction composée et dresser son
tableau de variations

61. 1. Schéma de composition de la fonction f.

R wu R

X — 3

x$-1 = x3 -1,
2. fexistessix*-1=0ssix*=1ssix=1

donc D, =[1; +o[.

3. ¢’(x) = 3x2 > 0 donc g est strictement croissante
sur R. Voici son tableau de variations.
X 1 +00
Signe de g’(x) +

Variations de g




Chapitre 5: Dérivation et convexité

4. On en déduit le tableau de variations de f.

X 1 +00

Variations de f

-

62. 1. Schéma de composition de la fonction f.
R u R v R
1 1

T+ X

X
1+ X

2. La fonction racine est définie sur R, et

=0ssil1+x>0ssix>-1doncD =]-1; +oo[,
T+ x g

1

C(exP -1+ ~0

\/ 1 200+ xp2
2
1+ X

donc g est strictement décroissante.

3.9(x)=

X -1 +00

Signe de g’(x)

Variations de g

+ 00
\0

4. La fonction racine carrée est strictement crois-
sante sur R, donc f est strictement décroissante.

X -1 +00

+00

\o

63. [ERRATUM] la premiére édition présente une
erreur. Il est écrit %, alors qu'il faut utiliser
lexpression e¥-2 Cette erreur est corrigée sur
les éditions suivantes.

Variations de f

1. Schéma de composition de la fonction f

R wu R v R

X2-2X — ¥

X —>

2.X—> X2 - 2x et X — e*sont définies sur R a valeurs
dans R donc D, =R.

3. g'[x) = 2x - 2 donc ¢’(x) = 0 ssi x = 1 donc g est
croissante sur [1 ; +o[ et décroissante sur ]-o; 1].

X — 00 0 +00

Signe de g’(x) - +

Variations de g

4. La fonction exp est strictement croissante
sur R.

X —o0 0 +00
Signe de 7(x) - ¥
+ 0 + 0
Variations de f \ /
el=e

64. 1. Schéma de composition de la fonction f

R u R % R
1 1

X = —; = e’

2. X—=-— est définie sur R'et x — e* est définie
X
sur Rdonc D, =R".

3. g’[x]=£3 donc ¢’(x) > 0 ssi x > 0 donc g est
X

croissante sur ]0 ; +oo[ et décroissante sur ]-o ; 0.

X — o0 0 +00

Signe de g’(x) - +

0 /0

Variations de g

— 00 [| =00

4. La fonction exp est strictement croissante
sur R.

X —© 0 +00

Signe de () - +

Variations de f
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Lire les intervalles ou f est convexe ou concave

65. fest concave sur [-2 ; -1] et convexe sur [-1 ; +o9[.
66. f est convexe sur [-3 ; 0] et concave sur [0 ; 2].
67. g est concave sur [-6; -3] et convexe sur [-3; O[.
68. h est concave sur [-4 ; 1] et convexe sur [1; 4[.

Démontrer des inégalités
en utilisant la convexité d’'une fonction

69. x — e* est convexe donc sa courbe au-dessus
de ses tangentes. La tangente a sa courbe au point
d’abscisse 0 est

T, :y=Ff0)x-0)+f0)=Tx+1=x+1
donc e* =1 + X pour tout réel x.

70.x— \/; est concave donc sa courbe en-dessous
de ses tangentes. La tangente a sa courbe au point
d’abscisse 1 est

T, y=Fx-1)+ ) = Lix =+ 1= 1xe 1= x4 1)
2 2 2 2

donc \/; < %[x + 1) pour tout réel x positif.

71.1.x— \/; est concave donc X — -4/ X est convexe.

2.9,y = f9)(x~9) + (9) =%[x—9]+3=%x+1,5
3. Donc —\/; = %x +1,5 pour tout réel x positif.

Etudier la convexité de f
a partir des variations de f’

72. " est croissante sur ]-« ; 6] et f’ est décrois-
sante sur [6 ; +o[ donc f est convexe sur ]-o ; 6] et
f est concave sur [6 ; +oo[.

73.1.f" est décroissante sur ]-o«; 0] et f’ est crois-
sante sur [0 ; +oof.

2. f est concave sur ]-= ; 0] et f est convexe sur
[0 ; +oo[.

74. f est concave sur —00;2—i U 2+i;+:>o et
V3l L s
1 1
fest convexesur|2-—;:2+—|.
NERNE
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75. 1. f'[x) = —=24x2 + 480x - 2400
= -24(x? - 20x + 100) = -24(x - 10)?

2. X — [x - 10)? est décroissante sur ]-o ; 10] et
croissante sur [10 ; +o[. Donc f’ est croissante sur
]-o0; 10] et décroissante sur [10 ; +oof.

3. fest convexe sur ]-o; 10] et concave sur [10 ; +oo.

Etudier la convexité de f a partir du signe de f”
76.1.f(x) =3x2+ 12x et f”(x) = 6x + 12.

2. f”(x) = 0 ssi 6x + 122055ix>—£ssix>—2.

Donc f est convexe sur [-2 ; +o[.

-(x+10-B-x] -4
(x + 12 C(x+1?

42 8

X+ (x+1

2. f”[x) = 0 ssix>-1.

Donc f est convexe sur ]-1 ; +of.

77.1.f(x) =

(x) =

78.1.Fx)=5- et x)=0- 2=2.
X2 X3 X3

Donc f”(x) = 0 ssi x > 0.
2. Donc f est convexe sur ]0 ; +oof.

79.1.f”[x) <0ssix € [-4; 4] et f”[x) = 0 ssi
X € J-o0 ; =41U[4 ; +ool.

2. Donc f est convexe sur ]-oc ; =4JU[4 ; +oo[ et
concave sur [-4 ; 4].

80.1.a)f(x) = et f”(x)= —=

4x

—9x +6 -9
2

-9
b) f(x)=——= <0

4x

2. a) f”(x) < 0 donc f est concave surR’.

b) f est concave sur R} donc sa courbe représen-
tative est située au dessus de ses sécantes et
en-dessous de ses tangentes.

Lire les points d'inflexion

81. Graphiquement, les points d'inflexion sont
ceux d'abscisses -2 et 2.

82.%,a pour points d'inflexion les points d"abscisses
-Tetl.
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Déterminer algébriquement
les coordonnées des points d’inflexion

83.1. Tableau de signes de f”(x].

X —0o0 A + 00

Signe de ”(x) + 0 -

2. Le point d'inflexion de la courbe représentative
de fa pour abscisse 4 et pour ordonnée

b+ (6-4) et =6+ 2e.

84.1.fx) = 7[-x + 1)e™

f’(x) = 0ssi-x+1=0ssi 1= x. Donc fest crois-
sante sur ]-o ; 1] et décroissante sur [1 ; +oo[.

2.a) (X)) =7(x - 2) e
b) f”(x) = 0 ssix-2 = 0ssix= 2. Donc fest concave

sur ]-o ; 2] et convexe sur [2 ;+[. De plus f(2) = %
e

Le point d'inflexion a pour coordonnées [2 ; %J
e

85. 1.f’(x) = [x + 1)%*. f’(x) = 0 pour tout réel x donc
f est croissante sur R.

2.a) f7(x) = (x + 1)(x + 3)ex.
b) f’(x) = 0 ssix € ]-o0; =3]U[-1; +o[ et f”[x) < O
ssix e [-3; -1].

De plus f(-3 = n et fl-1= Z
e’ e

Les points d'inflexion de la courbe ont pour coor-

données —3;E et —‘I;g.
el e

86.1. f’[X]=—[x+ 5‘2‘/5][“ 5+@Je-x

2

f’[x]z[]ssixe{—?)_\/a;—?)ﬁjz]

2 2

[_5—\/5__5+\/Z
>

donc f est

croissante sur

et décrois-
2

sante sinon.
2.a) F(x) = (x = 1)[x + &)e

b) 7(x) = 0 ssix € ]-o ; ~4]JU[1 ; +[ et f”[x) < 0
ssiX € [-4; 1].

De plus f[-4) = -4e* et f(1) = 1
e

Les points d’inflexion de la courbe ont pour coor-
données (-4 ; -4e‘) et 1;E .
e

Exercices d'entrainement p. 158-159

Etude de fonctions composées

87.1.a)x* - 7x+ 10 = 0 ssi x € ]-o0 ; 2]U[5 ; +ool.
(Calculer le discriminant A pour trouver les racines
puis le signe du polynéme en fonction de a).

b) La fonction racine carrée est définie sur R,
donc: D =]-o0; 2]U[5 ; +ool.

2. a) Comme limx2-7x+10=+ et lim\/;=+oo

X—+00 X—>+%0

donc lim g(x) = +o.

X—to

2x -7

2x2 - 7x+10

. 7 .
Donc ¢’[x) = 0 ssi x = —donc g est croissante sur

b) g’(x) =

% ;+cx{ et décroissante sur }—00 ; ﬂ

c) Tableaux de variations des fonctions f et g.

X -0 2 5 +00
+00 +00
Variations de f \ /
0 0
X -0 2 5 +00
+00 +0

Variations de g

88.1.a)x2+2x+1=(x+1)2=0ssixER.

b) La fonction racine carrée est définie sur R et la
fonction inverse sur R°donc il faut que (x+1)? soit
strictement positif, autrement dit que x soit diffé-
rent de -1. Dg = R\{-1}.

2. a) Comme lim(x +1? =+x et limi=0 donc

X—x%0 X—+ [X

lim g(x) = 0.

X—too

x—-1 X—0*

Comme lim(x + 12 = 0* et lim % =+ donc
X
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limg(x) = +o0.

x—-1
f'(x)

b) g'(x) = 24flx) _ F/(x) 2X + 2

) i 2|7t} o 2Jfix)\ix

Donc ¢’(x) = 0 ssix = -2x - 2= 0 ssi x < -1 donc
g est décroissante sur 1-1; +o[ et croissante sur
]-o0 ; ~11.

c) Tableau de variations de la fonction g.

X - -1 +00
Signe de g’(x) + _
+00 | 400
Variations de g / \
0 0

89. 1. Les fonctions x — x® - 1 et x — e* sont défi-

nies sur R a valeurs dans R. Donc Dg =R.

2.a) Comme lim x® - 1=+ et lim eX =+ donc
X—>+00 X—+0

lim g(x) = +o.

X—>+0

Comme limx® -1=-x et limeX =0 donc

X——0 X—-

lim g(x) = 0.

X—>-%

b) ¢’(x) = f’(x)e"™ = 3x%e¥’-' = 0. Donc g est croissante
sur R.

c) Tableaux de variations des fonctions fet g :

X - 0 +00
Signe de () +
+00
Variations de f /
-0
X - 0 +00
Signe de g’(x) +
+00
Variations de g /
0

90. 1. f’[x) = =ksinlkx), f”(x) = -k%cos(kx),
f3(x) = -k2(-k)sin(kx) = k3 sin(kx)

130

et M(x) = k*coslkx).
2. f4(x) = k*f(x)
3. fi2020)(x) = fléc505) (x) =(k4)505 Fx) = k2020 f(x)

Etudier la convexité d’une fonction
pour résoudre un probléme

91. fest concave sur [0 ; ] et convexe sinon. g est

m T .
concave sur _E H E et convexe sinon.

92. 1. f est convexe sur [4 ; 10] et concave sur
[-1,8; 4].
2. Le point d’inflexion a pour abscisse 4.

93.1.f(x) = 1 x e+ (x - 2,5) x 0,404
=04 il +X - 2,5 el =0,4xe04x
0,4
2. f”(x) = 0,4e%* + 0,4x x 0,4e04
— 0.4+ 0,16x)e0%x = 2—25[2x + Bedé

3.f”(x) = 0ssi2x+5 =0 ssi x=-=. Donc f est

convexe sur{—g ; 7} et concave sur{—S : —g}

94. ¢'(x) = [ etg”(x)=-

(x +12

org’(x) < 0ssix+1=0ssix=-1. Donc g est
concave sur [0 ; +oo[.

X + 12

(ex - 6)(2ex-3) ., 3e*(e* +3)
- etfx)=——.

(ex - 3) (ex - 3P
Or, pour tout réel x € R\\{ln(3)}, 3e* (e + 3] > 0
donc le signe de f”(x) est celui de [e* - 3)° cad celui
de (e*-3). Donc f”[x) = 0ssie*x-=3=0ssie =3
ssix = In(3).

95.1.f(x) =

2. f”(x) changerait de signe pour x = In(3). Or n(3)
ne fait pas partie du domaine de définition de f ni
de celuide f”. ILn’y a donc pas de point d'inflexion
pour €..

96. 1. f'(x) = (-5x + Hle* et

f”(x) = (5x - 10) e™* = 5(x - 2]

2. f”[x) < 0ssix-2=<0ssix=< 2 Doncfest
concave sur ]-= ; 2].
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97.1.F[x) =1+ (16x + 52) @5 + (8x2 + 52x + 88)(-0,5) e 0%
= e 0%(-4x2 - 10x + 8) + 1
et f”(x) = e5%(-0,5)(-4x2 - 10x + 8) + e %%(-8x - 10)
= e 0%(2x2 - 3x - 14)= (x + 2)(2x - 7)e 0%

2. f”[x) = 0 ssix € [-4 ; -2]UI[3,5 ; 10]. Donc f est
convexe sur [-4 ; -2]U[3,5 ; 10] et concave sur
[-2:3,5].

98.1.F[x) = 2[x + 1)ex
et f7(x) = 2(1) e* + 2(x + 1)(-1)e* = =2xe™*.
2. f”[x) = 0 ssix < 0. De plus (0] = -4.

Donc le point d’inflexion de 6, a pour coordonnées
(0; -4).

99.1. ¢’(x) = -x(x - 2)e* et g”(x) = [ X2 - 4x + 2)e. Il
faut utiliser (ux v}’ = v’v + uv a chaque fois.

2. Comme e™ > 0 pour tout réel x, le signe de g”(x)
est celui de x? - 4x + 2.

Or X2 - dx+2 = (x - (-2 + 2)(x - W2 + 2)).
Doncx?-4x+2=0ssix E]-o0; —\/E + 2]U[\/E +2;+00
et X2 - 4x + 2 < 0 ssi XE[—\/§+2; 2 +2]. Donc
g est convexe sur ]—OO;—\/§+2]U[\/§+2;+OO[ et
g est concave sur[—\/E +2;42 + 2.

De plus g[—\/g +2)= [—4\/5 + bleV? 7 et
g[\/§+2]=[4\/5+6]e’\/5’2.

Donc les points d'inflexion de <6g ont pour coordonnées

(V2 +2; 2 + led2) et 2 + 2 (442 + Ble-27)

100. 1. [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur. Il est écrit h”(x) = =2sin(x)e™,
mais il faut utiliser h”(x) = -2sin(x)e*. Cette erreur
est corrigée dans les éditions suivantes.

h’(x) = —=sin(x)e* + cos(x)e*
et h”(x) = —cos(x)e* - sin(x]) e* - sin(x]) e* + cos(x)e*
= -2sin(x)e*.

2. h”(x) change de signe ssi sin(x) change de signe
donc pour x = knavec k € Z. Donc les coordonnées
des points d'inflexion de 6, sont (kr ; (-1)*e*n).

101. 1. F7(x) = x(x = 7)(x + 2)ex.

2. f(0) = =26, f(7) = -bLe” et f(-2) = —%.Les points
e

d’inflexion de Céf ont pour coordonnées (0 ; -26),

(7 ; -54€7) et [—2 ; —E]
o2

K

102.1.g'(x) = et g”(x) = —-<0.
X

2 + 3x
X

2. Comme g¢”[x] ne change jamais de signe,
‘69 n‘admet pas de point d’inflexion.

103. ' est croissante sur 1-3 ; -2]JU[0 ; 1] donc
f est convexe sur cet intervalle. f” est décroissante
sur ]-2; 0] donc f est concave sur cet intervalle.

104. " est positive sur ]-« ; =7]U[-1 ; 3] donc f
est convexe sur cet intervalle. f”est négative
sur [-7 ; =1]U[3 ; +[ donc f est concave sur cet
intervalle.

105. 7”(x) = m2e™ = 0 donc f est convexe quelque
soit la valeur de m.

106.1. f”(x) = e>*' = 0 sur R donc f est convexe
sur R.

2. La courbe représentative de f est au-dessus de
ses tangentes et en dessous de ses sécantes.

8\/;—x2

107.1.¢"(x)= ———"-<0surR:

donc g est concave surR’.

2. La courbe représentative de g est au-dessus de
ses sécantes et en dessous de ses tangentes.

108. Aprés présentation d'une courte biographie
de Newton et de Leibniz, discussion concernant
la paternité du calcul infinitésimal (regroupant
calcul différentiel et calcul intégral] et ses consé-
quences sur les mathématiques anglais (division
entre les mathématiciens partisans de Newton
avec ceux du reste de U'Europe).

109. Ensemble convexe : objet géométrique tel
que, pour tous points A et B de cet ensemble, le
segment [AB] est aussi situé en intégralité dans
cet ensemble.
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Epigraphe : portion du plan située au-dessus du
graphe d'une fonction. Dans le cas d’une fonction
convexe, cet ensemble est convexe.

Hypographe : portion du plan située en dessous
du graphe d'une fonction. Dans le cas d'une fonc-
tion concave, cet ensemble est convexe.

110. Thémes pouvant étre abordés (liste non
exhaustive) :

- aspect graphique : courbes, sécantes, tangentes

- aspect algébrique : croissance de la dérivée,
positivité de la dérivée seconde

- vitesse de production
- colt moyen
- accélération de croissance.

Exercices bilan p. 160

111. Etude d’une fonction composée

1. La fonction x—>§ est définie sur R" et la fonc-

X
tion X — 7e* est définie sur R.
Donc D, =R".
20 20
2.a) Fx) = 7[-@]& __ 1405
X2 X2

b) f(x) < 0 donc f est strictement décroissante.

20
3.a) Fix) = 220x+ 100 =

b) ” change dexsigne pour x = =10. f”[x) = 0 ssi
X = -10 donc f est convexe sur [-10 ; 0[U]0 ; +oo[ et
concave sur J-o ; -10].

c) import numpy as np

import matplotlib_pyplot as plt
x=np.linspace(l, 30)
y=7*np.exp(20/%x)

plt.ylim(0, 1000)

plt_plot(x,y)

plt_show()

112. Composition de fonctions et limites
1. imf(x) =0 et f(2) = 0.

X—>+90

2.a) f'IX) = xlx-2) e F[x) = 0ssix € [0; 2]
Donc f est croissante sur [0 ; 2] et décroissante
sur [2 ; +oo[.
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b)

X 0 2 +00
Signe de f(x) + _
4
Variations / €
de f \
0 0

o) T, :y=F4)lx - 4) + fl4)

T, :y=-8e3(x-4)+16e

T, :y=-8e3+48e?

3.a) 710 = x - V2 - 2)(x + 12 - 2

F7x) = 0 ssi X €10 ~v2 + 21UI2 + 2 ; +oc].

Donc f est convexe sur[0; —\/5 + 2]U[\/E +2;+00]
et concave sur[—\/a +2;+2 + 2.

b) ”(x) change de signe pour x € {—\/5 +2;N2+2}
donc les points d’inflexion de 6, sont ceux d'abs-
cisses —\2 +2et\2+2.

4. g'(x) = - (x)e™ = x(x - 2Je+leX?e™",

g'x) < 0ssix€[0;2]. Donc g est décroissante sur
[0; 2] et croissante sur [2 ; +o].

X 0 2 +0
Signe de g’(x) - +
1 1
Variations de g \ 1 /
e

11 11
5. hx) = \/f(x) = xe 22 et H(X) = %[—x +2e 22,

h(x)=0ssi-x+2=0ssi2=x.

X 0 2 +00
Signe de h’(x) + -
A
2e 2
Variations de h / \
0 0

113. Domaine de définition
1.xX*+8=0ssix*=-8ssix=-2donc D,=[-2; +ol.

2.Comme limx®+8 =+x et lim \/; =+o0 donc

X—>+00 X—+0
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lim g(x) = +oo.

X—t®

De plus f(-2) = /(-2]° + 8 = 0.

3.f[x)= X
24x®+8

f est croissante sur [-2 ; +oo].
3x?

24/x% + 8

et f est croissante sur [-2 ; +o°[.

b) £7[x) - 3(x® +32)xy/x% + 8

4{x® + 82
c) ”(x) change de signe pour x=0

= 0. Donc f’[x) = O0sur [-2 ; +o[ et

4.a)f(x) = = 0. Donc ’(x) = Osur [-2 ; +oo[

(x> + 32 > 0 car par ensemble de définition, nous
avons déja x® + 8 = 0).

Or fl0) = 2 donc le point d’inflexion de la courbe
représentative de fa pour coordonnées (0 ; 2).

114. Exponentielle de fonctions

1.a) f(0) =3, (1) =0 et f(3) = 0.

b) f semble concave sur ]-1 ; 2] et convexe sur
[2; +oo[.

c) f semble avoir pour point d’inflexion le point de
coordonnées (2 ; 0,6).

2. a) lim g(x) =+ et limg(x]) = 0.
x—-1

X+

b) La fonction exp étant une fonction croissante,
les variations de g sont celles de f.

X -1 1 3 + 00
2 +o0
Variations de g / \ /
0 1
e

g’(1)=f(1)e™ =0 et g’(0) = f’(0)e = 3e" = 3e.

115. Convexité d’une fonction
1. a) f(x) = 1e*~" + x[2x)eX" = (1+ 2x2)ex*-!
b) 7/(x) > 0 donc fest strictement croissante sur R.
2. a) f(x) = 4xe 1 + 1+ 2x2) (2x)e**!
= (6x + 4x3)eX*-! = 2x(2x2 + 3)eX*"!

b) f”(x) = 0ssi x = 0 donc f est convexe sur R, et
concave sur R..

3.a) hix) = x - f[x) = x = xe¥~" = x[1- &)

b) Sur [-1; 1], 1-e*"=0 donc le signe de h(x
est celui de x. Donc h(x) = 0 ssi x = 0. Donc la
courbe 6, est en dessous de D ssix = f(x) ssix = 0.

Donc la courbe 6, est en dessous de D sur [0;1]et

au-dessus de D sur [-1; 0].

116. Tangente
) 100
1. f'(x) = 5x* +TX3 +20x? - 160x + 8 et

f’(x) = 20x3 + 100x2 + 40x - 160.
2. 20(x = 1)(x + 2)(x + 4) = (20x - 20)(x? + 6x + 8)
= 20%3+100x2+40x — 160 = f”(x)

3.77(x) = 0ssix € [-4; -2]U[1 ; +=[ et f7[x) < O ssi
X € ]~ ; -41U[-2 ; 1].
De plus f-4) = -%. fl-2) = -287 et f(1) = -55.

Donc les points d’inflexion ont pour coordonnées

-4;-% (=2 -287) et (1: -55).

4.7,y =Fl=1x- (1)) + A1)

479 259
o=y
15y 3 3
L
I

Préparer le BAC

Je me teste p. 162

117. B f est décroissante sur 12 ; +[ et x — e* est
croissante sur R.

118. B g(2) = e = ¢*.
119. D ¢’(x) = F(x) €™ donc ¢’(-1) = f/(-1)e™" = 0=2 = 0.

120. A fest décroissante sur12 ; +oo[, x— X + 5 est
croissante sur R et x—+/x est croissante sur R_.

(x)

2.JfX) +5

121.CH'ix) =

122. A F[x) = 0,2xe"% et *[x) = X2—+55e02x.
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123.D Comme f”(x) =0ssix=-5alors f’ est crois-
sante sur [-5 ; 10] et décroissante sur [-10 ; -5].

124. D Comme f”[x) = 0 ssi x = -5 alors f est
convexe sur [-5 ; 10] et concave sur [-10 ; -5].

125. A et D fest convexe sur [0 ; 5].

126. D f est convexe sur [-5 ; 10] et concave sur
[-10; -5] donc admet un point d’inflexion pour x = -5.

Préparer le BAC

Je révise p. 163

127. Image d’'un nombre

1. geul-1) = glu(-1)) = g(2) = -1

et ueg(2) = ulg(2)) = u(-1) = 2.

2. Sur ]- ; -1], la fonction u est décroissante et
cet intervalle a pour image lintervalle [2 ; 4]. Or

sur [2 ; 4], la fonction g est croissante. Donc la
fonction gou est décroissante sur ]-oo ; -1].

3. lim glulx)) = +o0 car lim u(x]) =+ et lim g(X] =+

X—>+0 X—>+00 X+

et on conclut par théoreme sur les limites de
composée.

128. Etudier une fonction trigonométrique

1. Les fonctions X = mx et x — cos(x) + X sont défi-
nies sur R a valeurs dans R. Donc ng =R.

2.9 (1) =coslm)+metg (-1)
= cos(-m) - m=cos(m) - m
Donc, pourm>0;g (-1)=g (1) et,
pour m = g +kn [k € 7), g _[-1) = -g_[1). Donc la

fonction g n’est ni paire ni impaire.
La fonction x — cos(mx] est périodique de période

2n . : . e
— mais la fonction x — mx n’est pas périodique.
m

Donc g, n'est pas périodique. On ne peut res-
treindre lintervalle d’étude de cette fonction.

3. lirrn1 coslmx)+ mx =cos(0)+0=1

et lim cos(x] + mx = cos(2n) + 2 = 1+ 2.

2n
X—>—

g.’(x) = -msin(mx) + m = m(1 - sin(mx)) = 0

. 2
Donc g, est croissante sur l:O : _n}
m
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4 2n
X 0 —
m
1+2¢
Variations
deg,
1

129. Points d’inflexion

1. f(x) = (-5x2 + 5)e*

donc f’[x) = (-10x)e* + (-5x? + 5)e* = (-5x2 - 10x + b)e*.

Par suite, f”(x) = (-10x - 10)e* + (-5x2 - 10x + 5)e*
= —(5x% + 20x + Hex.

2.A=b*-tbac=20?-4x5%x5=400-100=300>0

d'olx, = -2 -3 etx, = -2+13.

Donc 5x? + 20x + 5 = 0 ssi

X EJ-00; -2~ 3IUl-2 443 ;+odl.

Or -e* < 0 pour tout réel x. Donc ”(x]) < 0 ssi
X E€l-o0;-2 - \31UI-2+4/3 ;+ocl et 7[x) = O ssi

xE€1-2-3:-2+3 L

3. Les abscisses des points d'inflexion de 6, sont
donc:-2-+/3 et—2+\/§.

4. f est concave sur ]—00;—2—\/§]U[—2+\/37;+oo[
et convexe sur[-2 - \/5 -2+ \/37].

130. Etudier une fonction composée

1. -x+1=0ssix=1etlafonction x+— xe* est défi-
nie sur R donc la fonction f est définie sur R\{1}.
lim(-x+ 1) = —o0

X—>+0

2. Jlim
x—>+oo_x+‘|

2
lime-x+1 =0 =1

X—+0

=0 donc limf(x)=-c. Un raison-

X—>+0

nement analogue en —co conduit a lim f(x) = +co.

X—+0

lim(-x+1=0"
x—1
lim =-o donc limf(x) = 0.
x-F —X + 1 x—T
_
lime-x+1 =0

x—1
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lim(-x+1=0*

x—1"

lim 1 =- donc limf(x) = +o.
x> —X + 1 x—1
1

lime-x1 = +o0
x—1

1 1

3.f[x)= —%em. Or —e-x+1 <0 pour tout réel de
X_

R\{1}. Donc le signe de f’(x) dépend de celui de
X or—X_>0ssixe ] ;0[ U1 ; +[ et néga-
X-1 X-1
tif sinon. Donc f est décroissante sur
J-0; 0] U 11 ; +o[ et croissante sur [0 ; 1].
La fonction posséde deux extrema locaux a savoir :
¢ un minimum local pour x=0:A(0 ; e).
e un maximum local pour x=1:B(1; 0).
4. On obtient le tableau de variations suivant.

X -0 0 1 +00
+00 +o0|0
Variations de f \ / \
e -0
5. y
4..
2..
X
-2 0 4
ol

131. Etudier la convexité d’une fonction

1.f(x)=0+14e 5 + (14X + 42](—%]65

=[14- 14x—4—2 es =l[—14x+28]e75.
5 5

2. gefg >0 donc le signe de f’[x) dépend seule-

ment de celui de -14x + 28. -14x + 28 = 0 ssi

28214xssi%>xssi2>x.

X 0 2 60
70 + 70e%

7

112 70 + 882"

3. a) f”(7) = 0. Le point A est un point d'inflexion
pour €..

Variations de f

b) 2—5e_E >0 pour tout réel x donc

f”(x) = 0ssix -7 = 0ssix= 7. Donc f est convexe
sur [7 ; 60] et concave sur [0 ; 7].

c) Labscisse pour laquelle la dérivée admet un
extremum est 7 et correspond au point d’inflexion
précédemment cité.

Exercices vers le supérieur  p.164-165

132. Courbe de Lorenz

1a) oS 1 3 2x+ -2
2 (x+17 2Ax + 1?2
X+3+\/g [3X+3_\/g]
=3X2+6x+1= 3
2y 2+

b) #’(x) = 0 sur [0 ; 1] donc f est croissante sur
[0; 11

X 0 1
Signe de f(x) +
1
Variations de f /
0
f[0]=§><0+ ! -1=1-1=0
2 0+1
3
x-flx)=x-=x- +1
X+ 1
_2x[x+1]—3X[X+1]+2[X+1]
2(x +1)
C=x2+x =x(x =)
2x+1  2x+1)

Sur[0; 1], -x et x - 1 sont négatifs, 2 et x + 1 donc
positifs donc x - f[x) = 0 c’est-a-dire x = f(x) sur
[0;11
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2. [ERRATUM] la premiere édition du manuel
comporte une erreur. Il est inscrit :

glx)=e - (e-2)x+1.
Il faut utiliser U'expression :
glx) =e*-(e-2)x-1.

Cette erreur est corrigée dans les éditions sui-
vantes du manuel.

alg’ix)=e*-(e-2]=e*~e+2.0rpourx=0,e*=1
donce*-e+2=1-e+2=3-e.0r3-e=0donc
g’(x) = 0 donc g est croissante sur [0 ; 1].

b) g(0)=e’-(e-2)x0-1=0
gll)=e"-(e-2]x1-1=e-e+2-1=1
c)

X 0 Inle - 1) 1
Signe de h’(x) + 0 -
h(ln(e - 1))
Variations de h / \
0 0

hllnle-1))=lnle-1)-e" "+ (e-2)lnle-1]+1
=le-1lnle-1)-(e-1]+1
=0,2
Donc h(x) = 0 donc x - g(x) = 0 c'est-a-dire, pour
tout réelx € [0; 1], glx) < x.
3. Chaque fonction (f ou g) vérifie les trois condi-
tions énoncées plus haut dans lactivité. Ce sont
donc bien toutes deux des courbes de Lorenz.

133. Composition avec Uopposé

1. g’'[x) = =F'(-x]
2. Si fest paire alors fl-x] = f(x] pour tout réel x € |
alors : -f'(-x) = f*(x]

Donc f” est impaire.

3. Si f est impaire alors f[-x) = -f(x) pour tout réel
X € | alors :

-f’[-x]) = =f’[x] c’est-a-dire f’(-x) = f"(x).

Donc f’ est paire.

4. Sif” est impaire alors pour tout réel x € | :
~f'(-x) = f[x).

En cherchant des primitives a gauche et a droite
on obtient :

fl-x) + k, = fIX) + k,.

Or pour x = 0, on obtient k, = k, donc f(x) = fl-x) donc
f est paire.
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5. Si f” est paire alors pour tout réel x € | :

f/[-x) = F/(x).

En cherchant des primitives a gauche et a droite
on obtient :

—fl-X) + k, = fx] + k,.

Or pour x = 0, f{0) = 0 donc on obtient k, = k, donc
flx) = -f[-x) donc f est impaire.

134. Etudier une fonction composée

1.mx+1%0c-a-d x = A donc D, =R\{—l}.
m m

Dans la suite de la correction on notera :

1 : 1 1
X — -— le fait que x tende vers -—— et que X < -—.
m m m

+

1 . 1 1
X — -— le fait que x tende vers -—— et que X > -—.
m m m

2.Sim>0alors:

lim(mx + 1 =+%

X—>+%0
. 1
lim =0
x>+ mX + 1
1
limem+1 =gl =1

X—>+%

donc lim f(x) = +oe.

X—>+00

Un raisonnement analogue en - conduit a
lim f(x) = oo,
oo

lim (-x+1=0°

lim 1 =_ow donc lim f(x)=0.
ol XA ol

m L m
limie-m =0
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Sim < 0alors:

lim(mx +1) = -0

X—+%

lim ! =0 donc lim f(x) = =,
xa+xmx+‘| X—>+00

1
limem«1 =gl =1

X—>+%0

Un raisonnement analogue en -% conduit a
lim f(x) = +oo.

lim [~x+1=0-

1
X—-—
m

lim ! = - donc lim f(x)=0.
ol X ol

" 1
lim e-x+1 =0

b

lim+[—x +1)=0

1
X—-—
m

lim

1 1

L [-m)(mx + Nems1  m?xem

3.f(X) = mem +

(mx + 1?2 mx + 1

1
Or m?em«1 > 0 pour tout réel de R\{—i}
m

Donc le signe de f ’(x) dépend de celui de

mx+1
Sim > 0alors :

>0ssix&E 1—00 ; —i[u]o : +oo[ et négatif

mx +1 m

. . 1
sinon.Doncfestcroissante sur}—oo ; ——{UJO ; +oo[
m

et décroissante sur {—l ; 0}
m

La fonction posséde deux extrema locaux a savoir :
e un minimum local pourx=0:A(0; e).

e un maximum local pour x = A :B[—i;OJ.
m m

Sim<0alors:

mx +1 m
sinon.

X <(Q SSi X € }—w;O[U}i;wo et négatif

m

- 11
Donc f est décroissante sur]—oo ; O[U ——;+°0{ et

. 1 i
croissante sur [0 ; ——}.
m

La fonction possede deux extrema locaux a savoir :
¢ un minimum local pour x=0:A(0 ; e).

e un maximum local pour x = A :B —i;OJ.
m m

4. Sim > 0 alors on obtient le tableau de varia-
tions suivant.

1
X -0 - 0 + 00
m
Signe de f ’(x) + - +
Of+o0 +00
Variations de f_ / \ /
— 0 e

Sim < 0 alors on obtient le tableau de variations
suivant.

X — 0 0 - + 00
m
Signe de f ’(x) - + _
+ o0 + 0 0
Variations de f \ / \
e —00
5.5im>0:
y
’I .
| L X
-10<50 5 10 15 20
_5._
Sim<0:
10+
5.-

~10 -5 0] "B’ 10 15 20
_5.-
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135. Dérivée n-iéme d’une fonction (1)
1. F/(x) = nx' et f7(x) = n(n - 1)x"2
2. (x) =nln-1)..1x"" = nlx® = n!

136. Dérivée n-iéme d’une fonction (2)

1. 7900 = =& et i) = 22
x4 x®
—1)kk!
2. frify) = VK
Xk+1
3. Montrons par récurrence sur k € N" que
k!
f[k][x] = m
Xk+1

Initialisation : pour k =1

- d'une part fW(x) = fV(x) = 1
XZ

S| 30 B I KT
- d’autre part -1k! = il = —i
Xk+1 X1+1 XZ
(=1

I
” donc la relation est vérifiée au
X+

Donc f(x) =
rang k=1.

Hérédité : supposons la relation vérifiée a un rang
k fixé et démontrons-la au rang k + 1

1Nk el
f[k][X] = [ 1] k
Xk+1
alors A<V(x) = (- 1)k k! x -lk+1) _ (=1 (k+1)!
Xk+1+‘| Xk+2

donc la relation est vérifiée au rang k + 1.

. . (-1<k!
Conclusion : pour tout k € N, fl¥(x] = e
X +
4. Montrons par récurrence sur k € N" que
(- 1<k!
fW(x) = ———— (pour a € R).
[a + X k+1
Initialisation : pour k =1
e d'une part f¥(x) = f(x) = - 1
(@ + xJ?
—1Jkk! —1k1
e d’autre part ke = Sl =- !
[a + X]k+1 [a + X]1+1 [a + X]Z
(- . g
donc f(x) = ————donc la relation est vérifiée au
[a + X]‘I+1
rang k=1.
Hérédité : supposons la relation vérifiée a un
rang k fixé et démontrons-la au rang k + 1
—1Fk!
[a + X]k+’\
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alors f«(x) = (- 1)kk! x “lk+ ) = (=Tl + 10t
[a + X]k+1+1

[a + X]k+2
donc la relation est vérifiée au rang k + 1.

) . (- 1kk!
Conclusion : pour tout k € N, f¥(x) = ————.
[a + X]k+1
5. Montrons par récurrence sur k € N que
I
fW(x) = K (pour a € R).
[a _ X]k+1

Initialisation : pour k=1
1
(a - x)?
koo
@=xI (a=x* (a-xp2

e d'une part M(x) = A(x) =

e d’autre part

I
donc f9(x) = L
[a _ X]‘M

donc la relation est vérifiée

aurang k=1.

Hérédité : supposons la relation vérifiée a un rang
k fixé et démontrons-la au rang k + 1

k!
[a _ X]k+1
ke (k)
(@ - x) (g - x)k2
donc la relation est vérifiée au rang k + 1.
k!
(a = )k ’

f(x) =

alors f«9(x) = k! x

Conclusion : pour tout k € N, f¥(x] =

137. Dérivée n-iéme d’une fonction (3)

1. f’[x) = ke® et f7(x) = k2ek

2. f(x) = krek

3. "(x) est du signe de k". Donc si k est positif
alors f”)(x] est positif quel que soit la valeur de n.

Si k est négatif alors f(x) est positif pour n pair et
négatif pour n impair.

138. Théoréme des pentes
y
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Soit a, b et ¢ trois réels tels que a < b < c. Soit f
une fonction convexe et Ala ; fla)), Blb ; flb)) et
Clc ; flc)) trois points de €.

1 inégalité :

soitt = b-a alorste [0;1]etb=tc+(1-ta.
c-a
Or f est convexe donc :
flb) < tflc) + (1 - t)fla)

c-a-d flb) < 222 f(c) + {1 - b;a]f[al

c-a c-a
c-a- df[b]<—f[ )+ —f[a]

c-a c-a
c-a-d (c1 - a)flb) < (b1 - alflc) + (c1 - b)fla)

c-a-d (f(b)1 - fla))(c1 - a) < (flc)1 - fla))(b1 - a)
c-a-d, commecl -a=0etbhl -a=0,
flb) - fla) _ flc] - f(a)

—a  c-a

2¢ inégalité :

soittzﬂalorste [0;1]et
c-a

tlc-al=c-bc-a-dtc-ta=c-b

c-a-db=ta+(1-tlc.

Or f est convexe donc :

flb) < tfla) + (1 - t)flc)
c-a-d f[b]<ﬂf[a1 (1 c- b]f[ )
c-a-d flb) < =2 f(a) + af[l

c-a
c-a-d (c - a)flb) < (c - b]f[a] + (b - alflc)
c-a-d (¢ - a)lflb) - flc)) < (b - c)lflc) - fla))
c-a-d -(c - a)lflc) - flb)) < -(c - b)(flc) - fla))
c-a-d (c - bl(flc) - fla)) < (c - allflc) - flb))

c-a-d,commec-a=#0etc-b=0
flc) - fla) _ flc) - f(b)

c-a c-b
Conclusion :

flb) - fla) _ flc) - fla) _ flc] - f(b)
b-a - c-a N c-b

139. Inégalité de convexité (1)

1 ) .
Ici—+—="1et la fonction ln est concave d'ou :
a

lnLX—a + y_"J 1ln(xﬁ’] + lln[y"] =In(x) +n(y) = n(xy)
a b a b

D’ou, par croissance de la fonction exp,

x@ b
2l
a

140. Inégalité de convexité (2)
La fonction sinus est concave sur {Og} Donc sa

courbe est au-dessus de ses sécantes donc, pour
toutt €[0; 1], on obtient :

sin[ﬂ -t)x0+ tEJ = (1-t)sin(0) + tsin r
2 2

sin[tzjzt
2

2X . ) 2X
Pourt ===, on obtient sin(x] = ——.
T T

D’autre part, sa courbe est en dessous de ses
tangentes, notamment de sa tangente a lorigine.

T, :y=1(0lx-0)+f0) =

2X
— <sinlx)<x.
T

D’oU, pour tout x de {0 E}
141. Inégalité arithmético-géométrique

La généralisation de la formule de convexité
donne :

« soit n un entier naturel, soient X, des réels, pour
t €[0;1telquet +t,+..+t =1 sifestune
fonction convexe (resp. concave) alors :

)‘[1‘1x1 X+t tan] < t1f[X1] + tzf[XZ] o+ tnf[Xn]

(resp. fltx, +tx, + ...+t X )=t fx )+ t,fx)+ ..+t flx )] »

. 1 1 )
Ici —+—+...+—=1 et la fonction ln est concave
n n n

dou:

ln[lx1+lx2+... + lan = 1ln[x1]+lln[x2]+...+lln[xn]
n o n n n n n

1
+ot =X,
n

c-a-d

lln[X1] + 1lnx2 ot 1ln[xn] < ln[lx1 +lx2
n n n n

n
c-a-d
Xi+ X, +...+X
ln(.”/x1x2...xn)<ln O 2 e
n

En opérant par la fonction exponentielle (stricte-
ment croissante sur R}, on obtient :
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Xi+ X, +...+X
UXX,.. X, < 1—2 "0

n

142. Avec une exponentielle

Soit t=%€[0;1]. La fonction exp est convexe

donc :
1 1 1 1
exp| —a+—b | < —expla) + —explb)
p[z 2] 2P

a+b

Dole? < E[ef’ +eb).

143. Concavité de la fonction réciproque

Soit f une fonction convexe sur un intervalle I.
Alors pour tous a et b de | et pour toutt € [0; 1] :

flta+ (1 - t)b) < tfla) + (1 - t)f(b)
Comme f est strictement monotone de | vers J, f-!
est définie sur Jvers | et il existe x € l ety € J tels
quea="7T'(x)etbh=7F"ly.
On obtient donc :

fltF1X) + (1 = OF(y)) < tAF (X)) + (1 = A (y)
c-a-d
flef-1(x) + (1 =t} y)) < tx + (1 - tly

Maintenant f et f~' ont méme monotonie

1
1Y (x) = ,d :
[[ J(x) f’[f‘1[x]]j onc

i) si f est strictement croissante alors f~' l'est aussi
et donc :

FUALF(X) + (1 = dF'y))) < £ (ex + (1 - tly)
c-a-d

tF(x) + (1 - tF"(y) < F'(tx + (1 - tly)
autrement dit ceci montre que ' est concave.

ii) si fest strictement décroissante alors ' lest
aussi et donc :

FUALF(X) + (1 = F'y))) = £ (ex + (1 - tly)
c-a-d
t1(x) + (1 =t} y) = £ (tx + (1 - tly)
autrement dit ceci montre que f-' est convexe.

144, Avec un parametre
1.9,(-x) = e*>@ = e2 = g [x) donc g, est paire.

2.SiA>0alors: lime™ =0.

X+

SiA<0alors: lime™ = 4o,

X—t

140

3. g5 (x) = -2Axe™™
Si A > 0 alors on obtient le tableau suivant.

X —o0 0 + 00

Signe de ¢/, () + (:) _
1

0/\0

Si A < 0 alors on obtient le tableau suivant.

Variations de g,

X —00 0 +00
T

Signe de ¢/, (x) - 0 +

Variations de g,

+ 0 + 00
1
4. g/ (X) = -2he™ + (-2Ax)2e ™ = 2A(-1+ 2Ax2)e~™

5.SiA < 0alors g,”(x) ne change pas de signe donc
il n’y a pas de point d’inflexion.

SiA>0alors g,”(x] change de signe pour x = %, /i

doncily a deux points d’inflexion donc deux points
en lesquels la courbe traverse sa tangente.

145. Point d’inflexion (1)
(6x +15)(3x2) - (3x% + 15x - 10)(6x)

1.a) f'(x) =
(3x2)?
_ =45x2+60x  -15x+ 20
9x4 3x3
b)
X 0 4
— o0 3 + 00
Signe . N _
de (- 15x + 20)
Signe de (3x°) - + +
Signe de (x] - + -
| 2
L 8
Variations de f \ / \
—oo| o 1
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(-15)(3x°) - [-15x + 20)(9x?)

2.a) f”(x) =
(3x3)?
_ -45%3 +135x3 - 180x? _10x-20
9x® x4

b) f”(x) = 0 ssi 10x - 20 = 0 ssi x = 2.
Donc f est convexe sur [2 ; +o].

c) f”[x) change de signe en 2, donc 2 est un point
d’inflexion pour 6,.

146. Convexité d’une fonction (1)

f’(x) = 4ax® + b et f”(x) = 12ax? donc le signe de ”(x]
est le méme que celui de a. Si a est positif alors f
est convexe et si a est négatif alors f est concave.

147. Convexité d’une fonction (2)
1. f/(x) =3e* + (3x)(-2x)e* = 3(1- 2x2)e~¥*

Oi’f'[X]BOSSH—2x2>Ossi1>x2
SsSiXE —é;ﬁ_
2 2

2. f”(x) = 6xe*(2x2 - 3)

f”(x) change de signe en 0. Le point de 6, d'abs-
cisse 0 est un point d’inflexion.

3.7,:y=F(0)x-0) +f(0) ; T, :y=3x-1
cherchons le signe de g(x).

glx) = f{x) - (3x - 1) = 3xe™* - 3x = 3x(e™* - 1)

Or pour tout réel x, e -1<0, donc le signe de
g(x) est celui de x. Donc g(x) = 0 sur R, et glx) < 0
sur R_. Autrement dit flx) = 3x - 1 sur R, et f(x)

< 3x - 1 sur R_c-a-d ¢, est au-dessus de J sur
R, et €, est en dessous de I surR.

J, traverse 6, en le point de ¢, d'abscisse 0.

On retrouve le fait que le point d’abscisse 0 est un
point d'inflexion pour 6.

148. Point d’inflexion (2)
1. f’(x) = 3ax2 + 2bx + c et f”[x) = bax + 2b donc :

i) sia> 0alors: f”(x) = 0 ssi éax + 2b = 0 ssi

X=-— ssi x=-—. Donc f est convexe sur

ba

b b
-—;+%| et concave sur |-©;-—|.
3a 3a

i) sia < 0alors : f7[x) = 0 ssi 6ax + 2b = 0 ssi

. b
X<-— ssi x<-—. Donc f est concave sur

ba

3a
b b
-— ;4% et convexe sur -0 =—1.
3a 3a

2. Quel que soit le signe de a, la dérivée seconde

f”(x) change de signe en —Si, la courbe représen-
a

tative de f admet donc un point d’'inflexion d'abs-

. b
cisse o= ——.
3a

3.Icia=2etb=6donc0c=—£=—é=—1.

3a 6
La courbe représentative de fadmet donc un point
d’inflexion d'abscisse o = -1.

149. Avec un logiciel de calcul formel
1
1.a]f[X]=\/;e1‘x X &S X € avecx>0.

e ek

b) lim f(x) = lim —x ——=0x0=0
X—>+00 x~>+oce>< \/;

%, admet une asymptote horizontale d'équation
y = 0 au voisinage de +».

1
2. a) F(x) = ——e" +fx[=Tet
Ny ©

IO B Y i B .5
2Jx 2x
b) Comme e'*> 0 et 2\/; > Oalors le signe de 7/(x]

est celuide 1 - 2x. Donc f’(x) = 0ssi 1 -2x= 0 ssi

. ) 1
1 = 2X ssi 1 = x. Donc f est croissante sur }0 ; —} et
décroissante sur [E : +00{

AT, y=£fx-1)+f1)
3

1 1
T iymlx=Nelmmxs >
12y 2 2

d) Chaque facteur est strictement positif sur R, sauf

2 2

L2 —b4x-1=4| x -

1-\2

Donc 4x? - 4x - 1 change de signe pour X =

et pour X = % qui sont donc les abscisses des
points d'inflexion de 6.

141



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

f est donc convexe sur ]—oo ;

SorE

2

concave sur
2 2

Travaux pratiques p. 166-167

TP 1. Des composées particuliéres

e Durée estimée : 35 min

e Objectif : Etudier certaines fonctions particu-
lieres et pour certaines leurs réciproques.

A. Fonctions réciproques Lune de l'autre

1. On remarque que les deux courbes sont symé-
triques lune de lautre par rapport a la droite
d’équationy =x.

2. a) gof est définie sur R, et fog est définie sur R.

b gof(x) = glfx)) = glv/x) = (v/x)2 = x
foglx) = flghx)) = g0x?) = VX2 = Ix|

Ces deux fonctions sont égales sur R, mais pas
sur R tout entier (sur R’ la fonction gof n'est pas
définie).

3. gof est définie sur R, et fog est définie sur R.
goflx) = glfix])] = glln(x)) = e"™ = x

fog(x) = flg(x)) = gle¥) = In[e¥) = x

Ces deux fonctions sont égales sur R,” mais pas

sur R tout entier (sur R, la fonction gof n'est pas
définie).

B. Fonctions involutives

1. a) foflx) = flflx)) = f(lj _
X

b)

6, est son propre symétrique par rapport a la
droite d'équationy = x.
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2. g est affine donc définie sur R. h est homogra-
phique et définie pour x = a donc est définie sur

R\{a}.

(ﬁg et6, admettent la droite d’équationy =x comme
axe de symétrie.

c) geglx) =glglx)) =gla-x=a-(a-x=x

h°h[X]=h[h[X]]=h[ b +a]= b +a
e +a-a
X-a
b 1
& +a= +a=X-a+a=xX
b 1
X-a X-a

A chaque calcul on obtient x d’ot : gog = hoh = Id
chacune de ces fonctions est sa propre réciproque.
C. Fonctions idempotentes

i) Six = 0 alors abs(abs(x]) = abs(x) = x.

ii) Si x < 0 alors abslabs(x)) = abs(-x] = x = abs|(x].

iii) Dans les deux cas, abslabs(x)) = abs(x), la fonc-
tion valeur absolue est dite idempotente.

TP 2. Etude d’une fonction a paramétre

e Durée estimée : 25 min

o Objectif : Etudier lUincidence d'un paramétre
sur certaines fonctions.
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N x

4 /53 -2 -'1(1) 12 3 4

24

A. Etude d’une fonction trigonométrique

1. Voir courbe gris clair sur les graphiques ci-
dessus.

2. Quel que soit le réel t, f est définie sur R et
est périodique de période 2. On remarque que,
si t est de signe constant, seule 'amplitude de la
courbe varie.

Etudions les variations sur [0 ; 2x] :

i) Sit>0alors fest croissante su{o ; g}ul:%t ; ZTEiI

et décroissante sur l:g : %ﬂ

3n
T — 2n

X 0 5

N |3

Variations de f

e S

ii) Si t < 0 alors f est décroissante sur

0;E U 3—TE;ZTE et croissante sur E;3—n.
| 2 2 2 2

0 = S
X 2 T 2 n

RN

iii) Si t = 0 alors f est constante égale a 0.

Variations de f

T 3n
X 0 = T —

2 ) 2n

Variationsde f |0 >

B. Etude d’une fonction exponentielle
1. Voir courbe noire sur les graphiques ci-dessus.

2. Quel que soit le réel t, g est définie sur R car
x+— tx% est une fonction polynomiale (définie sur R
a valeurs dans R) et exp est définie sur R.

Etudions les variations sur R :
i) Sit > 0 alors g est croissante sur R.

X -0 0 + 00
/+OO
Variations de g / 1
0
ii) Si t < 0 alors g est décroissante sur R.
X -0 0 +00

+00

\1
\0

i) Si t = 0 alors g est constante égale a 1.

Variations de g

X - +00

Variationsde g |1 > 1

C. Etude d’une fonction racine carrée

1. Voir courbe gris moyen sur les graphiques ci-
dessus.

2. hix) = \/txz +X = \/x[tx +1)
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i) Si t > 0, alors la fonction x — x(tx + 1) est posi-

tive pour XE}—OO;—%:IU[O;MO[ et négative pour

XE {—; : 0}. La fonction racine est définie sur R _donc:

D, =:|-°°:-HU[0:+°°[.
De plus la fonction x — x(tx + 1) est décroissante
sur :l—oo : —ﬂ et croissante sur [0 ; +o[. La fonction

racine est également croissante donc la composi-
tion par cette fonction conserve la monotonie.

. . 1
Donc la fonction h est décroissante sur}oo : —;:l et

croissante sur [0 ; +oo[.

+ 00 + 00

/

Variations de h

0 0

Donc la fonction h est croissante sur {O;—i:l et

. 1 1
crolssante sur {—— ; ——}.

2t t
[RLA BRIV A S
2 2 4t

Variations de f

iii) Si t =0 alors la fonction h est la fonction définie
par h(x) = \/;

X 0 1 +00

Variations de h

ii) Si t < 0, alors la fonction x — x(tx + 1) est néga-

. 1 .
tive pour XE:|—%;0]U —;;+oc et positive pour
XE{U;—;:|. La fonction racine est définie sur R,

o]

De plus la fonction x — x(tx + 1] est croissante sur

donc :

0;—l et croissante sur —i;—J . La fonction
2t 2t ot

racine est également croissante donc la composi-
tion par cette fonction conserve la monotonie.
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TP 3. Déterminer Lle lieu de vitesse
maximale de la montagne russe
¢ Durée estimée : 20 min
¢ Objectif : Calculer.
120043(2x - 27)
(4x2 -108x +1029)2

1.f7(x) =

2. ”(x) change de signe pour X = 2—27 =13,5. Donc le

point d'inflexion a pour coordonnées (13,5 ; f{13,5)).

3. En ce point, f(13,5) = —\/5. Il s'agit du coefficient
directeur de la tangente en ce point. Sitan(o) = —\/5

alors o = —5 c’est-a-dire a un angle géométrique

de 60°.
4. | a vitesse est maximale pour x = 13,5.
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(o3 VNN Fonction logarithme népérien

l. Introduction

Manuel p. 168-201

Commentaires pédagogiques

Dans ce chapitre nous étudierons une nouvelle fonction introduite pour la premiére fois pour les éléves
au programme de Terminale, la fonction logarithme népérien.

Dans un premier temps, il s'agit d’aborder une approche en se reposant sur les acquis des éléves de
1¢re, a savoir l'utilisation de la fonction exponentielle et le fait que cette nouvelle fonction soit la fonction
réciproque de celle qu'ils ont découvert en classe de 1¢. Ainsi les éléves s'appuieront sur les images
mentales des courbes représentatives des fonctions exponentielle et logarithme.

Puis, dans un deuxeme temps, il s'agira d’exploiter les propriétés algébriques de cette nouvelle fonction.

Enfin dans un dernier temps, nous étudierons cette fonction et des composées de cette fonction, tant
d’un point de vue variations que limites.

Objectifs

= Résoudre des équations, inéquations avec Ln ou exp.

-> Résoudre des équations, inéquations du type lnu < lnv.

= Utiliser les propriétés algébriques de Ln.

= Résoudre des inéquations du type ¢" < a.

- Déterminer des tangentes, la position relative de courbes.

- Etudier des fonctions avec In.

= Déterminer des limites, notamment dans le cas de formes indéterminées.
= Dériver et étudier des fonctions avec lnu.

3. Résoudre des équations
et des inéquations simples

Pour prendre un bon départ S5l avec la fonction exponentielle

1.a) e =¢0;S= {—l}
4

Il. Corrigés

1. Utiliser les propriétés algébriques
de la fonction exponentielle

a) e b) e3x b)e‘=e;S={T}
x S={o}
5x-1 e _ ex —1_ a2x C]
cle dl—-—=1-e 2.ale = ;S=[-1; 4ol

blx+1>3-2x=3x>2
2. Résoudre des équations du type e* = k

1. Une seule solution pour k € R} ; et aucune solu-
tion pour k € R..

2.a)S=0
c)S={1}

b) S = {0}
d) S={-1}

donc S= }Z : +0{.
3

ce*< e -2x<x-3
SoitS=11; +oo[.
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4. Calculer des fonctions dérivées
a) f’(x) = -5e=+

b) (x) = 3e* + 3xe* = 3(1 + x)e*

—ex

(ex — 11

c) f[x) =5x

5. Savoir déterminer
uhe équation de tangente

aly=f(1){x- 1)+ f(1) avec f'[x) = e + [x - 1) e* = xe*
douy=elx-1)-3soity=ex-e-3.
b)y = f’(0)x + f(0) avec f’(x) = 5e* + 2 d'ou y = 7x.

6. Déterminer des limites

a) im3x—1=-wet lime*=0d'ou lime¥'=0.

X——%0 X——x X——0
ex ex X et .
b) =—X or lim—=+% par crois-
X—2 X X-2 Xt X
, . X . 1
sance comparée et lim —— = lim —— =1
X—=+® X — 2 X—>+0
X
. . . X
donc par produit de limites, |im = +00.

X—=+%0 X — 2
c) im(2x + Ne® = lim 2xe?* + lime* =0

X—>—% X——0© X—>—0%

d)lim _1=umf[X]_f[0] avec flx) = e*d’ol
x—0 X x—0 X_O

imE ! o) =0 = 1.

x—0 X

7. Déterminer des réels
vérifiant des conditions

a]xe}l;w{m:l—oogl:doncXEP;E{
2 3 2 3

blxel-<;1[N]-4; 1 doncx € 1-4; 1.

Activités p. 170

1 Approcher graphiquement
une nouvelle fonction

¢ Durée estimée : 35 min

e Objectif : Permettre Uobtention pas a pas de la
courbe représentative de la fonction ln.
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A. Transformation du plan
1. A et B sont symétriques par rapport a la droite A.

2. E[ y—XJ et soit U(U un vecteur direc-
X=Yy

teur de A ; AB-U =0 ; les droites (AB) et A sont
donc perpendiculaires. Soit | le milieu de [AB] ;

| Xy y+x
2 "2

On remarque que | appartienta A ; par conséquent
A est la médiatrice de [AB] ce qui signifie que A et
B sont effectivement symétriques par rapport a A.

B. Construction de la courbe
de la fonction logarithme népérien

1.2.et3.
y
5+ 4N
4
3..
2
1
1 | | | | | | | | X
—'1_?__{1"zéiéé7éé1'o
-2
_3-:
_4:+

C. Conséquences et conjectures

1.e"=10re’=1doncln(1)=0;e"=ecore'=e
donc In(e) = 1.

2. Puisque x — Inx et x — e* sont des fonctions
réciproques, on en déduit que e =x etln (&) = x.
3.10 ; +[ est l'ensemble de définition de la fonc-
tion logarithme népérien qui correspond a linter-
valle image de la fonction exponentielle.
4.a) limln(x) = -

x—0

lim ln(x) = +o0

X—>+0

b) La fonction ln semble strictement croissante
surR’.

c) La fonction In semble strictement négative sur
10; 11, strictement positive sur]1 ; +[ et s'annule
en1.
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N'=(0,7;2)
21+

1-<N=[2‘0'7] a=05
1 X
2 3

Y |N=1,4;4,08)
TR

b) Soit a 'abscisse du point N’, et m le coefficient
directeur de la tangente a la courbe en N’, le lien

. . R 1
qui semble exister entre a et msemble étre : p = —.
a

6. Conjecture : (In(x))' = 1.
X

2 Répondre a des besoins pratiques
de calculs au xvi¢ siécle : les logarithmes

e Durée estimée : 35 min

¢ Objectifs : Introduire la fonction In d’un point de
vue historique, permettant de répondre a un pro-
bleme de Uépoque : faciliter les calculs dans les
domaines tels que l'astronomie, la navigation...

l.almxn=6éetx+y=0,6931+1,0986=1,7917
= 1,792 arrondi au millieme prés : le principe est
vérifié.

b)2x4=8etx+y=0,6931+1,3863 =2,0794.
c)1x1=1etx+x=2xoron doit avoir 2x = x donc
X =0 d'ol : le nombre a écrire en face de 1 doit
étre 0.

d) Il faut ajouter les nombres en face de 27 et 91
soit 3,295 8 + 4,510 9 =7,806 7 et le nombre en face
de 7,806 7 est 2 457 donc 27 x 91 = 2 457.

2.a) Enfaisantx-y=2,302 6 - 1,609 4=0,693 2 au
millieme prés on remarque qu’il s'agit du nombre
écrit en face de 2. Il semblerait donc qu'am <+ nil
faille associer x - y.

Test avec 9 + 3 =3 et x -y = 2,1972 - 1,0986
=1,0986 ; la conjecture se confirme.

Testavecb6+3=2etx-y=1,7918-1,0986=0,6932
qui au millieme prés correspond au nombre écrit
enfacede 2; laconjecture se confirme de nouveau.

b)2+10=0,2etx-y=0,6931-2,3026=-1,6095
au millieme pres : le nombre a écrire devant 0,2
serait -1,609.

3+2=15etx-y=1,0986-0,6931=0,4055;le
nombre a écrire en face de 1,5 serait 0,405 5.

3.a)2,1972-1,0986=1,098 6
3,2958-2,1972=1,0986
4,394 4-3,2958=1,0986

La suite de la colonne de droite pour les nombres
respectivement associés semble étre arithmé-
tique de raison 1,098 6.

b) 37" x 3 = 1 donc on obtient le nombre a
écrire en face de 3" en effectuant le calcul
0-1,0986=-1,0986

81 = 3% or 3'° = 3% x 3¢ par conséquent on obtient
le nombre a écrire en face de 3" en effectuant le
calcul 4,394 4 + 6 x 1,098 6 = 10,986.

4L almxn=axa=a?etx+Xx=2xon peut donc
énoncer n(a? = 2In(a).

(n(32) =n(9) =2,197 2 et on vérifie 2ln(3) =2 x 1,0
98 6=2,197 2.

b) mxn = \/; X f= a et ln[[\/glzl =2ln[\/g] soit
ln[\/;]=%ln[a].

In(16) = (n(4) = 1,386 3 et %ln[%]:%x 2,772 6

=1,3863

A vous de jouer p. 173

lLallnlx)=-1Te=x=e"

b) e*=-1;5={J}

c) Conditions d’existence :
ilfautque4-2x>0e=xEl=1-»;2|,
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IN4-2X)>1e=4-2x> e, et

2

dev'=2<x+1=1n2
SXE[N2-1;+%[

XE|@XE]-®;2_E|:.

2. a) Conditions d’existence : 5x - 1 > 0.

Soitx € | = E;w{ S n(Bx - 1) = 2 & In(5x - 1)

=Iln(el) @5k -1=e?etx e |.

S {ez + 1}
5

blJe*=5< -x=ln5dou S ={-ln5}.

c) Conditions d’existence : 3x - 1 > 0 soit

XEI=}%;+o{etln[3x—1]<ln1(:)3x—1 <1

avecx € |;S= 12
3 3

de* <=2 o ee*<se?2sbh-x=<

S=[5-1n2;+o[.

ln2 soit

3. a) Conditions d'existence : x € ]-1 ; + o[ et
XEl-w;0[douxel=]-1;0[
Inx+1)=lnl-x) &x+1=-x

1
etxXEleox= ——
2

b) Conditions d’existence : xX2 - 1 > 0 soit
XE J]-oo; =1[U1; +00.

ln2 -1 <S5 e xx-1<5etx €1 donc

5=[—\E;—1[u}1;\ﬂ.

4. a) Conditions d’existence : x?-x+1>00rA<0
donc le polyndéme est toujours du signe de a, ici 1
donc le polyndome est toujours strictement positif,
doncx € R.

In (xX2-x+1=ln2eox2-x+1=2x2-x-1=0

i

A=5;S=
2

b) Conditions d’existence : 2x > 0 soit X > 0 et
X2-2x+1>00rx2-2x+1=(x-1)2sannule en 1
et strictement positif sur R\{1} .
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Doncx € 1=]0;1[Ul1; +oo[.
Il s’agit alors de résoudre :
2X>X-2xX+1ext-4x+1<0

A=12;x=2-3etx, =2+3

x €12 -3 ;2 43Ul soit -

x€12 -3 10Ul : 2 ++/3L

5.a) 2ln5 + %ln[125] =2ln5 + glnS = %lnS

b) 3In5+2In7
c)4-2lnb

d]—é—ln5

5
6.a) 4ln12 - 4ln36 = 4ln(22x 3) - 4In (22 x 33
=8ln2+4ln3-8ln2-8ln3=-4In3

b) ln[%J+ In81=-In3?+In3*=-2In3 +4In3=2In3

3

c)ln—-1n27= 1ln3 —ln3-3In3 = —zln3
3 2 2

d) e 22 4+ [n(9e?) =2 4+ [n9 + In(e?)

=2‘2+21n3+2=2+2ln3

(n(0,0)

@
0

b) 212 - 7) > -3 e 271 <> s < 1
5 lniZi

soit:n=0.

7. a) nln[gj < In(0,01) @n=

soit: n = 8.

8.3)37 > 108 <= n(3%) > n(108) = 2nn 3 > n (108
n(108)
& n>
2ln3
soit:n=9.

b)5"x 9" < 10* & > X1S10“
9 9
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@{g] <9x10% (:)nln[gj <ln(9x10%
(n(9 x 104)
en=—2_— -
ln| =
9
soit: n=12.

9.7, :y="fellx-e) +fle) soit y = lx_
e

10. 7, :y = Flelix - e + fle) or Fx=— d'od
X

Te:y=1[x—e]soity=lx—1.
e e

f[X]—[1X—1]=lnx—1—lx+1=lnx—1x
e e e

Il faudrait étudier le signe de lnx — 1x.

e
On pose h(x) = Inx — 1x.
e
, T 1 .,
h(X)=——-—eth(x)>0<10;¢l.
X e
X 0 e +00
Signe de h’(x) + 0 -

Sens de variation
deh

D'aprés le tableau de variations, on remarque
que la fonction h admet un maximum nul, la fonc-

. . s s 1
tion est donc toujours néagtive, d'ou Inx < —x ce
e

qui signifie que la courbe est en-dessous de sa
tangente T_.

11, F=—— - 1o

X2 X X2
et x2> 0 donc f’[x) < 0 d’ou f est décroissante sur
10 ; +oof.

_1_X,SUF]U ;+OO[;—1—X<U

2 oy
12.Fx) = 2x — 71— 1= 2= x =1
X X

sur]0; +oo[ le signe de f’(x) est le méme que celui

1
de2x?-x-1;A=9et X =——;x,=1.
2

X 0 1
Signe de f’(x) - 0 +

+00

Sens de variation
def

~.,

13. lnx - x2=x%(lnx - 1) or lim x2? =+

X—>+0

et limlnx — 1=+ donc par produit des limites,

X—>+

lim x2lnx — x? = +o0,

X—>+0

—n{x =1 _ (x =nlx =1 _ x2n(x — 1)

2 2
1 x=1 *
X X
or limM =—oco d'ou “mln[x il =-o et limx? =1

X—=0 X -1 x —1 x—1

(x = Dnlx =1 o

14, X

doncparproduitdeslimites lxlm 1 >
X

Tx x2 = (1+ x) x 2x

15. 7'(x) = X4 _ —x2 — 2X
T+X x2(1+ x)
X2
2
16. f'(x)= 2xln[ij +(x2 — 4)—4x2
2X i
2X

2 _
oxtn| = |- XA owin| o 2
2X X 2X X
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17.1. F(x)= —(lnlx) - 2) + [1 _ 1] !
x2 X X
X =1

_ln[x]—2+ x _nlx)-2+x-1
X? X X?
_n(x)+x =3 _ulx]

X2 X2

X -2,5 0 2,5
—4X + 0 -
-2x2+ 13,5 + +
Signe de /(x) + 0 _

Sens de variation

ln[13,5]\\
1 1

de f
2. U'lx) = —+1-L pour x € [e ; +o[, u'(x) > 0
X X
par conséquent u est croissante surle ; +o[, or , e—1 e—1-1-(e=1x
ule) =e - 2> 0 donc u est positive sur [e ; +[. 20'1'g[X]=1+[e—1]x_1= 1+ (e 1x
3. f” est donc positive sur [e ; +o[ donc f est crois- le—2)—le—Tx
sante sur [e ; +ol. _le e
1+ (e —1x
1 % — Inx 2.Sur[0;1],1+(e-1)x>0le signe de g’[x) ne
o - 2 _ depend que du signe de(e - 2) - (e - 1)x.
18,1, F-1- A X=Telnx _gl) - depend que dusi :
) X ) X XA Orle-2)-(e- x>0 x< =2
Puisque x2> 0 sur @, le signe de f’(x) est le méme e—1
que celui de g. )
e_
7 A
g’[x]=2x+1>05ur[1;+oo[. 0 e-1 1
X
X 1 o Signe de g’(x) + 0 -
Signe de g’(x) + Inle-1-""%
Sens de variation
Sens de variation / deg
deg 0
5‘9“9 de g[,x] + g admet donc un maximum en — % dont une
= signe de f’(x] valeur arrondie est 0,12. e-
Sens de variation / 3. Sur lintervalle ;e;Z' la fonction g est
de f 1 e—1
strictment croissante et continue, de plus
nX nx e—2
2.f(x) - x = X—T_X=_7 gl0) < 0,05et g| —— 1 >0,05 ; donc d'aprés le
e_
Orsurll; +o[,x>0etlnx>0donc flx) -x < 0 par

conséquent la courbe €, est toujours en dessous
de la droite 9.

—4X

19. f'lX) = —————
—2x2+13,5
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théoréme des valeurs intermédiaires, l'équation
g(x) = 0,05 admet une unique solution sur linter-

valle

-2 . ,
O;Q—J de méme on démontre que cette
e_

équation admet une unique solution sur linter-

e;f 1:| par conséquent 'équation admet
e_

valle

bien deux solutions sur [0 ;1].
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Exercices

apprendre a démontrer p. 182

Pour s’entrainer

1. Pln) : {ln(a") = nln (a)}

Initialisation : pourn=0;n(a% =In1=0et
0xlna =0, P(0) est vraie.

Hérédité supposons qu’'il existe un entier
naturel k tel que P(k) soit vraie et montrons que
Plk + 1) est encore vraie.

In(a*") = In(a* x a) = In(a*) + ln(a) = kln(a) + In(a)
d'aprés P(k).

On a donc In(a*") = (k + 1)lna.
Plk + 1) est donc vraie.

Conclusion : en vertu du principe de récurrence,
P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

2. Posons v(x) = In(x)

or [vou)“(x) = v{ulx)) x u'lx) et vix) =

X
g ot Inll) = —— x uix) = LX)
ulx ulx)
Exercices
calculs et automatismes p. 183
21. Equations, inéquations (1)
1.d)
1 13
(InV2 +n8 — 5ln4 = Eln2 +3ln2-10ln2 = —7ln2
2.c)

fx) = In((6x + 2)(6x - 2])) - In&

1l 3= S ngxe - 1)
4

3.¢)

Condition d’'existence : x € 11 ; +[. Cela revient

. ) 1
a résoudre sur cet intervalle 4x=x-1 &< x = —5 :

mais —% & 11; +oo[ donc il n'y a pas de solution.

4.b)

Condition d’existence : ]-» ; 0O[. Cela revient a
résoudre sur cet intervalle In(-x) < ln(e)

o xE[-e;+x[U]-;0[doncx € [-e ;0.

22. Dérivées

1.f(x) = 3_ 2X
X
1
2.9'lx)=— =—
7 L-—2X X-2
23. Python

1. La valeur envoyée par la fonction Python repré-
sente l'image de x obtenue par la fonction f définie
par fx) = In (4 - 2x] pour tout x > 2.

2.

def solution_inequa(x):
if x<=0:
return ""ce nombre n"est pas solution de 1"inéquation”
else:
if log(x)+x-1<0:
return ""ce nombre est solution de I”inéquation™
else:
return ""ce nombre n*est pas solution de 1"inéquation™”

24. Fonction ln

a) Faux contre-exemple : x = 0,5 et
(n(0,5% = In(0,25) < 0.

b) Faux c’est In(10x 2) = In(10) + In(2).

¢) Vrai car f[x) = 1 = 1 ; puisque X € 1~ ; 0[ ;
-X X

1< 0 d'ou f’(x) < 0 donc f est décroissante sur
X
]-;0[.

d) Fauxu,=0;u,=n(3) etu,=2In(3) puisque le 1
terme est nul. Suite arithmétique de raison n (3) :

u ., —u =ln(3)-In(3])=(n+1)In(3)-nln(3)=In(3).

25. Limites (1)

a) Faux car lim xlnx =0 par croissance compa-
x—0

. . 3 o
rée et lim ——=-o donc par somme des limites
> X

x—0

lim xlnx — 3 = —oo.
x—0 X
b) Vrai par croissance comparée.
. 1 . .
c) Vrai car xlm/i = Exlnx et lm[}xlnx =0 par crois-

sance comparée.
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X+ 1

In(x +1)
X
X+ 1 X

d) Faux car Llim In(1 + x]

X—+% X
__In(X] . .
lim ——=0 par croissance comparée et
Xotoo X

lim X1 2 lim(1+l]=1 - donc lim

X—+e ¥ X+ X X—+% X

= lim

X—>+20

In(x +1) _o.

26. Lectures graphiques
a) Faux c'est fl4) =

b) Faux car une seule tangente horizontale en -5
environ.

. . . 1
c) Vrai, la fonction est croissante pour x > —E.

d) Vrai la fonction semble concave donc f”(x] < 0.

27. Equations, inéquations (2)

1. Il faut d’abord rechercher les conditions d’exis-
tence, a savoir pour quelles valeursde x, 2x+ 1 >0
et4-x>0et 2x>0.

2. Il faudra étudier le signe de f(x) - g(x).

28. Limites (2)
1. b) car x2nx - 3x + 5 = x[xlnx - 3) + 5 et
lim x(xlnx — 3) =+ par produit des limites.

X—+%

. InX . .
2. b) car lim—— =+ par croissance comparée,
X-0 X3

doutim_nx=2__
xi)Z [X _2]3

Exercices d'application p. 184-185

équations/inéquations avec ln ou exp

29. 1) a) Condition d’existence : x€=:|%;+00{ :

2x-1=1eox=1€l

b) Condition d’existence : x € | =]e ; +oo[ ;
X-e=eoXx=2e €l
c)lnx=-2x=e?

ln2(:)X=§—£

2

2) a) Condition d’existence : x € | = ]-o ; 1[ ;
1-x>TetxElex<letxelexel-»;0[.

d)5-2x=

152

b) Condition d’existence:XE | = ]-oc ; i[ 3-2x<e
2

etxElexe 3—e etxEle x e 3- e'3
2 2 2

cder<3ex<In3

d) ex(ex-3) =
donc a résoudre e* -

0 or e*> 0 pout tout x, cela revient
3=z0sx=1In3.

30.a)5-lnx=2<Llnx=3dou S ={e%.

b) e%1 =5 4x+1=In5dol S= {”‘54_1}.

¢) Conditions d’existence : 2x + e > 0

SXE|= —S;+OO .
2

In(2x+e)=lne= 2x+e=eetx € | donc S=1{0}
d) Conditions d’existence : X +x -6 >0
A:25;x1:—3etx2:2;ilfautdonc

XE |=]-0;-3[U]2; +00l.

INnX2+x-6)=0=n(x2+x-6)=ln(1) =x2+x-6=1
etx e |l.
A=29,X1=M etx2=M
2 2
S={x ;x}.

1'2

31. a) Conditions d’existence :

X - -% 2 +00
5X + 1 - 0 + +
X -2 - - 0 +
5% + 1 . 0 B .
X=2

XEl= }—w;—%{u]z;m{

n 5X+1 <nll & +1
X—=2 X—2

5x+1—-(x—-2)
<:>—

<letx €l

<0etx €l
X—=2
@4X+3s0etxel
X—2
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R
X —o0 4 +00
4x +3 - 0 + +
X-2 - - 0 +
4X +3
+ 0 - +
X=2

b) Conditions d’existence :

X2+ 2Xx>0soitx€El=]-0;-2[U]0; +o[

IN(x2+2x) - 1> 0 < In(x2+ 2x) > In(e)
oxX2+2x-e>0etx el

—2—4/2+2e
—— et

S=1]-0;x [Ulx, ; +=[ avec x, = )

=—2+\12+2e

2

c) ber -1 93—4€X<:>S=[ln{§];+ooli

d) 3e* - 9e* < 0 & 3eX(e* - 3)<0or 3e* > 0 il suffit
d’étudier le signe de e* - 3.

S=]—00;ln3[

X,

32.a) (Inx)2-4lnx-5=0
Avec X=IlnxonaX?-4X-5=0
A=36;X =-TetX,=5

soit Inx=-1etlnx="5.

S= {e‘1 ; e5}
b) Soit X = e*; il s'agit alors de résoudre l'équation
X2-2X-8=0.
A=36;X =-2etX, =4
e*=-2 :impossible.
ef=hbox=Ilnk;S={lni}.

33.1.A=9;X,=b5etX,=2.
5=12;5]
2. On pose X = Inx, l'équation devient alors :
-X2+7X-10>0
onaalors 2 <Inx<5soite?<x < e’
S=]e?; e[

34. [ERRATUM] La premiere édition du manuel
utilise une équation dans cet exercice. C'est une
erreur, qui est corrigée dans les éditions sui-
vantes du manuel. La correction ci-dessous prend
en compte cette correction, et utilise l'inéquation
du nouvel énoncé : -X2+3X -4 = 0.

1.A=25;X =-4etX, =1
S=]-0; -4]U[1; +o[

2.EnposantX=Ilnxonaalorslnx<-4oulnx=1
C'est-a-direx<e“oux=e.

S=10;e*Ul2; +]

35. 1. Soit X = Inx l'équation devient alors
X2-2X-3=0.
A=16;X =-TetX,=3.

Soitlnx=—1<:>x=loulnx=3<:>x=e3;5={l;e3}.
e e

2. Inx(2lnx - 1) = 0 ; c’est une équation produit
nul:lnx=0x=1o0u2lnx-1 =0<:>x=\/;;d'ou

S={1;el.

3. Soit X = lnx cela revient alors a résoudre
X2+ X+1=0, A=-3équation n'a donc pas de
solution. S = {}.

Equations / inéquations avec ln u
36. 1. a) Condition d’existence : x> 2 et x < 4 donc

XE|=12;4l.
5
3x—6=4—xetx€|<:>x=§
b) Condition d’existence : x € [ = ]5 ; +o0[.
ln2—x =lnlx -5 etxel e X =Xx-b5 et
X+1 X+ 1
xEI@xz—éx—5=0etx€I<:>x=3+\/a.
2.a]x>1etxel<:>x€ 1;l+i.
2 2 2 40

b) Condition d’existence : x € 1=11;5[;
b-x=x-letxe€lex<3etxelexell; 3l

37. a) Conditions d'existence : 2x -1 >0etx >0

doncx €l = E;wol:.
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INn2x-1)=ln(x) = 2x-1=x2etx €|

Sx-2x+1=0etx€le (x-1)2etx € 1 donc
S={1}L

b) Conditions d’existence : x+1>0etx-1>0et
4L-2x>0doncxel=11;2l.

(n((x+ 1)(x = 1)) =n(4 - 2x]
SX2-1=4-2Xxetx E |
oxX+2Xx-5=0etx e |

A=24;% =-1-betx,=—1+6
donc5={—1+\/g}.

38. a) Conditions d’existence : X2 - 4x + 4 > 0 et
x-2>0et8-x>0soitxe1=]2;8l[.
2 _
ln[wJ<ln[8—x]etxel
X—=2
slnix-2)<In(8-xletxElcarx?-4x+2=(x-2)2

ce quirevienta résoudrex-2<8-xetx&l;dou
5=12; 5l

b) [ERRATUM] La premiére édition du manuel
utilise linéquation In(2x + 4) + In(1 - x) - (n2
= In(e>) - 1. C’est une erreur et les éditions sui-
vantes ainsi que la correction ci-dessous utilisent
Uinéquation suivante :

In(2x+4) +n(1-x) - n2 = n(-x).

Conditions d'existence : 2x + 4 >0et 1 -x> 0 et
x> 0soitxel=]-2;0l.

[[2x+4][1— x)
ln| ———

jzln[—x]etxel
2

s X+2)(1-x)<-xetxe|
S2-x<0etxel

@xe]—w;—\/E]U[\/Eww[etxel
d'oUS=]—2:\/5].

Propriétés algébriques de ln

39.1.a)In25-In15= ln(§] = lnFJ
15 3

b) ln 1 +ln16-1n5=1In 16
3 15

2.a) 4ln5+2In5+3ln5=9ln5
b)3ln5-1ln5-2ln5-2ln5=-2In5
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40.1.3ln2-n9+In5=ln22-n9+1n5

fefe

1
2) In8— 3ln4+ln\/5 =n2% —n(22)® +n| 22

3 1 5
=ln 2—><22 =ln|2 2 =—§ln[2]
26 2

41. a] @2ln3+n4 — eln[3z><A] =36

b) e3n2-n — el"g] =2

= @lné+1-n9-2 — eln[2}1 = é % 1 = i
9

e 3e

eLn6+1
c)

eLn9+2

@2In5+In3 elnlszxal 52 % 3 25

d)
oln3 32 3

eZln3

100

42.5= Zln[kl —Inlk +1)
k=1
100 100

= ZLn[k] - Zln[k +1)
k=1 k=1
100 101

= Zln[k] - Zln[k]
k=1 k=2

100 100
=In(1) + Zln[k]— Ztn[kl— (n(107)

k=2 k=2

=-In(101)

43. (n(e*+ 1) =n(eX1 + e™)

=ln(eXl+n(1+e¥)=x+n(1+e¥

44, ln[a X l] =ln1=0et ln[a X 1j =lna+ ln[1
a a

ln[l] =—In(a).
a
a 1 1
ln(—j = ln[a X —j =In(a) + ln{—]
b b b

=In(a) - In(b)

a

]d'ou
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45.D,={4-x*>0et2-x>0}
={-2<x<2etx<2}=1-2;2[

Dg={2+x>0}=]—2;+oo[

Les deux fonctions f et g n'ont pas le méme

ensemble de définition, elles ne sont donc pas
égales.

Inéquations du type g" < a
(n(104)

&

soit n = 55.

soit n = 23.

46. a) nln[%} <ln(10*)=n>

_ (n(10¢)
ln(zj
7
3

c) [gj <0,001 nln(g] =<n(0,001)

b) nln[;] =n(10¢) = n

In(0,007) -

soitn =
[3]
ln| =
5

(n(0,004)

s
Zln[gJ
9

47. a) [%] <0,001 < nln(%] =<n(0,001)

n=

8

d) ln[0,004]>2nln[§]<:>n> oit n = 24.

(n(0,001)
n= s
ln[lj
5

b)1- [é] >0,999999 <10 > [g]

oitn=05.

6
< (n(10-¢) > nln[é} sn> tn10~) soit n = 16.
ln[g]
5
c) 1,2 > 105 < 2nln(1,2) > (n(107)

n(109)
>
2ln(1,2)

soit n > 32.

d) 0,02> (%] < n(0,02) > nln[%]

(n(0,02)
ln[m]
11

48.un=u0xq”=2x[§]

n> soitn = 42.

On veut determiner n tel que 2 x @] > 10¢

106
ln| —
3 108 2 - .
s nln|=|>ln|— | n> soit a partir de
2 2 3
ln| =

Tangentes, position relative de courbes

49.1. 7, :y=f1x-1)+f1);y=2x-1.

2. a) Etudier la position relative de €, et de T,
revient a étudier le signe de
2Inx+1-(2x-1)=2lnx - 2x + 2

=2(lnx=-x+1).

b]g'[X]=l—1=1_—X;sur]0;+oc[,x>0.
X X

g’(x) est du signe de 1 - x qui est positif sur 10 ; 1[
et négatif sur 11 ; +oo[ ; d'ou g est croissante sur
10 ; 1[ et décroissante sur ]1 ; +oo[.

c) g(1) =0, g admet un maximum nul, ce qui signi-
fie que pour toutx €10 ; +oo[ ; g(x) < 0.

d) La courbe 6, est alors en dessous de sa
tangente €,.

50.1.7,:y=g'lellx-e) +gle) or g’lx] = 3.0
X

d'ou Te:y=(—§+2J(x—e)+2e—7 soit
e

y
e

[—§+2]X—4
e

[—§+2JX+3—2e+2e—7

y
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2. a) g[x]—[—§+2]x+4 =—3lnx+§x = 3[5— lnx]

e e e

d’ou étudier la position relative de € et de T,
revient bien a étudier le signe de h(x].
b) h’[x]=3[l—1]= Sx—e)

e X

puisque 3>0etex<0
ex

surl0 ;+oo[, étudier le signe de h’(x) revient a étu-
dier le signe de x — e.

X 0 e +00

Signe de h’(x) - 0 +

~.,

c) On en déduit que le minimum de h sur R; est
0 ce qui signifie que la fonction h est positive sur
10; +o0[.

d) Puisque le signe de h correspond au signe

de g[x]—[(—§+2Jx—4] cela signifie que
e

Sens de variation
deh

g[X]—[[—§+2]X—4]>U donc 6, est au-dessus
e

deT.

51. Il s'agit d’étudier le signe de
fX) - gxin(2x+ 1) = nl4-X) etx € |=}_%;{

SX+1=b4-xetxEloesx=letxel
X E ;4]
la courbe €, est strictement au-dessus de C@g sur

11; 4] et strictement en dessous de <6g sur :l_l ; 1|:.
2

52. Il s'agit d’étudier le signe deflx] - g(x).

In(x2+2x+ 1) =In(-3x+ 15l etx e 1=1-1;5[
SxX2+2x+1=-3x+15etx €|
o x2+bx-14=0etx el
A=81;x,=-7etx,=2

Onaalors:

XE ]-w;-7TIU[2;+o[etxE |l =xeE[2;5]
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Ce qui signifie que la courbe 6, est strictement
au-dessus de la courbe <6g sur Uintervalle ]2 ; 5[
et strictement en-dessous sur lintervalle 1-1 ; 2[.

Etude de fonction avec In

53.a) f[x) = l[x —2)+(lnx+3)x1
X

=1- 2 +Inx
X
[1—1][3lnx+ - [x—lnx][g]
b) (x) =~ X
(Blnx + 12
3nx—2—

x _ 3xInx —2x 1

(Blnx + 12 X(3lnx + 1)

c) £(x)=3(ln(x) - 2x + 12 x [1 - 2]
X

_ 30— 2x)(tn(x) — 2x + 17
X

3—1><lnx—x><l 2 _lnx
d) f/(x) = X

24/3x = x1n(x) i 24/3x = x1n(x)

. 4
54.1.limlnx = -wetlim—— = - d ol lim f(x) = -0
x—0 - X x—0
x—0

par somme de limites.

2. f'(x) =E+i2 ; f’[x) est positif comme somme
X X

de termes positifs sur ]0 ; +o[. Par conséquent la
fonction f est strictement croissante sur ]0 ; +oel.

1[lnx —N—(lnx +1 x 1

55. ¢/(x) = X X
7 (lnx — 1

2

_ X _ 2
(lnx — 112 x(lnx = 12

sur D, x > 0 et (Inx - 7)2 > 0 donc ¢’lx) < 0. La
fonction g est donc strictement décroissante sur Dg.

56. 1. g’(x) = 2(lnx] (16 _2nx-6
X X X




Chapitre 6 : Fonction logarithme népérien

Surl]0; +o[, x> 0: le signe de g’(x) ne dépend que
du signe de 2lnx - 6.

2lnx-6> 0o x € [e3; +of

X 0 el +00

Signe de g’(x) - 0 +

Sens de variation
deg

2. a) Sur lintervalle 10 ; e%[, la fonction g est
strictement décroissante, continue et pour tout
x€10;el;glx) €1=1-4; +[. Or 0 € | donc
d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
'équation g(x) = 0 admet une unique solution sur
10 ; e’[. De méme on montre que sur lintervalle
le?; +o[ U'équation g(x) = 0 admet une unique solu-
tion. Par conséquent l'équation g(x) = 0 admet
exactement deux solutions sur ]0 ; +oo[.

b) X = Inx

L'équation g(x) = 0 devient alors X? - 6X+5=0
A=16;X =1etX, =5 soit
Inx=1Tox=eetlnx=b o x=es.

S={e;e%

Limites simples et indéterminées

57.a) imx=+xet limlnx =+x

X—>+%0 X—>+%

donc par produit des limites lim 2x(n(x) = +

X—>+00

donc lim 2xln(x) — 4 = +o.

X—>+00

b) limxlnx = 0 par croissance comparée

x—0

.3 .
et lim— =+ donc par somme des limites
x—-0 x

limxUn(x) + 3. +00
x—0 X

c) 5x2In(x) — 4x2 = x2(5ln(x) — 4) or limx? =+ et

lim 5ln(x) — 4 = +e donc par produit des limites
lim x2(5ln(x) — 4) = + d’ou

lim 5x2In(x) — 4X2 + 1=+,

d) limx - 3=0*

x—3

dou lim X =3 _ i ) lim3x = 9 donc
x:B X_3 X—=0 X x—3
parsommedeslimitesonalimw+3x=—oo

Xx—3

x—3

58. a) lim3—-4x=4+% et limlnX=+» donc
X—- X—+0
Lim f(x]) = +oo.

lim3—4x=0etlimlnX =-od'ol limf(x] = -c°.

xo2 0 xo2

b) lim2-x=3 et limx+ =0* donc par quotient
x—-—1

x—-1

de limites Llim X =+ or limlnX =+% donc

> X+
o X+ 1

limf(x) = +o.

x—1

lim2—x=0"et limx+1=3 donc par quotient de

xX—2 X—2

limites lim=—= = 0
X+

X—2

or ling INX = -0 d’oU lim f(x) = —c0.
X =
X—2

59. a) lim (Inx)? = +o et lim =5lnx = +% donc par

x—0 x>0

somme de limites : lim (Inx)? = 5lnx + 1=+,

x—0

b) lim x?lnx = 0 par croissance comparée et
x—0

, 1 .
lim —— = —% donc par somme des limites
o X

x—0

) 1
lim x2lnx — — = =0,
x—0 X

lnx[1+2] 1+g
) x

4
lnx(1—é] 1-—
X X

or lim 1+E= lim 1—é=1 donc par quotient des

c)

X—>+0 X X—>+00 X

. . lnx+2

limites on a lim =1
xo+e [nX — 4

157



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

1

—lnx 1lnx
2 __ 1

d) =
n2+1
NeIX w1 02| ol 102
lnx lnx

or lim lln_2 =0 d'oU par somme des limites :
x=+» | X

lim‘l+£=1

= X

et par quotient des limites

. lnvx 1
lim =—.
x=+ [n(2x) 2

e) [ERRATUM] Lexpression utilisée dans la pre-
miére édition du manuel est fausse et a été cor-
rigée sur les éditions suivantes, les éditions

suivantes et la correction ci-dessous utilisent :

lim (lnx)? + 2lnx

x—0

(nx(lnx +2)

or limlnx =limlnx + 2 = - donc par produit des

x—0 x—0

limites lim (lnx)2 + 2lnXx = +o0 .

x—0

f) limx-1=0 et lim X2lnX =0 par croissance

x—1 X—0

comparée donc lirq (x = lnlx =1 =0.

60.1. limM = limM = f’(0) avec

x—0 X x>0 x—0

fx) = n (1 +x). Or FIx) = —

1+ X
donc f’(0) = 1 et limln[1 + ] =1
x—0 X
2. lim (n(5x) _ limln[[5x -1+1 or lim5x — 120 et
sl DX =1 L1 5x -1 ol
5
. InlX +1
lim niX + ]=1 donc lim n(5x) =1.
=0 X ol 5X — 1
5

Dérivées de fonctions du type lnu

8 2
8x—4 2x-1

61.a) D; = E:w{;f’[x]=
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2x + 1
X2+ X +1
e D, =1-0;-2[U]1; +o[;
Ix2x+4) =[x =1 x2

b) D, =R ; FX) =

, (2x + 4)2 6
f[X]= =
X —1 2x + 4)(x = 1)
2X + 4
d) D,=10; +oel ; Fx) = —
er —

62. a) D= ]-o0; 4]
-1

244 — X —
et Flx) = 2 1

[\/4— x)2 ) 2\/4— x(4 - x)
b) D, = {x € R\ln2x > 0} = {x € R\2x > 1}=E;+o{
2

et f/(x) = 2% =
ln2x

_
xln2x

X

c)D,=Retf(x)=2xin(e*+ 1) + x?

e* +1
x2e*

=2xln(e* + 1) +
ex +1

d)D,={x ERW-1#0etx?-1>0}
={xXERWX#-Tetx#lTetx&€l-0;-1[UI1; +o[}
=]-00; -1{UIT; +0[

A{xz =1 - n(x? = 1(2x]

Flx) = 2=

(x2 1P
_ 2x(1-n(x2 = 1)
(x? —1?

el D, =R\H
4

2bx =N x 4 8

(4x —1)2 =4x—1
fID,={xERW -1>0}=]-00; -1[U]IT; +oo
2x  6xlln(x2 = 1P
i x2 =1

f[x) =

f/(x) = 3(ln (x2 - 1])2 x
X% —
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Exercices d’'entrainement p. 186-191

La fonction ln
63.1. ling[lnx 2=y

et lim - (1T+eJlnx = +o0

X—>+%

donc par somme de limites lim f(x) = +o.

fix) = Inx(tnx - (1 + &) + e et
limlnx =+ ; lim(lnx - (1+e]) =+ donc par pro-

X—>+% X—>+0

duit des limites lim f(x) = +c°.

X—>+0

2.a]f’[x]=2lnx><l—1+e=2lnx_1_e
X X X

b) Sur 10 ; +o[ ; x > 0 le signe de f’(x) ne dépend
donc que du signe de? lnx -1 -e.

T+e

1+e =
2lnx—1—e>0(:>lnX>T<:>X>e2

X 0 e 2 +00
Signe de f’(x) - 0 +
+00 +00
Sens de variation
de f \ ) [e _ 1]2 /
A
T+e]l (N+e)r (1+ef?
fl —|= - +e
2 4 2
_-(1+e)? + 4e
4
_ -e?2+2e-1
4
__(1+ep
A

¢) Sur lintervalle :IO;“Tel:, f est une fonction

strictement décroissante et continue, de plus

— 12
pour tout x € }O;“Tel' flxlel= _}(e 41] ;+o{ .

or 0 € | donc d'aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, Uéquation flx] = 0 admet une

unique solution sur }O;H—G[. De méme,

2

.. 1+e
on montre que sur Llintervalle T;+°°.

Uéquation flx) = 0 admet une unique solution.

Conclusion : f admet deux antécédents de 0 sur

10; +oo[.

d) Il s'agit de résoudre l'équation

(lnx)2- (1 +e)lnx +e=0.

On pose X = Inx, léquation revient alors a

résoudre : X2 - (1 +e)X+e=0
A=(1+e)?-4be=1-2e+e?=(1-¢)

\/Z=\/[1—e]2 =[1-el=e-1

D'oUX1=1+e_[e_1] 1+e+[e—1]=e.

=let X, =
Soitlnx=1< x=eoulnx=e o x=e".
Conclusion : on retrouve bien deux antécédents
pour 0 dont les valeurs exactes sont e et e®.

64.A.1.9'(x)=6x% + 2 ;sur]0; +oof, g’(x) est stric-
X

tement positive comme somme de termes posi-
tifs, la fonction g est donc strictement croissante
sur J0 ; +oof.

2.lim2x3 -1=-1et lirrglnx =-o

x—0 X

donc par somme de limites lingg[x] =-o0,

lim2x3 - T=+wet limlnx = +% donc par somme de

X—+%0 X—+0

limites, lim g(x) = +oo,

X—>+0
La fonction g est donc strictement croissante et
continue sur]0 ; + [, de plus pour toutx €10 ; +oo ;
glx) € R; or 0 € R donc d’'aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires, 'équation g(x) = 0 admet
une unique solution o sur lintervalle 10 ; +oo[.

A laide de la calculatrice on a : o = 0,86.
3.

X 0 o + 00
Sens de variation
deg
Signe de g - 0 +

B. 1.lim2x =0 et lim—ln—X =+ donc par somme de

x—0 x-0  x2?

limites limf(x) = +oo.

x—0
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. . Inx _
lim 2x =+ et lim — =0 par croissance compa-

X—>+00 x>+ X2

rée, donc par somme des limites : lim f(x) = +o.

X—>+00

2. Il s'agit d’étudier le signe de f(x) - 2x = _ln_zx ;or
X

pour tout x € 10 ; +o[ ; x2 > 0. Le signe de cette

différence ne dépend donc que du signe de -lnx.

Sur 10 ; 1[, -lnx > 0, la courbe 6, est donc stric-
tement au-dessus de A. Sur 11 ; +o[, -lnx < 0, la

courbe 6, est donc strictement en-dessous de A.

l><x2—lnx><2x

3.f(x)=2-X =2
X4 x4

_X- 2xlnx

1-2lnx _2x* -1+2Inx _g(x)
o X3 X

=2

Or sur]0; +o[, x* > 0, le signe de f’[x) ne dépend
donc que du signe de g(x).

4.
X 0 o 400
Signe de f’(x) - 0 +
Sens de variation +°\ iy
def f[O(] /
3 _
Avec flo) = boc - 1 car 202 -1+ 2lno = 0 soit
202
1
lno=—-od.
2
5.

- N W B~ O
| | I | I
T T T T T

0l 051 15 2 25

65.1.¢'(x) = 2X+l ; sur Uintervalle [1 ; +oo[, g’(x]
X

est strictement positive comme somme de termes
positifs, donc la fonction g est strictement crois-
sante sur [1; +o[.

Org(1)=0; le minimum de g étant nul cela sgnifie
que la fonction g est positive sur [1 ; +o[.
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1><x—lnx><1

2.a)f'x)=1- % =1
X2 X2

_1—lnx

x2=1+lnx _glx)

x? x?
b) Puisque la fonction g est positive sur [1; +o[ ; et
que x2>0; alors f’(x) = 0 sur[1 ; +oo[ ; par consé-
quent la fonction f est croissante sur [1 ; +oo[.

c) Il s’agit d’étudier le signe de f(x] - x = - ln_x

X
Sur [1; +[, x > 0 et -lnx < 0 par conséquent
flx) -x < 0surl1; +e[, ce quisignifie que la courbe
%, est en dessous de la droite D sur [1; +ool.

3.amk[k;k-%] et N ;K
k

Fou MkNﬁk-[k-%]:ﬁ_

k
b) N2
De%
Tant que D> 1072
N« N+1
D<—M

Fin du Tant que

On trouve k, = 648.

66.A.1.f(1)=3;f(1)=2etf2) =4ln2 + 1.
2.f(1)=83<b+c=3
Fx)=2+ b d'ol

X
ffll)=2<a+b=2
f2)=4In2+1 < aln2+2b+c=4ln2+1
Par identification:a=4et2b+c=1.
On doit alors résoudre :

a+b=2

b+c=3 @{bz_z

dac=1 72
onaalors : flx) = 4lnx - 2x + 5.

3.5=[1;3,5]

B. 1. lim4lnx=-o et lim-2x+5=5 donc par

x—0 x—0

somme des limites lirrgg[x] =-00,
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glx) = X[Alnx - 2] +5
X

lnx

lim—=0 par croissance comparée donc

X—+x ¥

lim dnx 2=-2 et limx=+% d'ou par produit

X—+00 X X—>+00

des limites lim g(x) = - .

2. et 3.g’[x]=z—1=ﬂsur]0 ; +oo[ x > 0 donc
X X

le signe de ¢g’(x) ne dépend que du signe de 2 - x.

X 0 2 +00

+ 0 -
/Zln2—1\
— 00 — 0

4.g(1)=2In1-1+1=0
1 est donc bien solution de ['équation g(x) = 0.

Signe de g’(x)

Sens de variation
deg

5. La fonction g est strictement décroissante sur
[2 ; +[ et continue ; de plus pour tout x € [2 ; + o[
onaglx)] €l=1-=;2In2 -1 orx € | donc d’aprés
le théoreme des valeurs intermédiaires, l'équa-
tion g(x) = 0 admet une unique solution o sur
Uintervalle [2 ; + .

o =351
6.

b) La courbe €, admet une asymptote verticale,
l'axe des ordonnées.

2.a) f’[x]=2[nxxl—g= 2nx-2_2lnx -1
X X X X

b) Surl0; +«[, x> 0et 2> 0: le signe de f’(x] ne
dépend donc que du signe de lnx - 1.

Inx-1>0elnx>1Tox>e

X 0 e +00

Signe de f’(x] - 0 +

Sens de variation
def

X 0 1 2 +00

Sens de variation
deg

Signe de g - 0 + 0 -

7.fx) =3 4lnx-2x+2=0
&2nx-x+1=0=g(x) =0
5=[1 ;OC]

67.1.a) lirrg[lnx]2 = +o etlim=2lnx = +o

x—0

donc par somme des limites lirTowf[x] = +00,

f(x) = nx(lnx = 2);orlim lnx = +et limlnx =2 =+,

X+ X—+%

donc par produit des limites lim f(x) = +c0.

X—>+%

3.flx) =0 & Inx(lnx - 2) = 0 ; il s'agit d'une équa-
tion produit nul ; Inx=0o0ulnx-2=0;S5=1{1; e?.
4.

- N W
| | 1 |
T T T T

X

? 1“2 3 4 56 7 8 9 1011 12 13

68. 1. -x=0avecxER, e =x;XxER]

. X N
ox=nlnx;xeER, ©—=Ilnx;xXER,
n

ohx-2-0;xeR
n
11

2.f(x]=lnx—§;onaf'[x]=———
n X n

1 1 1.1
———>0e—-—>—-<x<n

X n X n
X 0 n +00
Signe de f’(x] ¥ 0 _
lnn-1
Sens de variation
def
— 00 — 00

pour la limite de fen +o : f(x) = x[—l + ln_x]
n X
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Afin que U'équation (E,) admette deux solutions
il faut que lnn - 1 > 0 afin que le théoréme des
valeurs intermédiaires puisse étre appliqué.

lnn>1&n>esoitn=3.

69.1.alf(1)=2;f(1)=0

B><x—[a+blnx]><1

b] f’[X]= X =(b—a]—blnx

X2 X2
cdflll=2e=a=2
f(1)=0=(b-al=0aveca=2

onaalorsbh=2;flx) = 2+ 2lnx
X
2. a) f'[x]=ﬂ; puisque £>0 sur 10 ; +oo[ ;
X2 2

f’(x) a alors le méme signe que -lnx c’est-a-dire
flx) > 0 pourx€10; 1l et fIx) <0 pourx €11 ; +[.

b) lir?2+2lnx =-o et limx =0 donc par quotient

x—0

des limites lim2 +2lnx =
x—0 X

.2 . Inx . .
lim—=0 et lim—=0 par croissance comparée

X+ ¥ x—+% Y

donc par somme des limites lim f(x]) = 0.
X—>+00

c

X 0 1 +00
Signe de f’(x) + 0 -
2
Sens de variation
def
— 00 + 00

3. a) Sur lintervalle 10 ; 1] ; la fonction f est stric-
tement croissante et continue, de plus pour tout
x€10;1];fIxl€l=]-2;2]or0 & ldoncdapresle
théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation
flx) = 1 admet une unique solution o sur linter-
valle 10 ; 11.

b) A l'aide de la calculatrice, en tracant la courbe
6, et en cherchant la valeur de l'abscisse du point
d'intersection de 6, et de la droit d’équationy =1 ;
on détermine : 5 < < 6.

4. a) [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur a la 5¢ ligne du programme,
les éditions suivantes sont corrigées eton lit: a=0.
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Cette fonction Python permet de calculer limage
de x par f.

b) Ce programme permet de déterminer un enca-
drement de oca 107" pres.
c) Il faudrait changer :
b-a>0,1Tenb-a>0,01
et linstruction if serait a changer sous la forme :
if f(m)>1:
a=m
else:
b=m

3 9 g><x—2lnx><1
70.1.g’[x]=————+x

X X2 X2

3 2 2-2lnx
=——-—+

X X2 X2
_-3x-2+2-2lnx _-3x-2lnx _h(x]
- X2 - X2 _7

2. a) h'[x]=—3—g ; puisque x € ]0 ; +o[ alors
X

h’(x) < 0 comme somme de termes négatifs.
La fonction h est donc décroissante sur ]0 ; +o[.

b) lim-3x=0 et lim-2lnx =+% donc limh(x) = +o°

x—0 x—0 x—0

par somme des limites.

lim-3x=+% et lim-2lnx = -% donc lim f(x)=-o

X—>+00 X—>+% X—>+%

par somme des limites.

Sur lintervalle 10 ; +[ la fonction h est stricte-
ment décroissante et continue, de plus pour tout
x€10;+[; flx) €R;or0 & Rdonc d'apres le
théoréeme des valeurs intermédiaires, 'équation
h(x) = 0 admet une unique solution o.

c

X 0 o +00

Sens de

+ 00 _—
variation de h o

0 -

Signe de h +

3.a) Le signe de ¢’(x) est le méme que celui de h(x]
puisque X2 > 0 surR;.

X 0 a +0
Signe de g’(x) + 0 -
Sens de gla)
variation de g / \
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La fonction g est donc strictement croissante sur
10 ; of et strictement décroissante sur la. ; +o°[.

b]h[oc]=O«:>—3(x—21n(x=0<:>lnx:—§x

Org(oc]=3—3lnoc+g+21na
o o
EZX[—E D
T 100 A ) AR G i)
2 o o
2
23+ gl g D02
o o

D’apres le tableau de variation, on en déduit donc

que la fonction g admet un maximum en o valant
4,502 +2

glo) = ——.

Fonctions du type Ln (u(x))

71. [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur. Les éditions suivantes
sont corrigées et on utilise l'ensemble de défi-
nition [1 ; +oo[, ainsi que la fonction g utilisant
n _ .
x2+x-1

1. Pour que les deux courbes s’interceptent il faut
1

X2 +50% | " X2+ x-1

< In(x2+50x) = n(x2+x - 1)
oX+50x=x2+x-TetxE[1;+0[
S L9 =-1etxE[1;+0[

que flx)=glx) & In

(:)x=—i et x € [1; +o[ ce qui est
49

impossible ; par conséquent il n’existe pas de
point de 6 et 6" en lequel les deux courbes s’inter-
ceptent.

2. a) La distance AB tend vers 0.

b) lim((x) - g(x)) = lim ln[xz tX- 1]

X—>+0 X—>+00 X2 +50x

x2(1+1—i] LA
X2+X—1_ X x? X X2

- =
x2 + 50x X{“@] 1+@

or

X

et lim1+1—i= lim1+@=1 donc par quotient
X—>+00 X X2 x>+ X
. X2+ x-1
des limites : lim——=1.

x—+= X2 + 50X
Or limlnX =0 d'ou lim (f(x) - g(x)) = 0 ce qui signifie
que cette distance AB tend vers 0.

72. 1. La fonction €_passe par le point A0 ; 1) :
cela signifie que g[0f= Telnbl=1ob=ec Le
fait que la courbe ‘Gg admette au point d'abscisse 1
la droite d comme tangente signifie que g’(1) = 2.

=2

Org’lx) = 2 _dou JdN=2<
ax+b a+

=2 a=2a+2e &< a=-2e.

orb=edou
a+e

On a alors
glx) = In(-2ex + e) = In(e(-2x + 1))
=lne+n(-2x+1) =1+ n(-2x+ 1).

2.Dg={x€[l:\2\—2x+1 >O}=}—w;%{=l
2e

“dex+e 2x-1
le méme que celui de 2x - 1.

g'x)=- ; le signe de g’(x) est donc

1
Or sur lintervalle }OO;E{' 2x -1 < 0 soit

g’(x) < 0: par conséquent la fonction g est stricte-
ment décroissante sur |.

73. 1. Afin que f soit bien définie sur R, il faut
que e*+ 1 > 0 or pour tout x € R, e* > 0 donc
e*+ 1> 0surtoutR.

2.a) lim-x=+» or limeX=+» et limlnX =+

X—-% X—+ X—+0

dou lim fx) = +ce.

X—>=%

limeX=0 donc lime>*+1=1 et

X—-o X—>+00

lim-x=-c et

X+

limnX =0d’ou lim f(x)=0.

X->1 X—>+0%0

b) %, admet donc laxe des abscisses comme
asymptote horizontale en +oo.
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e—X

3.a)f(x)=-
e +1

b) Pour toutx € R, e*> 0 ete*+ 1> 0donc
f’(x) <0, la fonction fest donc strictement décrois-
sante sur R.
4.a)flx)=Inle*(1 +e))=ln(e™) +In(1 + ¢
= -x+ln (1+€¥

lime*=0 et

X—-

b) lir_r;[f(x] +xX)=ln(1+eX)=0 car

limlnX =0.

X1
Par conséquent lim(f(x] - (x)]=0 donc la droite d

d’équation y = -x est aymptote a la courbe en -,

c) fIx) - (-x) = In(1 + &) puisque pour tout x € R,
1+ex>1alors In(1+ e > 0 ce qui signifie que la
courbe 6, est au-dessus de la droite d sur R.

74.1. limx+1=0 orlinglnX =-o d’oU

x—-1 X

lim=-2ln(x + 1) = +o et limlx +1= % donc par

x—-1 x—>-19

somme des limites on a limf(x) = +.

x—-1

limM=0 par

X—o+oo X

ﬂm=u+n[1 ﬁﬂ@iﬂl+% or

E_ X+1
croissance comparée
doil lim 1 2ln(x+1) 1
o2 X+l 2
duit on en déduit lim f(x) = +.

X—>+0

, limx+1=+0 par pro-

X—>+0

2 pix) ) 2 _x+1=4_ x-3
2 x+1 2x+1 2x+1
X -1 3 +00
X-3 - 0 +
2(x - 1) 0 + +
Signe de f’(x) || - 0 +
+00 +00
valﬁs’(r;sndZe f T g- 2ln4 —

3. [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur la droite d'équation y = x est
utilisée. Les versions suivantes ainsi que la cor-
rection ci-dessous utilisent la droite d'équation
y=-X
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Il s'agit de résoudre l'équation :

flix =-1e X3 =-1;XxXE1-1;+x[
2(x+1)
e Xx-3=2x+1);x e ] ;+oc[<:>x=%

x € 1-1; +oo[. Il existe donc une tangente a Cﬁfau

point d’abscisse % paralléle a la droite d’équation
y = -X.

T1:y=f’l x—l +fl

3 3 3 3

y=- x—1 +z—2ln 4 =—x+§—2ln 4
3) 6 3 2 3

4. f(x) - [%x+ 1] =-2In(x+1

Pour tout x € ]-1; 0l ona 0 < x+ 1 < 1 donc
In(x + 1) < 0 et pour tout x € 10 ; +fon a
In(x + 1) > 0 par conséquent la courbe % est stric-
tement en-dessous de la droite d sur lintervalle
1-1; O[ et strictement au-dessus sur lintervalle
10 ; +oof.

75.1.f-1)=ln2elnla-b+c)=ln2
&a-b+c=2

nL|e2-2b+8c=7
8] 2

fl0l=0sInlcd)=0=c=1
Il s’agit de résoudre

a-b+1=2 a-b=1 b=1L -1,
a & o
~-20+8=7 " la-4b=-2

onaalors flx) = n(2x2 + x + 1).
4x +1

2. [x)= —
2X2 + X+ 1

Signe de 2x2 + x + 1 : A = -7 ce qui signifie que
le polyndme est toujours du signe de a = 2 ; donc
toujours positif, le signe de f’(x) ne dépend que du
signe de 4x + 1.
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X -0 - + 00

Signe de f(x) - 0 +

Sens de
variation de f

X X—= X—+%0 X

f[X]=x2[2+lj+1 or limx? =+ et lim2+1=2

donc par produit lim f(x) =+,

lim2x2 + X+ 1=+ or limlnX = +% donc

X—>+%0 X—+0

lim f(x] = +co.

X—>+0

f-1)=n(2x1-1+1)ln2
fl0)=n1=0

76. [ERRATUM] Sur la premiére édition du
manuel, la courbe affichée pour cet exercice n'est
pas la bonne. Cette erreur est corrigé sur les édi-
tions suivantes.

1. fl-x)=In S+X =-In 1 =-ln S-X on en
5-x 5+X 5+ X

5-X
déduit donc f(-x) = -f(x] autrement dit la fonction
f est impaire ce qui signifie que 6, est symétrique
par rapport a Uorigine du repeére.

2. a) li>m5+x=0+ et limb5-x=10 or limE=+oo

x—-5 X—0*
Xx—-5 X

donc lim f(x) = +.

x—-5
Ce qui signifie que ‘€, admet la droite d : x = -5
comme asymptote verticale.

-5+x]-(5-x)

b)  (x) = (5+x)2 _ -10 ><5+X
5-x (5+x2 " 5-x
5+x

o -10
5+x(B-x)

Sur]-5;0lona;5-x>0;5+x>0doncf(x) <0;
la fonction f est donc décroissante sur ]-5 ; 01.

c) T, :y=F(0)x+fl0) = -0,4x.

3. a) sur lintervalle ]-5 ; 0] la tangente semble
étre au-dessus de la courbe € et sur lintervalle
[0;5[; la tangente semble étre en dessous.

b) Il faut étudier le signe de

flx) - 0,4x = ln[S_X]H],Ax, il s'agit donc bien
5+ X
d'étudier le signe de h.
A= .2
5+x)5-x] 5
_-50+25+x)5-x] -2x?
© 5E+xB-x  55+x)E-x
d)
X -5 0 5
Signe de - 2x? - 0 -
deens o |0 v 0
Signe de h’(x] | 0 - 0 - 0
Sens de \0
variation de h T

e) Sur 1-5 ; 0[, h(x) > 0 donc la courbe €, est
au-dessus de la tangente. Sur 10 ; 5[ ; hlx) < 0
donc la courbe 6, est en dessous de la tangente.

77. A. Il semble y avoir deux solutions o et B véri-
flant-1 <o <0et0<B <.

B.1.a) x2+x*=x%1 +x]

Pour tout x € ]-» ; -1[ on ax? + x* < 0. Sur
1-1;0[U]l0 ; +[ on a x2 + x* > 0 et Uexpression
s'annule en -1 et 0.

b) Sur lintervalle]l-« ; -1[, puisque 3(x* + x%) est
négatif, 'équation n'a pas de solution car pour
toutx € R, ex> 0.

c) en 0, le membre de droite 3(x2 + x%) est nul,
tandis que le membre de gauche est strictement
positif, donc 0 n'est pas solution de (E).

2. Pourtoutx € 1=1-1;0[Ul0; +oe],

3(x2 +x3) > 0.

(B) e n(e) =B +x))etx €|
ox=n3+InKx(1+x))etx el
ox=n3+nxd+n(1+xjetxel
Sn3+nx)+n(1+x)-x=0etx el

3. a) limln(1+ x) = - donc par somme de limites

x—-1

limh(x) = -,

x—-1

165



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

lirTJln[XZ]=—OC donc par somme des limites
limh(x) = —o.
x—0
mﬂzx(mnuyﬁnn+mx1+x_q+m3
X 1+ X X

Oorlt m_ln[x] =0=lim {1+ x)

X+ Y x—>+% |4 X
T+x 1

N ¢ .
=~ +1dou lim—2 =1 par produit et somme
X X X+ Y

de limites on a lim h(x) = -,

X—+%

b]h’[x]=z+ T =2[1+X]+X—[1+X]X
X 1+X X(1+ x)
2+3X-Xx-x*2 —X2+2x+2
T e xix+
AdA=12;x =1 +\/5etx2= 1 —\/5
X -1 X, 0 X, +00
-X2+2X+ 2 - 0 + + 0 -
X(x + 1) 0 - - 0 + +
Signe de h’(x) + 0 - + 0 -
h{x,) hix,)
var?:t?jndje h _oo/ \_oo _OO/ \_w

hix,) = -0,11 < 0 et hlx,) = 1,69 > 0.

d) Sur lintervalle ]-1 ; 0[, la fonction h est néga-
tive donc Uéquation h(x) = 0 n'a pas de solution.
Sur lintervalle 10 ; x,[, la fonction h est stricte-
ment croissante et continue, de plus pour tout
x€10;x,[,onahlx)€l=]-%;hlx]lor0 € ldonc
d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
'équation h(x) = 0 admet une unique solution o
sur cet intervalle. De méme on démontre que sur
Uintervalle Ix, ; +[, l'équation h(x) = 0 admet une
unique solution .

o=062etBf=712.

e) La conjecture faite au A. ne pouvait pas étre
complete car la fenétre graphique ne permet pas

de voir les courbes pour x > 6, or la deuxieme
solution trouvée est supérieure a 7.

Quant a l'éventuelle solution sur ]-1; 0[ ; il aurait
fallu un pas plus précis sur l'axe des ordonnées
afin de mieux voir que les deux courbes ne s’inter-
ceptent pas a cet endroit.
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78.1.D0,={x ER;2x+1>0etx-4>0}

=]4;+00[eth={xe[R{;2X+1>0}
X-4

= :l—oo;—%ii Uld;+o[ . Puisque D, # D, les

deux fonctions ne sont donc pas égales.

2.a)limx - 4 =0 et lir?2x +1=9 donc lirT}g[X] = +00,
X—4 ~ -

X[2+lj 2+l 1
=—X or lim2+—=2et

[ AJ - 4 X—>+00 X
X|1-={ 1-—
X X

lim1—é=‘| donc par quotient et composée des
X

X+

>

glx) =

limites : lim g(x) = n2.

b) ¢'(x) = f'(x) sur ]4 ; +[ soit
2 19
2x+1 x-4 (2x+Nx-4)
3. a) Il s'agit de résoudre l'équation g’(x) = m

-9 -9 - ml2x + N(x - 4)
S————=m =0

(2x + 1)(x - 4) (2x + 1)(x - 4)
=2mx? +7mx+4m-5 _

Rx+Nx-4)
S-2mxX2+Tmx+4m -5=0;x € 4 ; +oo[.
A=(7m)? - 04 x (-2m) x (4m - 5)

=81m? - 40m = m(81m - 40)

m1=0etm2=ﬂ.

g'(x)=

40
Pour tout m E]—OO;O[U}E;H{ onaA>0.

Léquation admet donc deux solutions dis-
tinctes, donc pour ces valeurs de m, il existe deux
tangentes paralléles a la droite d_.

Pour m = 0 ou ng ; A = 0 ce qui signifie que

Uéquation n'a qu'une seule solution et donc il
existe une seule tangente paralléle a d_pour ces

valeurs de m. Pour tout me 0;% onaA<O

ce qui signifie que l'équation n’a aucune solution,
donc pour ces valeurs de m il n’existe aucune
tangente parallelead .
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b) Les tangentes a 6, ont pour équation
y=g'la)lx - a) + gla)

. - 2a+1
soity=——[x-al+In
(2a +1)(a - 4) a-4
Afin que la tangente passe par lorigine du repére
. 9a 2a+1
il faut que +Iln =
(2a + N(a - 4) a-4
Utitisons hlx) = —— X 4 1n 221,
(x - 4)(2x + 1) X-4
, 9x - 4)(2x + 1) - 9x(4x - 7) -9
R (x) = +
(x - 4)(2x + 11 (2x + 1)(x - 4)

_ 9Ax - 4)(2x + 1 - 9xl4x = 7) - 92x + x - 4)
(x = 4)2(2x + 1)

_ -9x(4x - 7)
(x - 412(2x + 1)2

Le signe de h’(x] ne dépend que du signe de
-9x(4x - 7) qui est toujours négatif sur 14 ; +oo[.

X 4 + 00

lim (n(1+ 2x) _0
e 142X

—+2
X

lim71+2x =+

X—+

d’ou par produit des limites lim f(x) = —co.
2 12 1-2x
1+ 2x

Surl0; +o[, 1+ 2x > 0 le signe de f’(x) ne dépend
donc que du signe de 1 - 2x.

b) f'(x]) =

1+ 2X

X 0

oIN|—

Signe de f’(x] +

1
In2--—
Sens de n 2
variation de f / \
0 +00

ln2

\oo

Sens de
variation de h

limg(x) = -0 d’ou lil’Tjh[X] =-o
X—4 X—

9x

lim——————=0et lim g(x) =ln2 donc
X—>+00 [X _ 4][2)( + ']] X400
lim h(x) = In2.

X—>+%

Sur lintervalle ]4 ; +[ la fonction h est stricte-
ment croissante et continue, de plus pour tout
X €14 ; of, hix) €1 =1-; In2[ or 0 € | donc
d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires,
'équation h(x) = 0 admet une unique solution o.
Il existe donc une tangente a ‘69 en o passant par
Uorigine du repére.

ln et suites
79.A.1.a) fix) = (1 + 2] E 2K X
1+2X 1+2X
=(1+2x) nfl+24 1 or lim1+2x=+» or
1+ 2x 1 X0
—+2
X

. X . .
lim In— =0 par croissance comparée donc
Xo+m X

2.(1)=ln3-1>0etfl2)=ln5-2<0.

Sur lintervalle [1 ; 2], la fonction f est stricte-
ment décroissante et continue, de plus f(1) > 0
et f[2) < 0d onc d’aprés le théoreme des valeurs
intermédiaires léquation flx)] = 0 admet une
unique solution o sur Uintervalle [1; 2], a laide de
la calculatrice on détermine o = 1,26.

B. 1.

La suite (u) semble croissante et converger vers
€=12.

2.PlnN)=theN,T<su=<u, <2}

Initialisation : u, = glu) =g(1) = In3 > 1Tetn3>2
donc 1 < u,< u, <2 d'ou P(0)est vérifiée.
Hérédité : on suppose qu'il existe n € N tel que

P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est encore
vraie.

n+1
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La fonction g est strictement croissante sur

>0.

[0;+c[carg’(x])=
+2X
I<u=u_,<2dapréslhypothese de récurrence,
or g est une fonction strictement croissante :
gll) < glu) <glu,) < g(2) or g1) = In3 > 1 et

n+1

gl2)=In5<2dot1=<u,  <u_,<2doluPln+1)
est vraie.
Conclusion : en vertu du principe de récurrence,

P(n) est donc vraie pour tout n € N.

3. Puisque u_ < u_, cela signifie que la suite (u )
est croissante ; de plus elle est majorée par 2
donc la suite est convergente.

Soit € la limite de cette suite, on montre alors que
¢ est solution de ['équation g(x) = x.
gx)=xeIn(1+2x)=x<flx) =0

D'aprés la partie A, cette équation admet une
unique solution acsur [1; 2] ; donc € = o = 1,26.

80.A.1.a) lim-ln(x2+ 1 =-% et lim x = - donc

X—-® X—=%

par somme des limites on a lim f(x) = —cc.

X—-

b) h’(x) = 3x2 - 2x = x(3x - 2)

. Inx . .
or lim——=0 par croissance comparée donc

x—>+% X
im1-3"X_1. e plus limx=+o par produit
X—+% X X—+%

des limites on a lim x = In(x3) = +o. f[x) > x - In (x3)

X—+%

donc lim f(x) = +e par comparaison.
2x  x2+1-2x  [x-1?

2. (x)=1- =
X2 +1

=0 la fonc-

X2 +1 X2 +1

tion f est croissante sur R.

X - +00

Sens de

variation de f

X 2 +00
Signe de h’(x) +
Sens de +
variation de h 3/
Signe de h(x) +

Sur lintervalle [2 ; +9[, h(x] > 0.
cflx)>x-lnlx¥) ox-lnx2+1)>x-ln(x)
sl -nk+1)>0

X3
Or In(x®) - n(x2 + 1) = In

sur lintervalle
X2 +1

| = [2; +[ cela revient alors a résoudre

3 3
n| = |> M=
X2 +1 X2 +1

x>+ ;xElexd-x-1>0;xel.

>1:x€el

Or sur |, h(x) > 0, on peut donc en déduire que
pour tout x > 2, f{x) > x - In (x3).

d]X—ln[X3]=X—3lnx=x(1—3l—nX}
X

168

3.fxl=xeo-lnx+1)=0=x2+1=1=x2=0
=x=0

B.1.Soit Pn) ={0 < u <1}

Initialisation : u, = 1 donc P(0) vraie.

Hérédité : on suppose qu’il existe un entier naturel
k tel que Plk) est vraie et montrons que Plk + 1)
est vraie.

D'apres l'hypothese de récurrence : 0 < u, < 1.
Comme fest croissante sur R, f(0) < f(u, ) < f(1) or
flo)=0;f1)=1-1In(2) <1doncO0=<u,, < 1donc
Plk + 1) est vraie.

Conclusion : en vertu du principe de récurrence,
'hypothése P(n) est vraie pour tout n € N.

2. Soit Hln) ={u , <u}.

Initialisation : v, = u, - In(u? + 1) =1 - n(2) <1
doncu, < u,.

Hérédité : on suppose qu’il existe un entier naturel

k tel que H(k) est vraie et montrons que Hlk + 1)
est vraie.

D'apres Uhypothese de récurrence : u, , < u, or f
est une fonction croissante sur R donc flu,,,) < flu
Jeu,, <u,, donc Hlk + 1) est vraie.

Conclusion : en vertu du principe de récurrence,
'hypothése H(n) est vraie pour tout n € N.

3. La suite (u ) est décroissante puisque u_,, < u_
et minorée par 0 donc la suite (u ) est convergente.
On montre que cette suite converge vers ¢ solution
de l'équation flx) = x & x = 0 d’aprés la partie A,
d'ou €¢=0.

4. Role de ce programme : déterminer le rang n a
partir duquel les termes de la suite (u ) deviennent
strictement inférieurs a 0,01.
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81.1.a) un=u0xq"=3x(%]

blv, =lnlu,) =n| 3 x 1 =In3+nln 1
4 4

=ln3-nln4
v.=In3-[(n+1n4-In3+nlnb=-Ilnk
La suite (v ) est une suite arithmétique de raison [n4.

%

nel

On pouvait aussi montrer que v_ = an + b donc il
s'agit d'une suite arithmétique de raison r = a.

+V In3+n3 -nlna
X—

2.a]5n=[n+1]><V°T”=[n+1]

2Iln3-2In2 _

=(n+1) (n+1)(tn3-1n2)

b) im(n+1 =+ etln3-Iln2>0donc lim§, =+x.

n—+m% n—+o
3.a)es =entitth gl X el X ... X en

=U XU, X..xu =P

n n

b) lim S, = +% donc lime* =+ donc lim P, = +o.

n—>+ n—+o n—+%

82.1.alv,,,-v, =lnlu,,,) - nlu,,) - Inlu,.,) + Inu,)
UZ
=ln| —2 |- 2In[u,,,) + n(u,)
exu,
=2ln(u, J-lne-Inlu)-2ln(u ) +Inlu)=-1

La suite (v ) est une suite arithmétique de raison
r=-1.

v,=Inlu)-Infu) =1
blv =v,+nx(-1)=1-n

2.a]5n=n><V°+V”‘1 =nx1+1+[n—1]=n(3—n]
2 2 2
b) Soit P(n) ={S =Inlu);n €N}
Initialisation : S, =v, =1=w, donc P(1) est

vraie.

Hérédité : on suppose qu'il existe un entier naturel
k tel que Plk) est vraie et montrons que Plk + 1)
est vraie.

Sk+1

=ln(u

=S, +v,=Ilnlu)+Inlu,)-Inlu)

.., donc Plk + 1) est vraie.

Conclusion : en vertu du principe de récurrence,
l'hypothése P(n) est vraie pour tout n € N",

3. a) D'aprés la question 2. on en déduit que

_ n(3-n)
i3 n]:ln[un]@unze 2

lim n[32— n) =-oor lime* =0donc limu, =0.
n—+% X—- n—+o
b)
N0
N(3-N)
Ue—e 2

Tant que U= 10"
N N+1

N(3-N)
Ue—e 2

Fin du Tant que

n(3-n)

de 7 <10 o n(3-n)

< n(10-%0)

< -n2+3n+100ln10<0
A=9+400ln 10

_3+\9+400I10

n

2
3-4/9+400ln10
n=" N T 137
2
X 0 n1 +00
signe de _
~x2+x+100(n10 * 0

nl(3-n)

Donce 2 <103 partirden=17.

. 1
et = or lim——=1
(x+1) 1 )t
T+ — 1+ —
X X

83. 1. lim 1 =0

X+ Y +'|

limlnX =0 donc limln[ X

=0 ainsi par somme
X—1 X+o0 X+ 1

des limites lim f(x) = 0.

X+

X+1-x
- 2 -
2.fK e, 1
(1+ x)? X (1+xP2 x(x+1)
X+1
x0T

xx+12  x(x+1?
169
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3. a) Pour tout x € [1 ; +[, f/(x) > 0 donc la fonc-
tion f est strictement croissante sur [1 ; +ool.

1 .
b) f(1) = 5 -n2<0;surlintervalle [1; +[, la fonc-
tion f est strictement croissante et continue, de

plus pourtoutx € [1; +[; flx) € B - ln2;0{ donc

la fonction f est strictement négative sur [1 ; +oo[.

B. 1. Ce programme calcule la valeur de U, + InN.

PourN=30naura:u3+ln3=1+1+l=ﬂ.
2 3 6

2. _ .
N « valeur saisie

U=0
Pour j variant de 1 a N
1

U=U+-
i

Fin Pour
U« U-InN
Afficher U

3. La suite semble décroissante.

A B
n un

1
0,8068528194
0,7347210447
0,6970389722
0,6738954209
0,6582405308
0,6469469938
0,6384156012
0,6317436766

0,626383161
0,6219820721
0,6183040284
0,6151843977
0,6125049969
0,6101787921

0,608140271
0,6063391786
0,6047363203

0,603300678
0,6020073836

0,600836267
0,5997707969
0,5987972952
0,5979043474
0,5970823529
0,5963231782
0,5956198872
0,5949665288
0,5943579676

O[O0~ T BN[W[IN| —

oo~ g B[ WIN|—

~O

N
o
~O

N
—_
N
o

N
N
N
N

—
W
—
N

=
~
N
w

=
al
N
~

N
o~
N
[$2]

N
~J
N
o~

—
[ec]
—_
~

N
~O
—_
[oe]

N
o
—
~O

N
—_
N
o

N
N
N
—_

N
W
N
N

N
~
N
w

N
al
N
~

N
o~
N
[$2]

N
~J
N
o~

N
[ec]
N
~

N
~O
N
[ec}

w
o
N
~O
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4. U,M—un=1+1+1+,,.+1+L—ln[n+1]—1
3 n n+l
—l—...—1+lnn

2 n

- | = )
n+1 n+1

Puisque f est négative sur [1; +o[ alors

u.-u<0ou
n,+1 oon n+
décroissante.

, < u_:lasuite (u) est donc

’I]

X[ 3+— 1 1
3+— 3+—
84.1.3X+1—[ X X

. = orlim—1=3
X+ x['|+1] 1+ — 1+ —
X X X

donc f

X—>+% X + ’I

limln[3x+1]=ln3. Cela signifie que 4

admet une asymptote horizontale en +o d'équa-
tiony=1In3.

3(x+1-0Bx+1)
2.8l X*W 2
3x+1 (x+NBx+1
X+1

b) Pourtoutx € [0;+>[onax+1>0et3x+1>0
donc f’[x) > 0, la fonction f est donc strictement
croissante sur [0 ; +f.

B. 1. Soit Pln) = {% <u., < un}.

Initialisation : u, = flu ) = f(3) = ln[g] <3 et

ln[g] >% par conséquent % < u, <u,donc P(0) est

vraie.
Hérédité : d’apres Uhypothese de récurrence

Esuk+1 < u,, puisque f est une fonction stricte-

. 1
ment croissante on a alors : f 2 <flu)=< flu)

1 5
soit §< ln[gj <u,,, <U,,, donc Plk + 1) est vraie.

Conclusion : en vertu du principe de récurrence,
'hypothése P(n) est vraie pour tout n € N.
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2. Puisque u_, < u_la suite est alors décroissante
et minorée par 0,5 ; la suite est donc convergente
vers£=0,5>0.

85. A 1.1 (x)=1-— =%
Xx+1 Xx+1

Pourtoutx e [0;+x[onax>0etx+1>0donc
f’(x) > 0 ; la fonction f est donc strictement crois-
sante sur [0 ; +[.

2. fl0) = 0 ; puisque la fonction est croissante sur
[0;+o[alorsflx) =0 x=ln(x+1).

B.1.a) Pln) = {u = 0}
Initialisation : u; = 1 > 0 donc P(0) est vraie.

Hérédité : on suppose qu’il existe un entier naturel
k tel que Plk) est vraie et montrons que Plk + 1)
est vraie.

D’aprés U'hypothése de récurrence :
u, = 0 donc flu,) = (0] car fest croissante.
Soitu,,, = 0, donc Plk + 1] est vraie.

Conclusion : en vertu du principe de récurrence,
l'hypothése P(n) est vraie pour tout n € N.

blu, -u=-Inl1+u)oru =0donc1+u =1
douln(1+u)=0ainsiu  -u <O0lasuite(u])est
donc décroissante.

1

On en déduitu, < u,soitu <1.

c) La suite (u ) est décroissante et minorée par 0 ;
elle est donc convergente.
2.flx)=x=-In(1+x)]=0<x=0;douf=0.
3.a)

P« valeur saisie
N«O0
Ue1
Tant que U= 10"
N« N+1
Ue—U-1In(1+V)
Fin du Tant que
Afficher N

b)

A partir du rang n = 5, tous les termes de la suite
seront inférieurs a 107",

Modélisations

86. 1. Puisque u_, = u_x 1,5 cela signifie que la
suite (u ) est géométrique de raison g = 1,5 et de
T¢" terme u, = 10 000.

2.u =u,xq"=10000x 1,5
3.10000 x 1,5" > 1000 000 ¢ 1,5" > 100
In100

(n15

Snn1,5> 0100 n >

Soit n = 12 ; ce qui signifie qu'au bout de 12h, le
nombre de bactéries aura dépassé le million.

87. Soit A lévénement : « obtenir au moins une
boule blanche », on a alors A : « n"obtenir aucune
boule blanche ».

P[A]=1—P[Z]=1—(§J
6

On veut P(A) = 0,999 < 1 - [gj =0,999
5) 5
= [EJ <0001 nln{g] =< (n(0,001)

(n(0,007)
=

n=——m ——
ln[EJ
6

soit n = 38 ; cela signifie qu’il faut effectuer au
moins 38 tirages afin que la probabilité d'obtenir
au moins 1 boule blanche soit supérieure a 0,999.

88. Soit C_ le capital obtenu au bout de la n-ieme
année,ona (,=2500etC=C,x 1,017 5" La suite
(C)) est géométrique de raison g =1+ % =10175
car pour passer du capital d'une année a lautre
on augmente ce dernier de 1,75 %.

On veut déterminer n tel que

C,=5000« 2500x1,0175" = 5000
ln2

(n1,0175

soit n = 40. Il faudra donc attendre 40 ans pour
doubler le capital.

< 1,0175"=2e=n=
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89.1. u.,=u x 1,02 il s'agit donc d’une suite géo-  Le 2° placement est meilleur avec ces conditions
métrique de raison 1,02 et de 1°" terme 1 200. initiales.
2. On veut déterminer n tel que u, = 3 600 < 1200 i) ¢
X 1,020 =3 600 & 1,020 = 3 & n = soit m| 100 |
In1.02 2.a)Cx 1+100 Cx|1+ | puisque
n = 56.
Au bout de 56 ans, le capital aura triplé. m
t
2 : x| : 100 _ .~ . .
90. A. 1. h(X) = x _X? ~nl1+x }'ﬂl[“;] =e* alors mlex 1+7 =gl 3insi
— - —y2

Hix)=1-x 1 =[1 x)(1+ x) 1= X .

T+ X T+ X T+ X t :
Pourtoutx =0o0nal+x>0et-xX*<0donc |imCx|1+| =Cein

h’(x)<0:lafonction hestdonc strictementdécrois- ™~
sante sur [0 ; +oo[ d'ou pour tout x = 0 : h(x) < h(0).
Soit hix) <0 x - X—2$ln[‘|+ . b) (?n veut detetrmlnerttel que

2 L Ceil =2C o e =2 & —— = n2
gx) =x-1In(1 +x; ¢gXJ=1-—= ; pour 100

Tex T+x & t=100ln2.

tout x = 0 : ¢’'(x) = 0. La fonction g est donc
croissante sur [0 ; +%[ soit glx) = g(0) d'ou
gx) =0 x=In(1+x). ,

L X2 91.1.5730=-kln| - | =k =
Onendéduit: x-— <ln(1 +x) <x. 2

[l faudrait un pourcentage d’environ 69,31 %.

5730
ln2

=~ 8267

2.a) Alx) =-8267ln0,25 = 11 460

t n
2.0nal, =Cx [1 +ﬁ] on veut U'age de cette coquille est d’environ 11 460 ans.

¢ ! b]2183=—8267lnxc>lnx=—@

C=3C=Cx1+—| =3C 8267
100 2w
¢ n3 S x=e 827 =078
< nln[1 + ﬁ] =n3en=——m— La proportion de carbine 14 est d’environ 0,78.
ln[1+—j
92. Groupe 1:
or pour de petites valeurs de t on peut considérer 4__y
n 1+L L d'oUn?E soitn?mmn3 soit 3T @
100) 100 2N :
100 i x
environ n =10, 0] 1234567 891011121314151617
t

B. 1. Placement en composition annuelle, au bout La limite de MN semble &tre +c°.
d'unan:1500x1,05=1575.

Placement en composition mensuelle, au bout
12

5
d'unan:1500%|1+2 | ~1576,74.
100
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Groupe 2 :
A B (= D

] x y_M y_N MN

2 1 0 1 1
3 100 | 4,605170186 10 | 5,394829814
4 1991 5,293304825| 14,10673598 | 8,813431155
5 298| 5,697093487 | 17,2626765| 11,56558302
[} 397 5,983936281 | 19,92485885 | 13,94092256
7 496 | 6,206575927 | 22,27105745 | 16,06448152
8 595 | 6,388561406 | 24,39262184 | 18,00406043
9 694 | 6,542471961 | 26,34387974 | 19,80140778
10 793 | 6,675823222 | 28,16025568 | 21,48443246
11 892 | 6,793466133 | 29,86636905 | 23,07290291
12 991 | 6,898714534 | 31,48015248 | 24,58143794
13 1090 | 6,993932975 | 33,01514804 | 26,02121506
14 1189 | 7,080867897 | 34,4818793| 27,4010114
15 1288 | 7,160845907 | 35,88871689 | 28,72787098
16 1387 | 7,23489842 | 37,2424489 | 30,00755048
17 1486 | 7,303843225 | 38,54867053 | 31,24482731
18 1585 | 7,368339686 | 39,81205847 | 32,44371879
19 1684 | 7,428927195 | 41,03656906 | 33,60764186
20 1783 | 7,486052618 | 42,22558466 | 34,73953204
21 1882 | 7,54009032 | 43,38202393 | 35,84193361
22 1981 | 7,591357047 | 44,50842617 | 36,91706912
23 2080 | 7,640123173 45,607017 | 37,96689383
24 2179 | 7,686621335 | 46,67976007 | 38,99313873
25 2278 | 7,731053144 | 47,72839826 | 39,99734511
26 2377 | 7,773594467 | 48,75448697 | 40,98089251
27 2476 | 7,814399634 | 49,75942122 | 41,94502158
28 2575 | 7,853604813 | 50,74445783 | 42,89085301
29 2674 | 7,891330758 | 51,7107339 | 43,81940314
30 2773 | 7,927685046 | 52,65928218 | 44,73159714

La limite semble étre + .

Groupe 3

N1

D JIN-InN

Pour i variant de 1 a 107
N« N+1
D JN-InN

Fin Pour

Afficher N

Sur Python :

from math import*
N=1
D=sqrt(N) - log(N)
for i in range(1,10**7):
N=N+1
D=sqrt(N) - log(N)
print (D)

On obtient alors sur la console :

>>>
3146.159564517421

La limite semble effectivement étre + .

lnx

Groupe 4 :
x| _ ol

\/;—lnx=\/; \/; \/;

[ 20t
Jx

or lim \/; =+ et lim M =0 par croissance com-

X—>+0 Xt X
_2nix) _

2ln[[
K Jx

x] =0 ainsi M 1
X
=+o par produit des

parée d'ou lim

X—>+%

[ X—>+%

o 2In(Vx)
dou limyx 1-——
X—>+90 ,X

limites.

Exercices bilan p. 192

93. Calcul d’aire et étude de In
1. Soit g la fonction associé a laire du rectangle

OPMQ. g(x]=x x f,[x) = ax - xln X

a
1
gxl=a-ln Xloxx2@=a-tnX|-1
a X a
q X a X -
gX)>0eln| - |<a-1Te=<e';x<0
a a
&0 <x<age”!
X 0 ges”! +00
Signe de g’(x) + 0 -
g’lae*-")
Sens de
variation de g
— 00 — 00

glae®') = ae*’

M(ae® " ; ae®)

2. |l s'agitde résoudre ae*'=a < e* ' =1
a-1=0sa=1

Il existe une seule valeur :a = 1.

94. Avec une fonction auxiliaire

A.1.v:x— ln(x] est strictement croissante
surl0 ; +oo[ ; de plus w : X — x - 3 est une fonction
strictement croissante sur R, par conséquent la

173
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fonction u est strictement croissante sur ]0 ; +oo[
comme somme de fonctions croissantes sur cet
intervalle.

2.ul2)=ln2-1<0cetul3 =In3>0; par consé-
quent la fonction u est strictement croissante et
continue sur 10 ; +o[, de plus u(2) < 0 et u(3) > 0,
donc d'aprés le théoréme des valeurs intermé-
diaires l'équation u(x) = 0 admet une unique solu-
tion o..

3.

X 0 o +00

Sens de

> +x
e —
variationdeu | -« 0

Signe de u - 0 +

B. 1. lim1—l=—oo et lingln[x] -2=-00 par produit
xiO X =

des limites on a alors lirrowf[x] =400,

L

2.a) Flx) = —(lnx - 2) +
x2 X X

_lnx-2+x=1_Inx+x-3 ulx

X2 X2 X
b) Pour tout x € 10 ; +o[ : x? > 0 donc le signe de
f(x) est le méme que celui de u(x).

La fonction f est donc décroissante sur 10 ; al et
croissante sur Jo ; +oof.

C. 1.f[x]—lnx=[1—1}[lnx—2]+2—lnx
X

lnx 2 2-lnx
+ — =

X X X
2.2-lnx>0elnx<2sx<e?

Donc sur lintervalle 10 ; e[ : fx) - Inx >0 ce qui
signifie que C est au-dessus de C’ et sur linter-
valle Je? ; +oo[ : f{x) - Inx < 0 donc la courbe C est
en dessous de C".

95. Limite et taux d’accroissement
1.D0,={x ER\x*-3> 0}

~Tooo; \BINW3 4l = D
2X
X2 -

f(x) =

174

2. im0 i o) car 20 = 05 o
X2 =2  x92 X -
f(2) =4d'oﬁlimﬂ=4.
x->2 X — 2
Il s'agit de résoudre l'équation
Fix)=Te X —1es2x=x2=3; xED,

x? -3
il s'agit de résoudre x2-2x-3=0
A=16;x,=-1etx,=3.
Il existe donc deux tangentes a 6, paralleles a la

droite d’équation y = x + 5 aux points d'abscisse
-1et3.

96. Modélisation

A1LFPX)=lnlx+N+(x+1x -3

X+ 1
=lnx+1)+1-3=lnlx+1)-2

2.lnx+1-2>0snlx+1)>2
ox+1>e?eox>e?-1

X 0 e?-1 + 00
Signe de f'(x) - 0 +
0 211n21-53
Sens de /
variation de f
10 - e?
3.7(0)=-2
B. _
from math import*
def f(X):
y=(x+1)*log(x+1)- 3*x+7
return y
S=0
for k in range (20):
S=S+sgrt(1+(F(k+1)- F(k))**2)*10
print (S)

La console affiche :

>>>
245.20431466337828

97. lnu et tangente
1.f2)=2ln1-2+2=0doul(2; f(2)) donc | €€,

f[2e]=2eln[2?e]—2e+2=2elne—2e+2=2

d’ou B(2e ; f[2e)) donc B € €,
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f(x)=n Xlexx2-1=1n| X ]+1-1
2 2

=Iln

N X N =

Or f’[2]=ln[§]=0 ce qui signifie que la tangente

a6, en | est horizontale autrement dit parallele a
'axe des abscisses.

2.7, :y="1"(2e]x - 2e] + f[2e)
f’[2e]=ln[2?e]=lne=1 doluy = [x - 2e] + 2 soit

y=X-2e+2.
3. Il s'agit de résoudre l'équation x - 2e + 2 =10

& x = 2e - 2. Le point D a pour coordonnées
(2e - 2;0).

98. Position relative et croissance comparée
11 x-2

x-1 [x-17 (x-1

pour tout x € 11 ; +eo[ et (x - 1)2> 0 : le signe de

f'(x) ne dépend donc que du signe de x - 2.

1.f(x) =

X 1 2 + 00
Signe de f(x) - 0 +
Sens de * +®
variation de f \ 1 /

1

f(x) = (1+{x = Mn(x-1)
x-1
orlirr?x—1=0 etlimXlnX=0
= X—0

dou lirT?[x -Mn(x-1=0

ainsi lirr1w1 +(x-TMnlx-10=1

et lim%:wo donc par produit des limites
xi>1x_
limf(x) = +oo.

x—1

imUn(x - 1=+ et limL=0 donc par somme

X—>+00 X400 Y — ’|

des limites Llim f(x) = +o.

X—>+%0

2. a) f[lx)-1=lnlx-1+

-1=0 car dapres

le tableau de variations, f admet un minimum

valant 1; par conséquent la courbe 6, est toujours
au-dessus de la droite d’équationy = 1.

b) Il s’agit d"étudier le signe de
~linlx- 1 - 222
X =1 X =1
=nlx-D-(n(x-12+2
On pose X = In(x - 1).

f(x) - glx)=n(x -1+

Il s'agit alors d’étudier le signe de : = X2 + X + 2.
A=9;X =2etX, =-1
soitlnlx-1=2ex-1=e?ox=¢e2+1

etln(x-1= —1<:>x—1=l(:»x=l+1.
e e
X 1 1+1 241
e e+ + 00
Signe de
) - glx) 0+

Par conséquent la courbe %6, est strictement
au-dessus de la courbe % sur les intervalles

1 )
1, —+ 1{ etsurle?+1;+oof et €, est strictementen
e

dessous de ‘69 sur l'intervalle }1 +71;e2 + 1{

e
99.C 100.cC
101.c 102.D
103.B 104.D
105.C

Préparer le BAC Je révise p. 195

106. Retrouver Uexpression de la fonction
1.Al0;1)e€b=f0l=1=c=1
Graphiquement on voit que 7/(0) = -1 or

f[x)=2ax +b -
X+1

douf(0)=-1b-1=-1=b=0;
f’[1]=§<:>28—1=§4:>a=1

2 2 2
doUuflx)=x2+1-1Inlx+1).
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1 _2x2+2x—1
X+ 1 X+1

x + 1 > 0 donc le signe de f(x)est le méme que
celui de2x? + 2x - 1.
—1+\/§

2
Signe de f/(x] - 0 +

2.f(x)=2x - sur]-1; o et

X -1

Sens de

iation de f -
variation de f[ 14.2\/5] 182

limx+1=0 et er[}—ln(X]=+oo_ de plus limx? +1=2
X—-1 —| x—-1
donc par somme des limites on a limf(x) = +co,

x—-1

_ In(x +1)

flx)=x2 1 +1pour

[x+1]2]
X +1:0r

(x + 1) X2

limx+ 1=+ et lim &z(] =0 par croissance

X—>+% X—+

comparée

2 2
et lim(x—”J = lim[‘l+l] =1, limx? =+ et donc

X—+0 X X—>+0 X X—>+%0

Xzo;f[x]=xz[1_ln[x+1]

par produit des limites on a lim f(x) = +c°.

X—>+%

3. Cela revient a résoudre f’(x) x f’(0) = -1

X [(-1) = -1 2x2 +x - 2 =0 avec
—1+\/ﬁ
A

tangente a 6, perpendiculaire a T .
4 f(x)-glx)=-4-In(x+1) <0

e x e let -1 ; +9[ donc %, est en dessous de
% surle®-1;+cfetau-dessus sur]-1;e*-1[.

fix)-hx)=-nx+ 1) +n(x2+ 6x+5) >0
X2 +5xX + 4

& 2X -

X+1

XE 1-1; +0[ & x= , il existe donc une

>0 avec x € ]-1; +=[ ce qui est
X+1

toujours le cas sur ]-1 ; +o[ par conséquent
la courbe 6, est toujours au-dessus de ¢, sur
I-1; +ool.
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h(x) - g(x)=-4 - In(x?+ 6x+5) <O0avecx € ]-1; + o[
o xel-1;-3+4/4+e*[ donc la courbe <6h est en

dessous de la courbe %g sur -1;-3+ /4 +e™*[ et

au-dessus sur]-3+4/4 +e™ ; +l[.

107. Avec une fonction auxiliaire
1.a) lin35x2 -2+2lnx=-m»

et lim2x2? =0* donc par quotient de limites on a

x—0

lingg[x] = -0,
2 5_ 2, 2lnx 2 2lnx
X2 X2 5- 2 * 2
glx) = =—X X
2x? 2

. lnx . ,
or l|m—2=0 par croissance comparée et par
X+ Y
2  2lnx
5__2+ 2 5
somme des limites lim —*— X~ - =

X—>+%0 2 2

X—>+%

soit lim glx) = g

10x +z (2x2) - (5%2 - 2 + 2lnX) X 4%

b) g’(x) =
J 4x4
_3-2lnx
=
3
X 0 oc(\/E) +o0
Signe de g’(x) + 0 -
5e? +1
Sens de 7 93
variation de g - 0 \ K]
- 2
Signedeg’x) | - 0 +

c) Sur lintervalle 10,5 ; 1[, g est une fonction conti-
nue, strictement croissante telle que g(0,5) < 0 et
g(1] > 0, donc d’aprés le T.V.I. l'équation g(x) = 0
admet une unique solution o sur 10,5 ; 1[. Sur
10; 0,5[, la fonction g est négative donc l'équation
g(x) = 0 n’a pas de solution.

Sur 11 ; +oo[ la fonction g est positive donc l'équa-
tion g(x) = 0 n"admet pas de solution.

d) Voir tableau.
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2. a) limbx? -2lnx=+» et lim2x=0* donc par

x—0 x—0

quotient de limites limf(x) = +o.

x—0

x2[5 i er;x] x[5 ) Zlnsz
X X
flx) = _ (nx

2X 2 X—>+0 X2

croissance comparée donc lim

X—+%©

parproduitet quotientdes limites, soit lim f(x) = +o.

X—>+%0

10x—E x 2% - [5x% = 2lnx) x 2
4Lx? 2x?

Le signe de f’(x) est donc du signe de g(x).

b) f(x) =

X 0 o + 00
Signe de /(x] .\ 0 _
=signe de g

Sens de e e

T

flo

/

variation de f

c) D'apres le tableau de variations, on déduit que

2 _
fadmet un minimum en o valant flo) = 5‘3‘2&
o

oronagla)=02lna=2-502dou

5a2 - 2+b0? bo? -1
fla) = = :

200 o )
2 .90 =1

d) o > 0,5 donc 502 - 1 > 0 d’ou >0, le

o
minimum de f étant positif, f est donc toujours

positive sur ]0 ; +oo[.

108. Probabilités et In
1.

PR
loi des probabilités totale, d'olr,

J=r ,=095r +0,2(1-r)dapresla

. =0,75r +0,2.
2. Soit (H ) Uhypothése de récurrence :

{r =0,1x0,75"" +0,8}.

Initialisation : r, = 0,9 or 0,1 x 0,75°+0,8=0,9
L'hypothése est donc bien vérifiée pourn=1.

n+1

Hérédité : on suppose qu’il existe un entier k tel
que (H,) est vraie et montrons que (H, ) est encore
vraie.

r.,=075r+0,2

=0,75x (0,1 x 0,75" + 0,8) + 0,2
r.,=01x0,75+0,8
(H,,,) est donc vraie.

k+1

Conclusion : en vertu du principe de récurrence on
adonc bienr =0,1x0,75""+0,8.

3.a)

R« 0,9
N1
Tant que R > 0,800 01
N N+1
R«075*R+0,2
Fin du Tant que

b) 0,1x0,75"" + 0,8 < 0,80001
< 0,7"'=<0,0001
(n(0,0007)
n=-——-

(n(0,7)
n=27.

+Tdonc c’est vérifié a partir de

109. ln(u), limites et variations

1
1. Pour tout x ER", iz >0ete x>0doncglx) >0
X

d'ol nl(glx])) est toujours bien définie pour tout
x€ER".
1 1
2. hix)=ln —e x
XZ

1 - -_—
= ln[i] + ln[e_;J - _olpx— 2 22XInx -1
X2 X «

3. a) limxlnx =0 par croissance comparée donc
x—0

lim h(x) = -0 par somme et quotient de limites.

x—0

b]lirr01 In(g(x)) = -0 or&irrg (n(X) = —cc donclim g(x] = 0.
X—>! — x—0

177
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Exercices vers le supérieur  p. 196-197

110. Relation fonctionnelle
1. Si la fonction était définie en 0, on aurait :

f(0) = f(0 x 0) = f(0) + f(0) = 2(0)
et donc nécessairement f(0) =
Or fla) + f(0) = fla) si f(0) = 0, par ailleurs d’apreés la

définition de £ :

fla) + fl0) = fla x 0) = f(0) = O, ce qui serait donc
contradictoire avec le fait que la fonction f soit non
nulle.

Une telle fonction n’est donc pas définie en 0.
2. (1) =f(1x 1) =2f(1) d’ou (1) = 0.

3.f[yx1] f[X]etf[yxiJ f[y]+f[xj;donc
y
f(x) = f[y]+f[J (J f(x) - fly).
ek
]f[X+h] f(x)

f[1+—]—f['|]
car f(1) =

—XX
X

f[1 . ﬁ] - (1)
f(x + h) - f(x) _ X
h

4.

Donc

> | >
>

flx + h) - f(x)
h

fp+ﬁ)—ﬂﬂ
Y

b) f/(x) = lim
h—0

=lim
h—0

X —
X

h
X
ﬁj -1

X 1

h—0 h X
X

178

><|:~

m

5. Puisque x €]0; +oo[ et 1 >0 donc f’(x) > 0 d’ou
X

la fonction f est strictement croissante sur]0 ; + .

Orlim
h—0

=f’[1]><l=1 puisque (1) = 1.
X X

x | >

Puisque f(1) = 0 et que la fonction f est croissante,
on en déduit que la fonction fest strictement néga-

tive sur 10 ; 1[ et strictement positive sur]1 ; +oof.

111. Les fonctions x — xo.

1. fx) = x* = 1, flest donc la fonction constante
égalea 1.

f,(x)
2. Puisque falx) = eo'™, la fonction fo est alors

dérivable comme composée de fonctions déri-
vables avec ulx] = e* et v[x) = alnx.

f(x) = ulvix)) donc F(x) =

=x'=x, f,est la fonction linéaire f(x] =

u’(vIx)) x v’(x)

Tl o
=e x|o X —|=—=x=o0x*".
X) X

3. a]limoclnx=+oo sio<0

et lim eX =+ donc l|mf (x) =

X—+

lim alnx = = caroc< 0,or lime*=0d'ou

X—>+00 X—>-om

lim £, (x) =

X—>+00

b) Puisque f/(x)J=ox*" alors f/[x)<0 puisque

o< 0etx>0;lafonction foo est donc strictement
décroissante sur ]0 ; +oo[.
X 0 + 00
Sens de
variation de f,

c)

4.a)limolnx=-osio>0et limeX =0donc

x—0 X—-

limf, (x) =
x—0
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a>0,or lim eX =+

X—+0

limolnx =+ car

X—>+%

d’ou lim £, (x] = +oo.

X—>+%0
b) Puisque f/(x) = ox*~' alors f/(x) > 0 puisque o > 0
etx > 0 ; la fonction fo. est donc strictement crois-
sante sur ]0 ; +ool.

X 0 +00
Sens de /,>+oo
0

variation de f,
c lirT01ha(x]=lirr01§[x]=0 et h (0) = 0, la fonction

h, est donc continue en 0.

h(x)-h (0 . x> . ~
44— — = lim— =limx*"

x=0 X x—0

d) lim

x—0 X
esi0<oa<1:a-1<0ilsagitducasde figure
illustré en 3. donc limx*>" =+, la fonction ho ne

x—0

serait donc pas dérivable en 0 pour 0 < o < 1.
esia>1:a-1>0,ilsagit du cas de figure illus-
tré en 4. lirrgx‘“ =0; par conséquent la fonction ho
serait dérivable en 0 et A/ (0) = 0.

e

IR
112. Une autre approche de e*

1.Sia> 0;[1+3] >0 donc In (u ) défini.
n

Sia<0;-a>0, puisque n > -a > 0 alors

l<—l;i>—1cara<0don<:1+i>0et

n a n n

[1+i} >0 donc In(u) est défini. Finalement,
n

quelque soita € R, la suite (In (u )] est bien définie.

2. limnlu,) = lim ntn[1+3]

n—+o n—+® n

ln[1+5]
n

a
n

or lim 4. 0et limM =
n—+% X—0 X

=lima 1

n—>+

ln[1+i}
n

3. lim ln(u,) = a donc lim e = 2 ainsi

n—+% n—+%

n
) . a
limu, = llm{‘l+—] =e°
n—+%° n—+o n
n
- X
dou lim|1+—]| =eX.
n—+0© n

113. Logarithme décimal et grands nombres
(n10” nln10 _

dou lima

nN—+%

=d.

S |lo

A.1.A)log(107) =

In10  Ln10
b] log(x") = In(x") _ nin(x] _ nloglx.
n10 ln10
2. (logx) = nx. =Lxl>0
(n10 n10 X

La fonction log est donc strictement croissante
surR’.

limlog(x) = “mln_x = - et
x—0 x-0 n10

lim log(x) = tim 2% = yoo,
X—>+02 x—+>2 010

X 0 +00
Sens de +00
variation de log | _ /

3.a) N est alors constitué de n + 1 chiffres.

b) log (10”) < log (N] < log (10™)

soitn < log (N) <n+1dot Ellog (N)) = n.
Ainsi N est constitué de El(log (N)) + 1 chiffres.

B. Le nombre de chiffres de 2825793 correspond a
Ellog (2825879%%)) = E(82 589 933 log 2] = 24 662 047,
qui correspond alors au nombre de chiffres du
51¢ nombre de Mersenne.

114. Vrai ou faux ?
a) Vrai D, = {x € R\1 - sin(3x] > 0}

or 1 - sin (3x) > 0 & sin (3x) < 1 or pour tout
X € R :sin X< 1il suffit de résoudre sin(3x) # 1.
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sin(3x) = 1> 3x = g +2kn

T 2km
=—+

& X — ke”Z
3

d'ounf=R\{E+@;kez}

6 3

(1-sin(3x)Y _ -3cos(3x)
1-sinl3x) 1-sin(3x)

c) Faux il y a une infinité d’asymptotes verticales
donc pas de limite en + pour la fonction f.

b) Faux f’(x] =

d) Vrai f(x) = -ln2 & In(1-sin(3x)) = ln(%]

< 1-5sin(3x) = 1 & sin(3x) = 1
2 2

o 3x= "+ 2m ou3x = 2% + 2kn
n, km 5T, 2kn

X=—+ _ intervalle
18 3

sur un

T18 3
d’amplitude 2x, cette équation admet donc 6 solu-
tions (3 de chaque solution type).

115. Logique ?
Le raisonnement est faux car lexpression 3 + X
15+ 2x - x?

X2 +10x+21 '
par conséquent D, =1-7; -3[U]-3; 5[.

s'annule en -3, valeur interdite de

116. Etude d’une fonction

1. a) limx?lnx =0 par croissance comparée et
x—0

lim1+ x2 = 1donc par somme de limites lirgg[x] =1.

x—0

g(x) = x2(1-2lnx] + 1

or lim1-2lnx=-o

X—>+%

lim x2 = +o0 donc par produit et somme des limites

X—+%

lim g(x) = —co.

X—>+%

g'(x) = 2x - 4xIlnx - 2x2 x 1
X

=2X = 4x InXx - 2X = =4x InX

Or pour tout X ER’ ; 4x >0 donc le signe de g’(x)
ne dépend que du signe de -lnx. Pour x € 10 ; 1[,
-lnx >0 et pourx €]1; +o[, -lnx < 0.

180

X 0 1 +00
2
Sens de variation
deg
1 —o0

b) Pour tout x € 10 ; 1] et glx] > 1 par conséquent
U'équation g(x] = 0 n'admet pas de solution sur
10;11.

Pour tout x € [1 ; +[, g est une fonction stric-
tement décroissante et continue, de plus g(x) € |
=]-; 2] et 0 € |, donc d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires l'équation g(x) = 0 amet
une unique solution a.

X 0 1 o +00

Signe de g + 0 -

2.limlnx = -o et lim1+ x? =1donc par quotient des

x—0 x—0

limites limf(x) = — .

x—=0
lnx _ x* _Inx 1 . lnx
f(x) = — x =— X or lim—=0 par
X2 1+xzox2 1 X X2
XZ
. . . 1
croissance comparée et l|m1—=1 donc par
X—>+0
—+1
X2

produit des limites on a lim f(x) = 0.

X—>+%0

1><[1+x2]—lnx><2x 1+x—2xlnx
f(x) = X =X
(14 x2)2 (14 x2)?
C1+x2-2x2Inx _ glx)
O oxUex22 x4 x2)

or pour tout X ER’ ; x(1+x?)? >0, le signe de f'(x)
ne dépend donc que du signe de g(x).

X 0 1 o + 00
Signe de f’(x) + 0 -
1
Sens de variation 202
de f
_ 0
2
g[oc]=0<:>lnoz=1+Oc et
202
2
flo-no Tref, 1 1
1+ o2 22 T+o? 202
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117. Suite et In
1.u=2n2;u,=n(2n2+1)+(n2
2.SoitPln)={1<u <u A <2

Initialisation : u,= 1 etu, =2 n2 donc P(0) est vraie.

Hérédité : on suppose qu'il existe un réel k € N
tel que Plk) est vraie et montrons que Plk + 1)est
encore vraie.

n+1

Soit la fonction f définie par fx) = In(x + 1) + In2,
f est une fonction croissante sur ]-1; +o[ comme
composée de fonctions croissantes.

Dolsil<u <u,, <2

onafll) <flu) <flu,,) <fl2)
soit2ln2<u,,,<u,,<In3+In2
or1<2ln2etln3+n2<?2
donc1=<u,,<u,,=<2dolPlk+ Testvraie.
Conclusion : en vertu du principe de récurrence,
P(n) est vraie pour tout n € N.

3. Puisque u, < u_, cela signifie que la suite (u )
est croissante, de plus elle est majorée par 2, donc
la suite (u) est convergente vers un réel o dont
on montre qu’il est solution de I'équation f(x) = x.
ILs'agit donc de résoudre: In (x+ 1) + In 2 =x. A laide
de la calculatrice on détermine 1,6 < o < 1,7.

Remarque : pour justifier rigoureusement que
o €11,6; 1,71, il suffit de mentionner le fait que sur
cetintervalle, lafonctionhdéfinie parh(x)=fx)-xest

strictementdécroissante et continue (h’(x) = - X ),
eth(1,6)>0;h(1,7) <0. x+1

4. o est solution de l'équation f(x) = x donc f(o) = o
slnla+1)+n2=0

s-o+lnla+1)= ln[%], on a alors :

go+tnlosl) — [y 1 soite® x(o+1=1In 1 )
2 2

118.acM

1. b) démonstration par récurrence pour montrer
que pour toutn € N;u =u,_, en utilisant la fonc-
tion f définie par f(x) = In (1 + x), qui est croissante
sur]-1; —oof.

2. b) transformer U'équation donnée en l'équation
produit nul suivante : x*(ln2 - x In3) = 0.

3.c)ilfautquee*-2>0e*>2
o -x>n2ex<-ln2

119. Points d’intersection

1.limlnx = - et linS - (lnx)? = = donc par somme

x—0 X

des limites Llim f(x) = - oo,

X+

f(x)=nx(2-lnx) or limlnx=4+% ; lim2-Ilnx=-%

X—+% X—>+00

donc par produit de limites lim f(x) = - .
2. f’[x]=g—2><lnx><l=M
X X X

pour tout

XE]U;+00[:2>0 le signe de f’[x) est donc le
X

méme que celuide 1 - Inx.

X 0 e +00
Signe de f’(x] + 0 -
1
Sens de variation
de f
— 00 — 00

3.fIX)=0=nx(2-lnx)=0
< Inx=00ulnx=2
& x=Toux=e’onaalorsx,=1etx,=e’

120. Dérivées et limites

1. Pour que ln[;—1J soit définit il faut que

- X

X—_1>O.

3-X
X —oo 1 3 +00
X-1 - 0 + +
3-x + + 0 -
2= _ 0 . _
3-x

181
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Il faut donc dans un 1¢" temps que x € 1 =11 ; 3[. X . 0 +oo
Afin que f soit définie il faut que -
Signe de h”(x) + 0 -
X =1 X -1
ln{—)zoﬁ—a‘letxel 0
3-X 3-X _
Sens de variation / \
@LMzOetxel de '
3-X
o4 petxel Signe de b -
3-x Sens de variation \8\
X 1 2 3 de h
2X -4 - 0 + Signe de h + -
3-x + + X3
D'ou pour tout x=0:x - — <sinx et pour tout
2x — 4 0 6
3-x x<0:x-2=sinx.
D=2 3l 6
, _ Pourtout\/ZBXBU:
, u’(x) x-1
f'(x) = avec u(x)=ln . : : :
2\Julx) 3-X 0<x-—<sinx<x: ==
L Bex-x=Tx[) 3-x xo X s x
oru’(x)= X 6
(3 - x)? X -1
2 ><3—x de plus pour tout x >0; 1 <1d'oUlnL ! ]<0
S B-x? T x-1 ainsi : T+x T+ x
2 T DL R U BTN B
(B-xllx-1 1+ X 1+ X 1+ X
< <
2 X3 sinx X
(3-x)x-1 1 S
d’ol f[x) = =

6
) 1
X =1 x-1 In| —
2\/l[s—J [“”X‘”\/‘”[a] o ”(“X]:—wml

2. Soit g(x) =x - sinx ; g’lx) = 1 - cos x = 0 pour X X
toutx € R. In1+x) . flx)-f0)
et lerS = lmg = f’(0) avec
X -0 0 +00 X X
: , fx)=n(1+x) ; F(x) = d'ot f(0) =1 dol
Signe de g’(x) + * T+ X
Sens de variation /8/ ln( 1 }
deg Tex
. In[1+x) , 1+ x
lim——% = 1donc -
Signe de g - 0 + 0 X e X
D’ou pour toutx =0 : x = sin x et pour toutx<0: In 1
X < sin X T+X (n(1+x) 1 .1+ x)
X G s e lxILTO]_T=_1
Soit h(x) = x - — - sinx, h’(x) = 1- — - cosx x- X 1-X
6 2 6 6

h”(x) = -x + sin x = -g(x).

=1 donc par produit des limites
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=-1, donc d'aprés le théoreme des

1
ln| —
A T+x
gendarmes on en deduit im———=~=-1.
", sinx

x—0

On démontre de la méme facon que

ln ! ln L
T+ x ) 1+ X
———~ =-1Tdonclim———~%=-1.

sinx x>0 sinX

lim

x—0

121. Déterminer f

f(1)=05<=a+b=0,5

f'(x) = 2ax - 2 _ 2lnx x 1 =0
x3 X

< 2a-2b=0=a=>b

ora+b=0,5donc2a=%:}a=%=b

ainsi f(x) = lx2 + Lz - (lnx)2.

122. Fonction et suite

1.a) x— 1+ 2 est dérivable sur 10; +0o[ : X~ InX
X

dérivable sur]0; + o[ et x— x dérivable sur tout R ;
la fonction fest donc dérivable sur]0 ; +o[ comme
composée et produit de fonctions dérivables.

f’[X]='|><ln['|+i]+x><—x2
X a
1+—

X

a
=ln[1+i]— X =ln(’l+iJ— a
X) a+x X) a+x

+
X

_a
b) ”(x) = X _ax il
'|+i x +al

X

—a a
+

X(x +a) [(x+a)?

_-alx+al+xa  -a

X(x + a)? X(X + a)?
Pour tout x > 0 : x/Xx + a2 > 0 et -a? < 0 donc

f’(x) < 0, la fonction f est donc décroissante sur
10 ; +oof.

X—>+00 X X1 X—>+00 X

c) lim1+i=1 or lim lnX =0 donc limln[1+iJ=0

et lim =0 donc par somme des Llimites
x>+ X+ g
lim f/(x) = 0.

X—>+00

Puisque la fonction f” est décroissante, cela signi-
fie que f’(x) > 0, la fonction f est donc croissante
sur]0 ; +oof.

2.a)v, =Inlu,)=1In [1+i]

n

= nlnL1 + i] =f(n)
n

Or f est croissante donc (v ] est croissante.
Pourtoutne€N:v <v__ soitln(u])=<In(u ) dou
u <u,  lasuite (u) est donc croissante.

b]“mlnﬂ +X) ) limf(x] - f(0)

x—0 X x—0 X

= f(0) avec fix) = n (1 +X).

(n(1+ x)
m— =

f(x) = dou (0} =1 d'ouli 1.

T+x =0 X

v, =nln 142
n
n[1+2] 142
n _ n

= = xalimi:Dd'oU

1 a n—+
n n
a
In|1+—
lim =Tainsi limv, = a, ainsi limu, =e?.
n—+w a n—+% n—+%©
n

183



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

Travaux pratiques p. 198-201 LY

TP 1. Approximation de Ln2 par dichotomie

e Durée estimée : 30 min

¢ Objectif : Déterminer une valeur approchée de
In2.

1.

def f(X):
return (exp(x)-2)

2.al[ from math import *

def f(X):
return (exp(x)-2)
def Dicho (a,b,f,n):
while b-a>10**(-n):
m=(atb)/2
if f(m)<O0:
a=m
else:
b=m
return (m)

from math import *
def f(X):
return (exp(x)-2)
def Dicho (a,b,f,n):
while b-a>10**(-n):
m=(a+b)/2
if f(@Q)*f(m)>0:
a=m
else:
b=m
return (m)

d.alflX)=0e=e-2=0=e=2oX%x=In2
b. La console affiche :

>>>
0.6931533813476562

ce qui signifie qu’une valeur approchée a 10-° pres
de ln2 est 0,69315.

TP 2. Algorithme de Briggs

e Durée estimée : 45 min

¢ Objectif : Découvrir une approche historique
des logarithmes décimaux.

184

1

A= 1,000000; €A=00000000; soit

B =10,000000; ¢B=10000000; C =+AB
C= 3162277; €C=0,5000000; D =+BC
D= 5623413; €D=0,7500000; E =+CD
E= 4216964: €E=0,6250000; F = +DE
F= 4869674: €F =0,875000; G = DF
G= 5232991; €G=07187500; H = JFG
H= 5048065: €H=07031250; | =+FH
| = 4958069: € =06953125; K= HL
K= 5002865; €K=06992187; L =IK
L = 4980416 €L =06972656; M= KL
M= 4991627: €M=0,6982421; N= KM
N= 4997242: €N=0,6987304; 0= KN
0= 5000052; €0=0,6989745: P =+NO
P= 4998647: (P=0,6988525; Q=+OP
Q= 4999350; ¢€Q=0,6989135;: R =+0Q
R= 4999701: ¢R=06989440: S =+OR
S = 4999876; €5=0,6989592; T =+0S
T = 4999963; €T =06989668; V =+0OT
V= 5000008; €V=06989707;: W= TV
W= 4,999984; €W=0,6989687: X = JWV
X = 4,999997; €X =0,6989697: Y = Jux
Y = 5000003; €Y =0,6989702; Z = JXY
Z = 5000000; ¢Z=06989700:

1

1+—
2.0=+BC =10x /10 etzo=¥=—2=g

2 4

On retrouve bien les valeurs approchées comme
celles données dans la table téléchargée.

3. A partir de G le calcul différe car E et F sont tous
deux inférieurs a b, et il faut a chaque fois deux
nombres qui encadrent 5.

4. Comme vu a lexercice 113 : 1095=£ et
(n10
69897
(nl| 10100000 | = 69897 ln10
100000
69897
ln(’|0100000]
69 897
soit = 69897 ~log5 d'ou 10100000 ~ 5
(n10 100000

B.1.x=5etp=5.



Chapitre 6 : Fonction logarithme népérien

from math import*
A=1
B=10
IA=0
IB=1
while B-5>10**-5:
if sqrt (A*B) <=5:
A=sqrt (A*B)
1A= (1A+1B)/2
else:
B =sqrt(A*B)
I1B= (1A+1B)/2
print (1B)

>>>
0.6989707946777344

TP 3. Distance d’un point a une courbe

e Durée estimée : 45 min

¢ Objectif : Résoudre un probléme d'optimisation
en conjecturant d'abord la réponse via un logi-
ciel de géométrie dynamique, puis en faisant la
démonstration reposant sur lutilisation des pro-
priétés de la fonction (n.

A.1.2.3.

1'5“J .
1+

0,5+
M X

05 1 15 2 25

On conjecture : x= 0,4 et JM = 0,77 .

B.1.g(x) =x2+ (In(1 +x] - 1)
=x2+(In(1+x))2-2ln(1+x)+1

1 2

2. g’(x)=2x+2ln(1+ x) x

T+xX  T+X

X(T+ x)+n(1+x) -1
=2x
1+ X

X2+ X +n(1+x) -1
=2X

1+ X

h(x)

1+ X

=2X% avec h(x) =x2+x+n(1+x) - 1.

3. limln(x + 1) = - et

x—-1

limx% +x-1=-1 donc par somme des limites on

x—-1

a limh(x) = —co.

x—-1

imn(1+x)=+% et limx?+x-1=+% donc par

X—>+% X—>+00

somme des limites on a lim h(x) = +.

T 2x+1x+1+1
X+ 1 X+1
_2X2+3X+2

X+1

R(x)=2x+1+

or pour toutx € 1-1; +o[ : x + 1 > 0 donc le signe
de h’(x) est le méme que celui de 2x? + 3x + 2.

A =-7donc le polyndme 2x2 + 3x + 2 est toujours du
signe de a = 2 soit positif.

X -1 +00

Signe de h’(x) +

Sens de variation
de h

4. Sur lintervalle 1-1 ; +<o[, la fonction h est stric-
tement croissante et continue, de plus pour tout
x € ]-1; +[, h{x) € Ror 0 € R donc d’apres le
théoréme des valeurs intermédiaires l'équation
h(x) = 0 admet une unique solution o.

o= 0,44

X -1 o +00

Signe de h(x)
= signe de g’(x)

Sens de variation

deg

185



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

6. La fonction g admet donc un minimum atteint en o valant gla) = o2 + (In(1 + oJ)? - 2In(1 + &) - 1 or
hl)=0en(1+al=1-0?-a

d’ou

gla=02+(1-o?-0)?-2(1 -2 - ) + 1

=02+ (0t + 208 -0 - 200+ 1) -2+ 202 + 200 + 1

= ot + 208 + 202

7. On retrouve une valeur approchée de celle trouvée pour le curseur a : a = 0,4 et o = 0,44 mais aussi
pour la distance JM = /g(0,44) = 0,77 et JM = 0,77 sur le logiciel.

TP 4. Intensité sonore

e Durée estimée : 40 min

¢ Objectif : Découvrir une application du logarithme décimale permettant de répondre au probleme
d'ouverture du chapitre.

1.a)
L= 0,000005 L= 66,9897
k 2 3 4 5 6 7 8 9 10
U=k*l 0,00001|  0,000015|  0,00002| 0,000025|  0,00003| 0,000035 0,00004|  0,000045 0,00005
k*L 133,9794|  200,9691| 267,9588| 334,9485| 401,9382| 468,9279| 5359176  602,9073 669,897
U 70| 71,76091259 | 73,010299| 73,9794000| 74,7712125| 75,4406804 | 76,02059991| 76,5321251| 76,9897000
b) En B4 saisir : = B3 * $B1. |
¢} En B5 saisir : = B3 * $E1. bl L =10xlog) 4 x -
0
. B4
d) En B6 saisir : = 10*log10| —— | . |
10-12 =10x|log4 +log o
S . 0
e) On remarque que D6 # D5, ce qui signifie que si
. iy . . i |
on quadruple lintensité sonore, le niveau d’inten =10log4 +10log — =6+ L.

sité sonore quant a lui ne semble pas quadrupler. b

2. a) L’=10xlog[#} on applique simplement la 3 L’ =10x log O,ZXIL

0 0

définition donnée en 1. |
=10x log(0,2) + 10 x log /— =-7+L

0
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Chapitre 7: Primitives et équations différentielles

(o VNN WA Primitives et équations

différentielles Manuel p. 202-237
l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Dans ce chapitre est introduite la notion d'équation différentielle et les éléves y découvrent le concept
d’équation ou l'inconnue est une fonction.

L'équationy’ = fintroduit la notion de primitive dont la pratique sera travaillée, a la fois sur les fonctions
usuelles mais aussi sur les fonctions composées de la forme (v'oV/) x V. Cette pratique doit permettre
aux éleves d’installer des automatismes dans la recherche de primitives.

L'étude de l'équation y’ = ay + b est U'occasion de réinvestir les propriétés de la fonction exponentielle et
les propriétés algébriques de la fonction logarithme népérien utiles dans la résolution d’équations et
d’inéquations.

Ce chapitre sollicite les connaissances sur la continuité, la dérivabilité, les limites de fonctions, la réso-
lution d'équations et d’inéquations. L'étude des équations différentielles développe les compétences
pour prendre des initiatives et occupe une place centrale comme outil de modélisation.

L'algorithmique y occupe une part non négligeable notamment pour proposer une résolution approchée
d'une équation y’ = ay + b par la méthode d'Euler.

Objectifs

= Montrer qu'une fonction y est solution d'une équation différentielle.
- Déterminer une primitive.

= Résoudre U'équationy’ =ayouy =ay + b.

= Etudier une fonction solution d’une équation y’ = ay + b.

- Modéliser des phénomeénes.

- Résoudre une équation y’ = ay + ¢ (a réel non nul, ¢ fonction).

Il. Corrigés

Pour prendre un bon départ o 2is) 2. Calculer des dérivées de fonctions

1
1. Calculer des dérivées de la forme ux v, % our
de fonctions usuelles (3x - e
a) 10 ; s, x) = a0 sz O Pl ==
X1 b) R, f/(x) = (x + 2)e*
VIO +25L, 710 = 2Jx c)1-2; +oof, F[X) = T)[(X +2][;]
) +
Cl R, f [X] = —S|n[X] _1 d] ]O : +OO[_ f,[X] — lnX + 1
d) 10 ; +ee[U]-=0; O, F(x) = = e) = ; “5[UI-5 : 4o, Flx) = — 2
Z9 (x +5F
e) 10 ; +o[U]-o; O, F'[x) = —
X £10 ; +o0l, 1) = v/x +
AR, Fx) = 4x° 24x
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3. Calculer des dérivées
de fonctions composées
2X

X2 +

al R, f’(x) = e b) R, f(x) =

c) R, f/[x) = 3cos(3x + 1)
X

X2+ 4

4. Identifier si deux fonctions
ont la méme dérivée

a) Les fonctions sont égales a la constante n2
2x +6

(x+7(x+5)

d) R, (x) = 20(x + 1)

el R, f(x) = f) R, f(x) = 6xe3¢-5

prés sur . Leur dérivée est f/(x) =

b) f’(x) = -2sin(2x) - 2cos(2x]et
g’(x) = 2cos(2x) - 2sin(2x].
Elles ne sont pas égales sur |.

5. Résoudre des équations

ln[lj
alt -2

c]x=ln@
7

b) Impossible.

d) t =-2ln5

Activités p. 204-205

1 Découvrir la notion d’équation
différentielle
e Durée estimée : 10 min

¢ Objectif : Introduire dans un contexte la notion
d’équation différentielle et de fonction solution.

Les fonctions f : t — Acos(wt) + Bsin(wt) sont deux
fois dérivables et

(t) = ~Awsin(ot) + Bocos(mt)

Et 7(t) = ~Aw*cos(mt) - Bw?sin(wt).

On vérifie que :

mf”(t) + kf(t)

=m(-Aw’cos(wt) - Bw? sin(wt)) + k(Acos(wt)+Bsin(wt])

= m(—Aﬁcos[mt] - Bﬁsin[wtl) + kAcos(mt)
m m

+ kBsin(wt) = 0.

188

2 Découvrir la notion de primitive

e Durée estimée : 30 min

¢ Objectif : Déterminer une fonction primitive ou
vérifier qu'une fonction est primitive d'une fonc-
tion donnée, en appliquant les régles de dérivation
sur des exemples d'équations différentielles y’ = f.

1. a) y(x) = e* + 3x convient.

b) F(x) = 44/ x - X convient.

2. a) Ici on ne reconnait pas directement des fonc-
tions usuelles ou des formules de dérivation obte-
nues par opération sur des fonctions usuelles.

b) G(x) = (ax + b)e* alors G est dérivable et

G'(x) = [a + ax + ble* = [ax + a + ble.

Par identification avec g(x) = (x + 2)e*, on arrive a
a=Tletb=1.

Ainsi G(x) = (x + 1)e*.

3. H(x] = xlnx - x est dérivable sur ]0 ; +oo[ et

H’[x]=lnx+x><1—1=lnx.
X

4. Sifetgontlaméme dérivée sur | alors

f’- g’ =0surlcest-a-dire [f- g)’ =0, ainsi la fonc-
tion f - g est constante sur |. Réciproquement s'il
existe un réel k tel que f- g = k alors (f- g}’ = 0 soit
f" - g’ =0 c’'est-a-dire f et g ont la méme dérivée
sur .

3 Introduire U'étude
des équationsy =ayety =ay+b
e Durée estimée : 30 min

o Objectif : A partir d'une fonction solution, décou-
vrir un ensemble de fonctions solutions.

A. Léquationy’ =y
1. La fonction x — e*.

2.Sionaf’=falors (Kf)" = Kf’ = Kf donc la fonction
Kf est aussi solution de l'équationy’ =y.

3. Les fonctions x — Ke*, K réel.

B. Léquation y’ = ay et les fonctions
de la forme x — Ke®* avec K et a réels

1. 0n dérive f: x — e* et on obtient /(x) = 3e> donc
fr=3f.

2. Sur le modeéle du 1. B et en appliquant le bilan
du A on fournit :

x — Ke>,K réel pour solutions de y” = 5y.

x — Ke™, K réel pour solutions de y’ = -y.
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3. a positif et K positif puis négatif :

y
/K=-1,1
a =.2,6
X
8 10
a négatif et K positif puis négatif :
y K =24
a =.—2,4
. X
-2 2 4 6 8 10
4.a) Courbe 1 b) Courbe 5
c) Courbe 4 d) Courbe 3
e) Courbe 2

C.Léquationy’ =ay+b
5
1. Eneffet y + 3 ety ont la méme dérivée.

On a: fsolution de (E) si et seulement si

’

Fr=3f+5eo|re2| oafs
3 3

of +§ solution de y" = 3y.

D’aprés la partie B, les fonctions x — Ke*, K réel,
sont des solutions de y’ = 3y.

. 5 ,
Donc les fonctions X'—>—§+ Ke®, K réel, sont des

solutions de (E).
2.fsolutiondey =ay+b

’

@[hgj [fb]

of+ b solution de y’ = ay.
a

D’aprés la partie B, les fonctions x — Ke*, K réel,
sont des solutions de y’ = ay.

) b ,
Donc les fonctions X — —— + Ke®, K réel, sont des
a

solutions dey’ =ay + b.

Exercices a vous de jouer p. 207

1. a) y'(x) = 5x2 + 3x = f(x)

: 31
b) y'(x] =_3_=_F = f(x)

x4

2. a) y(x) = e*donc y'(x) = 2e* et on vérifie que
y' =2y.
b) y(x) = cosx sinx donc :
y'[x) = —sin% + cos? ainsi y”(x)
= —-2C0SX SinX — 2sinX COSX

= -4CosX sinx
doncy” = -4y.
3.a)y'(x) - eX X xx—2 e x1_e (22— _ ).
, 1 1
b) y'(x) = +— =f[x]
24x X

c)y'[x) = —cos(x) = f[x)

4.3) Flx) = > x4
12

b) Fix) = ——
ING

5.a) Flx) = 2\/; pour | =10 ; +o°[.
b) Flx) = -cos(x) pour | = R.

6.1. F/[x) = 1x In(x) + x x ~ - 1= [n(x).
X

2.l’ensemble des primitives sont les fonctions
x — xIn(x) - x + K, avec K réel.
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3.La primitive F qui s’annule en 1 est telle que
Fl1)=0so0it Txln(1)-1+K=0K=1.
F{x) = xtn(x) - x + 1

7.1.Fx)=2 x (—sin(Zx - gj} - —25in[2x - g] = flx)

2. H(x) = 2cos(2x - Ej +ketHl X
2 4

=2(cos[2x%—§j+k=2

& 2cos(0) + k=2ck=0

8.2 Flxl=e b FIx) = e
c) F[xlz_M ) F[xlzm
9.al F[X]:M b] F[X]=— 1

3x-1
c) Flx) = \/m d) Flx) = -cos(2x)

10. 1.Lensemble des solutions sont les fonctions
g x> Ke® ou K est un réel.

2. Si K est positif, la courbe est au-dessus de l'axe
des abscisses, si K est négatif la courbe est en
dessous de cet axe.

1 1
11.1.a)y+-y=0y =-——
y 3 y y 3 y
Lensemble des solutions sont les fonctions

1
y, x> Ke 3, avec K réel.
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b)4y +by=0c y’=—§y
L'ensemble des solutions sont les fonctions

5
=X Ay ’
v :x+—>HKe 4, ou Kestun réel.
5

5
2.Ke ¢ =2 < K =2et

5 6§

X
Donc y:x+>2ete 4,

12. a) Une solution particuliére est la fonction

1
constante ——.
2
L'ensemble des solutions sont les fonctions
1 ,
YV :x'—>—5 + Ke?, avec K réel.
b) Une solution particuliére est la fonction
2
constante —.
5
L'ensemble des solutions sont les fonctions
2 ,
Vi i X »—>g+ Ke™S*, avec K réel.

cy+y=3ey=-y+3

Une solution particuliére est la fonction constante 3.
Lensemble des solutions sont les fonctions

vy 1 x—=> 3+ Ke™, avec K réel.

5

4

Une solution particuliére est la fonction constante 5.

dl4y+y-5=0& y’=—%y+

Lensemble des solutions sont les fonctions

1
. ]
v x—=>5+Ke 4, avec K réel.

13. Une solution particuliere est la fonction
constante -20.

Lensemble des solutions sont les fonctions

V1 x> -20+ Ke® avec K réel.
yi(4)=-30 & -20 + Ke®4 = -30 & K = -10e2
y:x+—>-20-10e"%e5

14. 1. Une primitive est x H%sinzlxl.

2. Une primitive est x — X%,

b L€ _[a+b+c]x2+[b—c]x—a
X -1 X(x = (x+1)

15.1. 2+
X X+1
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Par identification,a=-1,b = % etc= %

2. Une primitive est

G:x—-ln(x)+ %ln[x -1+ %ln[x +1.

16. h(x] = e* + xe*
Une primitive est H : X — xe*.

17. t{x) = "n(x]
X

2
Une primitive est T : XHM.

18.1.3y'+2y=0< y’=—§y

2
Les solutions sont y, : x+— Ke ', K réel.

2
2.y0=ecKe3 e K=e.
2

2
“Zx 1-=
Doncf:x+—exe3d =e

X
3 .

2
3.f(x)= _2e < pour tout réel x.
Donc f est strictement décroissante sur R.
4. lim f(x) =+ et lim f(x) = 0.

X—>-% X—>+00

2 -_—
5.0 =5 e 7" =5 e x = 2= 3019)

19.1.y'-5y=3 y =5y+3.

Une solution est la fonction constante —E.
5
Donc les solutions sont y, :xﬁ—g + Ke¥, Kréel.
2.y [0]=—é4:>—§+Ke5X° S bok-3
k 5 5 5 5

Doncf:XH—E - §e5x.
5 5

3.f(x) = -3e% < 0 pour tout réel x. Donc fest stric-
tement décroissante sur R.
n 47
3

5.f[x]=—10¢:>—§—§e5x=—10¢:>x=—
5 5 5

LUmﬂﬂ=—§aUmﬂm=—m

X—>=% X—+0

497
ln| —
5

6.f[x]<—100<:>—%—%e5x<—100<:>x>

X0
Tant que %3 (1+e%)=-10000

XeX+1
Fin du tant que

20. 1.L'équation différentielle est f’= af, ol o est
une constante réelle. Les solutions sont de la
forme x — f(t) = Ke%, avec f(0) = 25 on obtient
f(t) = 25e™,

2. Avec la condition f[10) = 15, soit 25e*'% = 15, on
arrive a :

n 3]
By
f:x—2be 10
3 3
EXA 2ln[g
3.fl4)=25e 0 " =25 5 =204
Il reste environ 20,4 kg de sel.
n2
Sy _ -10Un(50)

4.f(x)=05<25 0 " =05ex= =76,6

@

Il ne reste plus que 0,5 kg de sel au bout d’environ
76,6 heures.

21.1. Les solutions sont y, > Ke™®%3% ol K réel.
2.y,[0) =7 < K=17donc g(x] = 7e-0.0%,

3. 9[1 00) = 7e-0035x100 — 7035

=0,211TmW > 0,08 mW donc le son est détectable.

1 1
22.1.9'(x) - 3glx) = —e™ - 3| -—e™* | = 2e™
g g 2e [Ze ] e

Donc g est bien solution de (E).

2.f'(x)-3f[x)=2e™ < f" -3f=g"-3g
s(f-gV-3f-g)=0

3.y-3y=0sy =3y

Les solutions de (E’) sont de la forme Ke¥, K réel.

Donc les solutions de (E) sont les fonctions

f, :x»—%e” +Ke3X K réel.
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23.1. g’(x) + 2g(x) = 9e~%* + 2(-3e~%*) = 3e~3
Donc g est bien solution de (E).
2.7(x)+2f[X)=3e* < ' +2f =g +2g

3.y +2y=0 Yy =<2)fleglsolifiornd <18 (E’) sont
de la forme Ke ™, K réel.

Donc les solutions de (E) sont les fonctions
fe 1 x—=>=-3e"3 + Ke >, K réel.

24.1. Soith: x—ax +b (a et b réels).
N(X)=hx)+x < a=[a+1x+b
Paridentificationa=-1etb=-1donch:x—-x-1.
2.f(x) = f(x) + x < F/(x) - f(x) = x

s -f=h"-h

s(f-h'=f-h
3. Les solutions de (E’) sont de la forme Ke*, K réel.
Donc les solutions de (E) sont les fonctions

fe :x—=>-x -1+ Ke* Kréel.

25.1.t(x) = 1sinx + 1cosx

t(x) + cosx = —Ecosx + Esinx +COSX

= 1sinx + 1cosx =t'(x)
2 2

Donc t est bien solution de (E).
2.f'(x) = f(x) + cosx < f’ - f =cos X
Sf-f=t' -t
o (f-ty=f-t
3. Les solutions de (E’) sont de la forme Ke*, K réel.
Donc les solutions de (E) sont les fonctions

f :Xb—)—%COSX +%sinx + KeX, K réel.

26. 1. Solutions de (E) : y(x]) = Ke* - 1.
2. f’[x) = g’[x)sinx + g(x]cosx
f est solution de (E] si et seulement si

0sX

g’[x)sinx + glx]cosx - [1 + C_ ] g(x)sinx =sinx

sinx
& (g’'[x) - glx)sinx = sinx

& (g'[x) - glx)) = 1 car sinx= 0 c’est-a-direg’ - g =1.
3. f[x) = (Kex - 1)sinx

avec f| & |=| Ket -1 x£=0
4 2
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douK=es.

27.1.Si Pestde degré nalors P est de degré n - 1
donc P’ - P est de degré n ; ainsi pour P solution
de P’(x] = P[x) - x?, P - P est de degré 2 donc n est
égala 2.

2. 0n pose P(x] = ax? + bx + c alors P'(x) = 2ax + b.
P solution si et seulement si pour tout

X :ax?+ bx+c - x2=2ax+ b.

Par indentification des coefficients, on arrive a
a=1b=c=2doncPlx) =x2+ 2x + 2.

3. fsolution de y’ =y - x? si et seulement si
ff-f=P-P

si et seulement si (f- P =f- P

si et seulement si f- P solutiondey’ =y

ainsi f - P : x+— Ke.

Donc f[x) = X%+ 2x + 2 + Ke*.

Exercices

apprendre a démontrer p. 216

Pour s’entrainer

Considérons une fonction y(x] = Ke™~.
Sa dérivée est y'(x) = -Kae™, ainsi
-ay(x) = —alKe] = -Kae> = y’(x).

Réciproquement nous devons montrer que toute
fonction solution est de la forme Ke™*.

Considérons g une solution de l'équation y’ = -ay.
Alors, pour tout x de R, g’(x) = —ag(x).
Définissons une fonction ¢t par :
t(x) = glx) x e
t est dérivable sur R et pour toutxde Ron a:
t'(x) = g’(x) x e™ + ag(x]e™
=e*(g’(x) + ag(x)) = 0.
La fonction t est donc une fonction constante.
ILexiste un réel K tel que t(x) = K et ainsi g(x] = Ke™*.

Exercices

calculs et automatismes p. 217

28. Existence de primitives
a) Vrai car continue sur .
b) Vrai car continue sur |.
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29. Primitivesde x", n€ Z,n z -1

2
al X b tn(x) o) e
2 8
d) A e) il f) il
X 2x? 4x*
30. Logique

a) Si F est une primitive d'une fonction fsurl, alors
toute fonction de la forme F + k (k réel) est aussi
primitive de fsur I.

b) Si deux fonctions f et g continues sur | sont
égales, alors leurs primitives sont égales a une
constante réelle prés.

c) Considérant deux fonctions F et G dérivables
surl,ona:(F-GY =0 F=G+k, k réel.

d) Pouru et v fonctions dérivables, la fonction
u’ X [v’ou) admet une primitive de la forme vou.

31. Primitives de fonctions usuelles
1.b) 2.d) 3.b) 4. c)

32. Equations différentielles

a) Vrai b) Faux c) Faux d) Vrai
33. Primitives et opérations
Feine Primitive
(u fonction f(x) Fix)
dérivable)
uun,
nni% (2x + 1)(x2 + x + 5) %[[x2+x+3]3
etnz-1
u’ 2x+1 -1
W (X2 + X + 52 X2 +X+5
’ 2x +1
u
- 2
Z\E 2 /x2 +x+5 X2+ X+5
’ 2x +1
L et In (X% + X + 5)
u + +
u’eu [2X+ ’|]ex2+x+5 e)(2+><+5
v x (W - v) | [(2x+ 1)cos(x? +x +5) |sin(x? + X + 5)

34. Equations différentielles y’ = ay
1.d) 2.b)

35. Equations différentielles y’ =ay + b
1. a) 2.d) 3.d)

36. Equations différentielles
C’est la courbe €,.

Exercices d'application p. 218-221

Montrer qu’une fonction est solutionde y’ = f

37.1.a) F’[x)=3x + 1= f(x)
b) F’/(x) = -x2 + X = f(x)
c) F/[x) = x4+ x3 + x =f(x)
2.2 F'xl =2+ 1= —— =l surl = Jo; el
b) F’(x) = —+1—f[x] surl=10; +o[.
Jx
38.1.a) F/[x) = e* + xe* = (x + e = f(x)
b) F[x) = e*[x2 +1) - 2xe*
(x2 +1)2
_ e*(x2 - 2x + 1ex _ flx)
[XZ + 1]2
2.a) F'[x)=——eX+ \/_ex
2J—
1+ 2X
= eX = f(x)
(2&]
b F(x) = (n(x) + X
X
=ln(x]+1+l=f[X]
X
39.a) F/(x)=(x+ 12 =flX) sur | = R.
b) F'(x) = _2x+1 surl=R.
(x2+x+1?
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42x + 3)(x2 +3x + 1)

c) F'(x) =
(2(x2 + 3x + 1)2)2
__ X3 = f[x)
(x2 +3x + 13
surl= ;+00| .
2
d) F'(x) = =fX)surl=R.

2X __X
241 e

40.a) F'(x)=2cos(2x + 3) = f(x) sur | = R.

b) F/(x) = cosl(x)cos(x) + sin(x)sin(x)

cos?(x)
) cos?(x) . sin2(x)

cos?(x) cos?(x]
=1+ tan?(x] = f(x)

T T
surl= |-—;—|.

1><lnx—x><1

X = f(x) surl]1 ; +oo[.
(Lnx)2

1
[1——]x—x—2+lnx
X
2.F’(x)=
X2

3. F’[x) = 2xlnx + X2 x 1
X

= 2xInx + X = f(x) sur ]0 ; +oof.

41.1.F'[x) =

=f(x)sur 10 ; +oo[.

4 F'(x)=2x ! x Lnx = f(x) sur 10 ; +oo[.
X

Primitive d’une fonction usuelle

42. a) Flx) = & b) Fix) = 2/x
¢) FIx) = ln(x) d) Flx) =
X
5 1
43.a) Flx)= —x* b) F(x) = —x3
12 2
¢ Flx = d)Flix)= -
3x3 2x?
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Ensemble des primitives d’une fonction usuelle,

primitive avec conditions initiales
44. 3a)Sur | =R, Flx)=e* +k, k réel.
b) Surl=10;+o[, F(x) = 2Vx +k, k réel.
¢) Surl=10;+[, F(x) = In(x) + k, k réel.

d)Surl =R, F(x) = %xa +k, k réel.

45 a)F(x)=e*-1-¢ b) F(x)=2x - 4

¢) FIx) = lnlx) - 5 d) Flx) = Lxo + L
3 3

46.a]F[x]=1x4-4 b]F[x]=1x3+g
4 6 3
c]F(x]=_—1+3 d]F[x]=-L+l
X 2x2 2

47. On cherche une fonction f telle que f'[x]=£2

et f(-1)=-2.

L'équation de la courbe est donc y = 2. 4.
X

Déterminer une primitive

48. a) Flx) = x* + X° +%x2 . x
1

b) F(x) = —=x5 + —x3 + bx
5 3

c) F(x)=ex +lx4
A
d) F(x) = 2e* + x3 + 5x

e) Flx) = —1e'2X + 1X2 +5X
2 2

49, a) F(x) = In(x) + %x3 +k, kréel.

b) F(x) = 24/x +%x2 +2X + Kk, k réel.
5 ,

c) F[x]=3ln[x]+§x2 +k, k réel.

d) Fx) = —%\/; +lnx) + x + k, k réel.
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50. a) Flx) = -%e-m b) Flx) = e~

c) Fx) = XX 4 4x d) Flx) = (x3 + x + 1

51.a) Fix)=(n(x2 +x+1 b)Fx) = 4/x2+x+1

1 1

c) Flx)=- d) F(x)=-

X2+ X +1

52.a) F(x)=In(x2 + 4x + N surl= }—2+\/§;+00[ )

b]F[x]:,/x2+4x+1sur|=}2+\/§;+oo[.
surl=}—2+\/§;+oo[.

c) Flx)=-
X2+ 4X + 1

1

Fxle e
d) F) 4(X2 + 4x + )%

sur | =R.

53.a) Flx) = %[X +1Bsurl=R.

b) F(x) = - surl=14;+o.

2(x + 4)?

c) Flx) = §x3 - gxz +In(x -2 surl=12; +od[,

d) :’:[X]=—i surl=11; +oof.
x-1

54, a) Fx) = %sin[Bx +Nsurl=R.

b) F(x) = —%COSS[ZX +Tsurl=R.

T

c) F(x) = -n(cos(x)) surl = }—E : —|:.
2 2

d) F(x) = ,1 ]surl=]O;n[.

sintx

Déterminer une primitive avec conditions
initiales
55.a) Flx)= (x + 1 -

6 6

b Flx) =~ 7% + 12
7 2

AX2 + x + 1)

c) Flx) = 1ex2—2x+2 1= le4-2\/§
2 2

d)Flx = 0+ x -1 - 2
3 3

56.a) F(x)=nBx2+x+1+2

b) Fx) = /3X2 + 4x +1+1

c) F[X]=%sin[7x]+2

d) Flx)=- +3

X+4

X

57. 1. x—e*In(x) + — est dérivable, donc conti-
X

nue, sur J0; +o[. Elle admet donc des primitives
sur]0; +oof.

2. La primitive est F : x —e*(n(x].

Equation différentielle y’ = ay
58.1. 0] 2.d) 3.a)

59. a) Les solutions sont yy : x — Ke%*, K réel.
3
b) Les solutions sont y :xﬁKeEX, K réel.

Ay +2y=0&y'=-2y
Les solutions sont y, : x +— Ke=2*, K réel.

1
d3y -y=0& y’=§y
1
Les solutions sont yy :xHKegx, K réel.

60.1.y'-10y=0< y’ =10y
Les solutions sont yy : x — Ke'%, K réel.

2
1. yk@ =01 Ke & =-0,1

20

o K=-01 ¢

—EH O0x

Donc la solution est y : x+—>-0,1e ¢

61.1.a]2y’+5y=0@y'=_gy

5
-=x
Les solutions sont yk : x> Ke 2, K réel.
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5
by, (2)=1 Ke2” =1 K = 265,

5
Donc la solution est y: X2 7

2. a) Les fonctions ont la méme expression
algébrique, ce sont donc les mémes.

5
b) f'(x) = —ge_EM < 0 pour tout réel x.

Donc f est strictement décroissante sur R.
c) lim f(x) =+ et lim f(x) = 0.

X—= X—+00

62. 1. Proposition 1 : Faux.
2.Proposition 2 : Faux.

3. Proposition 3 : Vrai.
Proposition 4 : Faux.

63. 1. Pest de la forme Ke??!| K réel.

2. P(0)=0,07 < Ke®™® =0,07 < K =0,07

Donc P(x) = 0,07e%2',

P(30) = 0,07%%™% = 0,07e%? =~ 38,1

La plante pése environ 38,1 g au bout d’'un mois.

X
64. 1.Les solutions sont les fonctions x — Kez2,

-xg

seule la fonction avec K = y, x e 2 passe par M,.
2. Le point d'ordonnée 2 de ces courbes est aussi

associé au nombre dérivé y’ = % x2=1.

Donc parallele a la droite y = X.

65.1.a=08eth=

ln[2.17125] ~0,100

2.y =by

3. f(23) = 0,8e0100x23 ~ 7 98

En 2023, le montant des ventes sera d’environ
7,98 milliers d’euros.

Equation différentielley’ =ay + b

. 1 ,
66. a) Les solutions sont y, :xH§+ Ke?x, K réel.

1
b) Les solutions sont y, : x+— 4 + Ke 4X, K réel.

3
c) Les solutions sont yx :x'ﬁg + Ke'zx, K réel.
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5
d) Les solutions sont y, :xH—% +Ke?', K réel.

67.1.a) 2.a)

68. 1. Les solutions sont y, :xH—g +Ke?, K réel.
5 5
2. yk[0]=0(:>—E+Ke2X°=O<:>K:E.

Donc la solution est y: xH—g + geh.

69. La fonction solution est y: x+—> 3 - 2e72,

C’est la courbe €,.

1
70. 1. a) Les solutions sont y, : x> -4 + Ke5 |

K réel.

1
bl y,(5)= -5 b+ Kei* =5 K="
e
1 1\' lx%
Donc la solution est y : x+—>-4 - —e5 =-4-e5 .
e
2. a) Les fonctions ont la méme expression

algébrique, ce sont donc les mémes.
1
b) f'(x) = —%eEH < 0 pour tout réel x.

Donc f est strictement décroissante sur R.
c) lim f(x) = -4 et lim f(x) = —co.

X—-0 X—+%

71.1. a) f[x) = Ce™®" ol C est un réel quelconque.
b) f(x) = 1013,25 e1*

2. a) Une altitude de 150 métres correspond a
0,15 kilometre donc la pression atmosphérique a
150 meétres d’altitude est f(0,15) = 995,17 hPa.

b) L'altitude correspondant a une pression atmos-
phérique de 900 hPa est la solution (en kilométre)
de l'équation

flx) =900 < 1 013,25 1%

In 900
< -0,12x =1n 900 @x:M
1013,25 -0,12

< x = 0,988. Laltitude correspondant a une pres-
sion atmosphérique de 900 hPa est 988 meétres.
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72. 1. Les solutions de léquation différentielle

sont de la forme % +Ce™™, Créel.

O, cewogesc=-d!
k k
Donc Qlt) = % - Ee““.

2. k > 0 donc lim Q[t]=%, cette limite dépend
donc de k.

Donc, aprés un certain temps, la quantité de péni-

cilline dans le sang sera proche de 01 mg.
k

3.Q(180) = E PEN E _ Ee—mﬂk _ E o
2k k k 2k

_ni2)
180

73.1. ult) = k-etRC

at=0:u=20,donck =20 et donc ult)= 20 erC,
2. RC = 0,1 donc u(t) = 20e1,

u(t) > 5 20e">5

(n(0,25)

& =10t > n(0,25) = t <

s t<0,14

74. 1. Les solutions de léquation différentielle
sont de la forme Ke®-3", K réel.

Kel-3"0 = N; & K = N,
Donc N(t) = N,e!#-3",

2.SiP >4, N est alors une fonction exponentielle
avec un coefficient strictement positif en expo-
sant, elle a donc le méme comportement que la
fonction exponentielle.

3.SiB <3, N est alors une fonction exponentielle
avec un coefficient strictement négatif en expo-
sant, il s'agit donc d'une décroissance exponen-
tielle.

75.1.a) f(t) = 0,025 + Ke ' K € R.

b) f(0)=0,5

¢) On a donc pour t >0,

f(t) = 0,025 + 0,475e701%,

2.a) f’[t) = -0,057e""2 < 0 donc f’(t) < 0 sur

[0 ; +o0o[, donc f est décroissante sur cet intervalle.

c) Le résultat précédent montre que la concentra-
tion va baisser a partir de 0,5.

3.f(t)=0,25
< 0,025 + 0,475e12 = 0,25
< 0,475e701% = (0,225

s @012 = [n(iJ
19
9

ln[—]
=19 4997
2012

Il faut donc un peu plus de 6 minutes pour avoir
une concentration de 0,25 mole par litre.

4. a) lime'2 =0alors limf(t) = 0,025.

t—+0 t—+o

Au bout d'un certain temps la concentration en
octane va se rapprocher de 0,025 mole par litre.

b) Au bout d’une heure (60 min), la concentration
en octane est égale a:

fl60) = 0,475e%12:¢0 + (0,025 = 0,025355, donc trés
proche de la valeur 0,025. Il est donc inutile de
continuer le processus aprés une heure.

Exercices d' entrainement  p.222-224

Transformer Uécriture d’une fonction
pour trouver ses primitives

76. 1. sinx - sinX x cos?(x) = sinx - sinx(1 - sin?X)
=sinX — sinX + sin®x
=sin®X

2.F:x+—>-cosx+ %cos3x
3.F :Xx—>-cosx+ %cos3 X +k, k réel.
1 2
-cos(rm)+—cosi(n)+k=0=k=-=.
3 3

1 2
F:xe—cosx+§cos3x——

77.1. h(x) = 1 x e® + X x 2eZ = u’v + V'u avec ulx) = X
et v(x) = e,

Une primitive sera : x — H(x) = xe>.

2. g(x) = -sin(x)e* + cos(xJe* = u'v + v'u avec
ulx) = cos(x) et v(x) = e~.

Une primitive G : x — cos(x)e*.

197



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

sont de la forme

78. Les primitives de x +—
In(ln(x)) + k, k réel.
In(lnle))+k=1= k=1
F:x—ln(ln(x)) +1

xln(x)

79. Les primitives de X— sont de la forme

X
X2 +1
ln(,/x2 + 1) +k, k réel.
ln(\ﬂz + 1) +k=0=k= —%ln[Z]
F:x n—>ln(,/X2 + 1) - %ln[Z]

80.1. F/(x) = ae™ - axe™ = (a - ax)e™™.
Par identification avec f(x), a = 2.

2. Lensemble des primitives de f est
{x —2xe"™ + k, k réel}.

2% 2,752 + k=0 k =-55e"7°

X — 2xe'™™* - 5 be-17%

Etude compléte d’une fonction primitive
81.1.F(t)=et" +tet =t + e,

2.f'[t) =t + e*" et et' > 0 pour tout réel ¢, le signe
de f’t) dépend donc du signe de (t + 1).

t —© -1 +00

t+1 - EJ +

'(t) - ﬁ] +

fl) +°°\ 1-e2 /+OO
_e_

3. limflt)="1et limflt) =+

X—>-© X—>+%0

X+ 1

82.1.F(x)=In(x+ 1)+ -3

X+ 1
=ln(x+1-2=f(x)

2.FIx=0=lnlx+1-2=0= x=e? -1

X — 0 e? -1 + 00
Flx) -0 +
+ 00 + 00
Flx) \ : , /
e
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3.f0)=n(0+1)-2=-2
Le coefficient directeur est donc -2.

83. 1. lim f(x) = -0 et lim f(x) = +oo.

2e¢ eyl
(ex +12  (ex +1)2

Donc f est strictement croissante sur R.

2.f(x)=1-

> 0 pour tout réel x.

X —w o
4+
Fix) /
-
3.a)x+2+In(4) - 2 =x+ln[4]+w
ex +1 e +1
=X +n(4) + = f(x)
e +1

b) Lensemble de primitives de f est

{%XZ +2X +n(4)x = 2ln(e* + 1) + k, k réel}.

b , ¢ _la+b+c®+lb-clx-a
x(x? - 1)

84.1.2.
X X+1

X =1

. . 1 1
Par identification avec g(x), a =-1,b = 5 etc= >
2. Lensemble des primitives de g est

-ln(x) + 1ln[x +1+ 1ln[x -1 +k, kréel
2 2
1 1
3.G(x) = -ln(x) + Eln[x +1)+ Eln[x -N+k

x2 -1
=Iln +k
X

lim GIx) = k et imG(x) = .

X—+% X1+

85. 1. Proposition 1 : Faux.
Proposition 2 : Faux.

2. Proposition 3 : Faux.
Proposition 4 : Vrai.

86.1.y+y=0y=-y

Les solutions sont de la forme Ke*, K réel.
Kel=es K=e

Donc f(x) = e™* .



Chapitre 7: Primitives et équations différentielles

2.e™=ceo1-x=Ilnlc) = x=1-Inlc)

3. lime™ =0

X—>+%0
4. Cet algorithme détermine, pour un entier pdonné,
a partir de quelle valeur entiere X on ae™ < 10"

Etant donné que lime™ =0 et que 10* >0 pour

X—>+0

tout entier p, cet algorithme va forcément s'arré-
ter par définition de la limite.

Modéliser avec des équations différentielles

87. 1. Léquation différentielle est 7" =cT, ou ¢ est
une constante réelle.
9
ln[ﬁ]

La fonction solution est T : x+—100e 10 X
9
ln[ﬁ])(
2.T(x)=25<=100e 10 " =25
_ -10ln(4) 5

oot

La température atteindra 25° au bout de environ
17 min.

17

88.1.a) B’ = kB, k réel, avec les conditions

B(0) = 600 et B(2) = 1800.

b) Les solutions de l'équation différentielle sont
de la forme Cekt, C réel.

B(0) = 600 < Cek*0 = 600 < C = 600

B(2)=1800 < 600e* = 1800 < k = ln_[3]

In(3),
Donc Blt) = 600e 2 .
In(3)

c) Bl4)=600e 2 =5 400.

Ily a 5 400 bactéries aprés 4 heures.
In(3)

d) B(t) > 12000 < 60067[ > 12000
2In(20)
(n(3)

Le nombre de bactérie dépassera 12 000 au bout
d’environ 5,45 heures.

2,

St>

= 05,45

t-0
neE .,
Tant que 600e 2 ~<12000 :

t-t+1
Fin tant que

89.1.a) f[t) = C e + 30

b) f(0) = 1400 donc C = 1 370 et f(t) = 1370e00¢% + 30.
2.a) Sur[0; +oo[,

f/(t) = -0,065 x 1370e0065 < Q.

Donc la fonction fest strictement décroissante sur
[0;+o0[.

b) La fonction f représente la température de la
piéce aprés sa sortie du four ; la piece refroidit en

sortant du four donc la température diminue et
donc la fonction f est décroissante.

90.1.Y =0,25(360 + 0,8Y+ 120 - Y]

< Y =-0,05Y+120.

2. Y[t) = Ce™®%'+2400 et Y(0) = 2 000 donc C = - 400
et Y(t) = -400e2% + 2 400.

3. limY(t) = 2 400.

t—o+00

Le revenu se stabilise a 2 400.

91. 1. Les solutions de l'équation différentielle
sont de la forme Ke 07X, K réel.

fl0)= e & Ke 070 = g2l o K =21

Donc f(x) = e21e=07x = g21-0,7x_

2.a) '[x) = f[x) - g’'(x) = -0,7e"-07 - 0,5

b) e21-07% > 0 pour tout réel x donc

h(x) = -0,7e21-07x 0,5 < 0 pour tout réel x.
Donc h est strictement décroissante sur R.

¢) Sur [0 ; 5], h est continue (car dérivable) et
strictement décroissante, de plus

h(0) = e21-07x0 _(05x 0+0,7)=e2'-0,7>0
eth(5)=e2075 _(05x5+07) =14 -32<0.

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
léquation h(xJ=0 admet une unique solution
sur [0 ; 5].

A laide de la calculatrice, on trouve o0 = 2,172.

3. flgy) = glg,) & flg,) - glg,) =0
s hlg)=0=q,=a

Donc g, = o, = 2,172 et p, = glg,) = 0,50 + 0,7 = 1,786

92.1. Levolume de CO, présent dans cette piéce a

20 h est de 900 000 x% =9000x0,6 =5400 dm3.
2. a) V[t) = Ae 0" + 450 avec A € R.
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b) V(0) =A + 450 =5 400, d'ol A = 5 400 - 450 = 4 950
ainsi

V(t) = 4 9507001 + 450

3.21 h correspond a t = 60, donc

V(60) = 4 950700740 + 450 = 3 166,62, soit 3 167 dm?*
a1dmdpres.

93. 1. g:t—M est une solution particuliére de
U'équation.

C est solution de l'équation différentielle si et seu-
lement si C - g est solution de y" = -ky.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ae ¥ A réel.

Donc C est de la forme M + Ae X, A réel.
CO=0=M+Ae =0 A=-M

Donc Clt) = M - Me-*.

2. C’[t)= kMe ™ =0 pour tout réel t car M>0 et
k=0.

Donc C est croissante sur R.

[lLrDC(t] =M

3. Dans ce cas, M =180.

C(15) = 90 < 180 - 180615 = 90 & k = "2

_tnl2),
Donc Clt)=180-180e 15 .
_tnf2)
Clt)>170=180-180e 15 =170
;o 15Ln(18) B
(n(2)
Le mais sera @a moins de 10 cm de sa taille maxi-
male au bout de 63 jours.

62,5

94.1. T =-0,1(T - 20)

2.a) Si T est constante T’=0 et -0,1(20 - 20) = 0, la
fonction constante 20 est donc solution.

b) T(t) = 20 + Ke®'t avec T(0) = 100 = 20 + Ke™0»0
d’ou K = 80. T(t)=20+80e"

95.1.100y’ +12y =0 y' =-0,12y
Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke 012X K réel.

y(0)=100 < Ke %' =100 < K =100
Donc la solution est y : x — 100e~012x,

2. Les valeurs de a et b correspondent aux extré-
mités d'un encadrement d'amplitude 0,01 de
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lantécédent de 80 par f, la solution trouvée en 1.,
obtenue par dichotomie.

Equations différentielles y’ = ay + @,
ou s’y ramenant
96.1.alg:x—1

b) y est solution de (F) si et seulement si y - g est
solutionde y' =-y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke™*, Kréel.
L'ensemble des solutions de (F) est donc
{x—1+Ke™, Kréel}.
2. f'[x) + (1+ tan(x))f(x) = cos(x)
g’(x)cos(x) - glx)sin(x)
+(1+tan(x))g(x)cos(x) = cos(x)
g’(x)cos(x) - glx)sin(x)
+ g(xJcos(x] + glx)cos(x)tan(x) = cos(x]
g’(x)cos(x) - glx)sin(x)

sin(x) - cos(x]

+ glx)cos(x) + g(x)cos(x)
cos(x)

g’(x)cos(x] - g(x)sin(x)

+ g(x)cos(x] + g(x)sin(x]) = cos(x]
g’(x)cos(x]g(x)cos(x] = cos(x]
g’(x) + g(x) = cos[x]

T T
cos(x)=0pour ——= < x <=
2 2

3. Les solutions de (F) sont g, : Xx— 1+ Ke™, K réel.
Donc les solutions de (E) sontf, : x — (1+ Ke *)cos(x)
K réel.
fl0)=0 < (1+ Ke™®)cos(0)=0

eSK=-1

Donc f(x) = (1- e*)cos(x).

97. 1. p’(x) + 3p(x) = e < 2ae? + 3ae? = e
& Hae® = e

1
Sa=-

2.y est solution de (E) si et seulement si y - p est
solution de y’' = -3y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke 3, K réel.

Donc les solutions de (E) sont y, :xH%e“ + Ke3x,
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y[0]=1<:%em + Ke¥0 =1<:K=%

DOnC y[_x] = lezx + ée—fix.
) 5

98. A. 1. Les solutions sont x— Ce ™, C constante
réelle.

2. Avec C = 2 on obtient la fonction h.
2

3. g est dérivable et g’[x]) = 9e** et donc
g’[x) + 2g(x) = 3e*.

4. Comme f=g+ halors f"=g" + h" donc pour tout
réel x :

f/(x) + 2f(x) = g’(x) + 2g(x) + H’(x) + 2h(X)
=3e ¥+ 0=3e™.

Ainsi f est solution de (E).

B. 1. On factorise par 3e %,
3 e

) -3x ) 3 )
f(x) = 3e| = - =3e | - -e™
2 e 2

2. En +o0 : par composition

lime?2 =0, de méme

X+

lime> =0, on en déduit par opérations que

X—>+%

lim f(x) = 0.

X—+%
En - : par composition

lim e = +00, de méme lim e™* =+, on en déduit

X—-% X—-%

par opérations que lim f(x) = +cc.

X—>-%

3.
X —® 0 +00
f’(x) + 0 -
3
flx) 2
X _OO/Z \ 0

f/[x) = -9e + 9e~>

= 9e (-1 + e
Comme 9e % est positif alors f’(x] est du signe de
-1+ e, donc positif pour x < 0.

4. D’apres Uexpression de la question B. 1, et comme
pour tout réel x, 3e®>=0,on a:

f[x]=0<:>§—e‘x=0

S X= ln%: -0,4 (20,01 prés). La courbe €, coupe

laxe (Ox] en un seul point A de coordonnées

(lng;OJ.
3
Intersection de 6, avec l'axe (Oy) : il s"agit du point

de coordonnées B(0 ; f(0)) c’est-a-dire (0 : gj

99. Travail de l'éléve.

100. Travail de l'éléve.

Exercices bilan p. 225-226

101. Temps de refroidissement
1. a) La fonction constante est f : X — 20.

b) y est solution de (E) si et seulement si y - f est
solution de y’ = -0,04y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke-004t K réel.

Donc les solutions de (E) sont y, : t — 20 + Ke 0%,
) gl0)=100 < 20 + Ke %% =100 < K =80

Donc g(t) = 20 + 80e004,

2. a) g(30) = 20 + 80e0%%0 = 20 + 80e ™ h2 =44 > 37
Donc la grand-meére a mal évalué le temps nécessaire.
b) g(t)= 37 < 20 + 80e 0%t = 37

o t=25ln 80\, 38,72
17

La température sera de 37° au bout d’environ
38 minutes et 43 secondes.

c)

t-0

Tant que 20+ 80e™°-%4t>30
t-t+1

Fin tant que

Afficher t

102. Equation de la forme y’ = ay + ¢,
ou ¢ est une fonction

1. g'(x) = e* + xe* = g[x] + e* donc g est bien solu-
tion de (E).
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2. a) f'[x) = f[x) + e

f(x) - g’(x) = f(x) + &* - ¢’(x]

() — g’(x) = f(x) + e* - (g(x] + &%)

f(x) - g’(x) = f(x) - glx]
Donc f est solution de (E) si et seulement sif-g
est solutionde ¥ =Y.

b) f - g est donc de la forme Ke*, K réel.
Donc f est de la forme xeX + KeX K réel.
3.fll=2¢e" +Ke'=2

SK=2e"-1
Donc la solution est f : x — xe* + (2e71 - eX.

103. Déterminer une primitive
1.F === (-1 +(-1+2e'=0
F'2)=f2)=(-22+2+2)e? =0
2. a) F’(x) = (2ax + ble* + (ax? + bx - 1e*
= (ax? + (2a + b)x + b - Ne*
b) F’(-1)=0
o lal-12+2a+b)-N+b-Te'=0
o (-a-e'=0

sa=-1
F(2)=0
S (-1x22+(-2+b)x2+b-1e2=0
< (3b-9e'=0
<b=3

Donc F(x) = (-x% + 3x - 1ex.

104. Un modéle de bénéfice

1. g:t+—>30 est une solution particuliére de

U'équation.

f est solution de l'équation différentielle si et seu-
1

lement sif - g est solution de Y’ = _E y.

Les solutions de cette équation sont de la forme

1
Ke' 2", K réel.
1
Donc f est de la forme 30 - KeiEX, K réel.

1
fl0)= 2530+ Ke 2" = -25 < K =55

1
Donc f(x) =30 -55¢ 2",

2. A laide de la calculatrice, on constate que
la somme des carrés des écart est d'environ
0,08 <0,5. Lapproximation par f semble donc satis-
faisante.
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1

3.a)f(x)>29,8 < 30-55¢ 2 >29,8

& x>2In(275)= 11,2
Le bénéfice dépassera 29 800 euros au bout en
2011,

1
ble 2 >0 pour tout réel x donc

1
f(x)=30 - 55¢ 2 <30 pour tout réel x. Le bénéfice
ne peut donc pas atteindre 30 000 euros.

105.acM
1. a)
2.d)

106. Fonctionnement d’un stimulateur cardiaque

1 1
A.1.a)—= =125
RC 4x107 x2x10°
Donc u vérifieu” + 1,25u = 0.
b))y’ +125y=0< y’ =-125y

Les solutions sont donc y, : t— Ke'?, K réel.

c) u est solution de l'équation différentielle donc
u est de la forme Ke "%t K réel.

ul0)=56=Ke®0=56=K=56.

Donc u(t) = 5,6e"%t.

2. a)u’(t) = -7e'® <0 pour tout réel t.

Donc u est décroissante sur [0; +oo[.

b) u représente la tension au bornes du condensa-
teur, celui se déchargeant avec le temps, ce résul-
tat était prévisible.

B.1.a)(1-0,63) x ul0) =0,37 x 5,6 = 2,072

b) 5,6e-'%5t =2,072
e =0,37

(n(0,37)
~ 125
_n(0,37)

=0,80 donc le stimulateur envoie

c

une impulsion électrique au cceur toutes les
0,8 seconde environ.

60
d) %=75 le stimulateur simule donc un pouls

de 75 pulsations par minutes, ce qui est compris
entre 50 et 80. Ce rythme correspond donc bien a
un adulte au repos et en bonne santé.
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107. Satellites
A. 1. Les solutions sont x — Ke?9%h K réel.

2. La solution de U'équation différentielle (E) qui
vérifie la condition T(800) = 2 000 est la fonction
définie sur [0 ; +oo[ par : T(h) = 2 000%025-20,

B. 1. Détermine la plus petit valeur K, a 0,5 pres
pour laquelle T(500) dépasse 1400 m.

2. Il affiche 18,5.

C. 1. Le temps restant avant la rentrée atmosphé-
rique du satellite Hubble est d’environ 5 432 jours.

2. a] [h + 10] = 0,13260'025”’”0'150]
=0,1 32e0.025(h-150+0,25)

=0,1 32e0.025(h-150] ¢ 20,25
o= 128414 2
100
Ainsi, augmenter laltitude h de 10 km revient a

augmenter d’environ 28 % le temps restant avant
la rentrée atmosphérique du satellite Hubble.

Préparer le BAC

Je me teste

108.D 109. A
110.A 111.B
112.cC 113.A
114.D 115.A

Préparer le BAC

Je révise p. 229

116. Découvrir une primitive
1.G’(x) = ae*" + (ax + ble*" + 1= [(ax + @ + ble*" + 1
Par identification avec g, a=1etb=-1.

2.1- e eX+l-e 1

= h(x)

e*+1 e*+1 e*+1

Une primitive de h est H : x+— X - In(e* +1).

117. Culture de microbes

1. Les solutions de l'équation sont de la forme Ce*,
C réel.

y0l=N&eCe®=N<C=N

Donc y(t) = Nek.

2.y(2) = 4N & Ne* = 4N < k = In(2)
Donc y(t) = Ne"@t = 2(N,

y(3)= 23N =8N

Au bout de 3 heures, ily a 8 N microbes.
3. y(5)=6400 < 2°N =6 400 < N =200

118. Etude d’une fonction

1.Lessolutions de (1) sontlesfonctions y, : x — e,
K réel.

Les solutions de (2] sont les fonctions y, : x — Ke~,
K réel.

2. a) Graphiquement, f(0) = 1.

Le coefficient directeur de T est =3 et son

ordonnée a lorigine est 1, donc T a pour équation
y=3x+1

f’(0) est le coefficient directeur de T, soit f/(0) = 3.
b) f(x) = £(x) - f,(x) donc f est de la forme Ae?* - Be*,
A et Bréels.

fl0)=1< Ae?>®-Be’ =1 A=1+8B

f’ est de la forme 24e? - Be*.

f(0)=3 < 24e>® - Be’ =3

< 2A-B=3
= 20+B)-B=3
< B=1

DoncA=1+B=2

Donc f(x) = 2e** et f,(x] = e*.
Donc f(x) = 2% - e*.

c) limflx)=0

X—-20

f(x) = e*(2e* = 1) donc lim f(x) = +oe.

X—+

d)f(x)=0= 2> -ex =0
o2 -1=0 x=-In(2)
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119. Primitive et aire sous une courbe

1. a) 200 xvix) + ulvIx)) = 2[1 X 675 4 X X %e%XJ

1
=[x +2)e?" =f(x)
1
b) Une primitive de f est F : X — 2u(x)v[X) = 2xe? .
2. a) Pour n =3, lalgorithme renvoie
s:lf[0]+lf 1 +1f 2 , soit la somme des aires
3 313) 313
des trois rectangles colorés du graphique.

b) Lorsque n devient grand, la valeur de s_ propo-
sée se rapproche de l'aire du domaine situé entre
la courbe 6, laxe des abscisses et les droites
d’équationsx=0etx=1.

120. Probléme ouvert (1)
Pour X <2, on résout y’[x) + ylx) = 1.

f:x—1 est une solution particuliere de cette
équation.

y est solution de cette équation si et seulement si
y - f est solution de y" = -y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke™ K réel.
Donc les solutions de y’(x]) + y[x) = Tsont :
Vx> T+ Ke™ Kréel.
y0l=0=1+Ke'=0 K=-1
Donc la solution de y'(x) + ylx) = Test f : x> 1- e
Pour X > 2, on résout y’lx) + y(x) = 0.
y(x)+y(x) =0 y'(x) =-yx)
Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke ™ K réel.
Ainsi la solution de y’(x) + ylx) = g(x] est
{1 —e*six=<2
ylx) = .
Ke™ six>2
y doit étre dérivable donc continue sur R.
Ainsi on doit avoir1-e?=Ke? o K=e?-1
Donc ylx) = T-e*six<2
(e2-Te~six>?2
121. Probléme ouvert (2)
V'(x)=2Ce* + C,e* =2ylx]) - C,e*
L'équation différentielle est y’(x) = 2y(x) - C,e*.
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Exercices vers le supérieur  p.230-233

122. Deux modéles pour une méme étude

A. Un modeéle discret

1. a) L.append(u) ajoute la valeur de la
variable u dans la liste L.

b) Ily aura 50 nombres dans la liste L.

2. a]f’[x]=i[20—x]—ix=2—lx
10 10 5

f’[X]BO@Z—%xzmaxsm
Donc f est strictement croissante sur [0 ; 10] puis
strictement décroissante sur [10 ; 20].
b) f est strictement croissante sur [0 ; 10] donc :
e fadmet un maximum en x = 10, soit
f[10]=i>< 10(20-10)=10;
10
e fadmet un maximum en X = 0, soit
fl0) = - x 0[20 - 0) = 0.
10
Donc f(x) €[0;10] pour tout x €[0; 101.
3. Montrons par récurrence la proposition
P :0=<u,<10.
Initialisation : (pour n = 0) : u, =1€([0;10] donc
P, est vraie.
Hérédité : si il existe un entier n tel que P, est
vraie, alors 0 <u, <10 donc 0 <flu,) <10 d’aprés
la question précédente.
u,.,=flu)doncO=<u,,, <10.
Donc P, est vraie.

Conclusion : d’apres le principe de récurrence, P, est
vraie pour tout entier n.

4. La fonction f étant strictement croissante sur
[0; 10], nous pouvons montrer par récurrence que

u,,; > U, pour tout entier n, donc que (u,) est stric-
tement croissante.

(u,) est donc strictement croissante et majorée par
10, donc (u,) est convergente vers un réel € .

U, = flu,) donc € vérifie f(€) = €.
f[€]=€=%€[20—€]=€<:>€2—1U€=0

= €e-101=0
< €=00u€=10
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Or u,=1et (u,) est strictement croissante donc
u, = 1pour tout entier n.

Donc € =10.

S from math import *
N=1int (input(Q))
L=[]
u=1

L.append (u)

whille u<=5:
u=(((u*20-u))/10)
L.append (u)

print (L)

B. Un modeéle continu

1
1.a) Siy est solution de (E) alors : ¥y’ = Ey[‘IO -y’

1
’ —y“O—y]
»’ y?
I 10 S B
20y? 2y 20
1 1
=——z+—
2 20

1
b) g:x+— 0 est une solution particuliere de (E,).
z est solution de [E1] si et seulement si Z - g est

1
solutionde 2" = —EZ.

Les solutions de cette équation sont de la forme

1
—=X ,
Ke 2, Kréel.
1

-—X

Donc les solutions de (E,) sont : z, : x > ﬁ +Ke 2,

K réel.
Donc les solutions de (E) sont

1 1 10

sz—:xH ] = ]

2k J ke 10Ke 7 +1
10

2. g est solution de (E) donc g est de la forme
10

, K réel.

1 , K réel.
10Ke 2 +1
g0=1< 1? =1 K=09
10Ke 2° +1

Donc glx) = 10 __10

1

10%0,9e 2 +1
1
‘I0><[—%Je_EX N
3. g'lx)=- __f%er oy

1 2 1 2
[9&* + 1] [9e'5* + 1]

pour tout x € [0; +o[.

1
9% 2 +1

Donc g est strictement croissante sur [0; +oo[.

4. lim g(x) =10 donc au fil du temps le nombre

de foyer possédant un téléviseur se rapproche de
10 millions.

5.

X«0

10 <1

Tant que <
2%+ 1

9e

XeX+1
Fin tant que
Afficher 2005+ x

123. Progression d’une épidémie
1. Siy est solution de (E) alors y’ = 0,05y(10 - y) et
y(0) = 0,01

Yy 0,05y(10-y)

frem"= ;
y y
_ 2
_-05y+0,05y? 0,05 0.0
y? y
=-0,05f+0,5

y(0)= 0,01 fl0) = —— = — =100
y(0) 0,01

2. a) g:x—0,1 est une solution particuliére de
f=-0,5f + 0,05.

f est solution de cette équation si et seulement si
f - g est solution de f’ = -0,5f.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke 05 K réel.

Donc les solutions de f” = -0,5f + 0,05 sont
fe 1 x = 0,1+ Ke™® K réel.

f0=100 < 0,1+ Ke > =100 & K = 99,9
Donc f(x) = 0,1+ 99,9e-05x,
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Donc ylx] = 1. ;
flx) 0,1+99,9e 05

b) Cet algorithme sert a afficher Uentier x a partir
duquel on a ylx) = 5.

1
0,1+ 99,9050
~ 1
©0,1499,9¢

3.a) y(30) =

Environ 10 % de la population sera infectée au
bout de 30 jours.

b)lim ylx) = 10 donc, & terme, Uinfection touchera

X+

10 % de la population.

124. Equations de la forme y=ay+o

a)Onchercheaetbtelsqueg : x = acos(x] + bsin(x)
soit une solution particuliére de U'équation.

2g’(x) - g(x)
= 2(-asin(x] + bcos(x)) - acos(x) - bsin(x)
=(2b - a)cos(x) - (2a + b)sin(x)

Par identification avec cos(x),

1
a=-—
{2b-a_1@ 5

2a+b=0""| _2
5

y est solution de l'équation si et seulementsiy - g
1
est solution de y’ = Ey.

Les solutions de cette équation sont de la forme

1
KeEx, Kréel.

Donc les solutions de 2y” - y = cosx sont
1 1 2 L
Vi x> glx)+ Kez = —gcos[x] = gsin[x] + Ke?,

Kréel.

bl Onchercheaetbtelsque g: x — [ax? + bx + cle®
soit une solution particuliére de U'équation.

g’(x) - 2g(x)

= (2ax + ble? + 2(ax? + bx+cle? - 2(ax? + bx + cJe?*
= (2ax + ble?*
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1
Par identification avec xe?, {Zax =1 PN 2.
b=0 b0
Pourc=0,g:x— %Xzezx est solution particuliére
a l'équation.
y est solution de l'équation si et seulementsiy - g
est solution de ¥’ = 2y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke?*, K réel.

Donc les solutions de y" - 2y = xe?* sont

Yy 1 X glx) + Ke> = (%xz +KJe2X, K réel.

125. Sans aide
1. Une solution particuliere est

2 .
X > —COSX + —SinX.
5 5
Les solutions générales sont

- 2 . 1y ,
X — —CosX + —sinX + Ke2 , Kréel.
5 5

: . 1
2. Une solution particuliere est X — Exzezx.

Les solutions générales sont

1 ,
X = —x%e? + Ke?, Kréel.
2

126. En économie
1.g:x+— 0,05 est une solution particuliére de
P’ =-0,4P +0,02.

P est solution de cette équation si et seulement si
P - g est solution de P’ = -0,4P.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke 04 K réel.
Donc les solutions de P” = -0,4P + 0,02 sont

P, : x — 0,05 + Ke %%, K réel.

P(0) = g & 0,05 + Ke 040 = g = K=075

Donc P(x) = 0,05 + 0,75e04x,
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e e
Plg) 0,05+0,75e7%4 1+ 15704

o) 20 .5
14156040 4

20 x 15 x (-0, 4)e-04
(1+ 15e-0:44)2

120804

(1+15e-04a )2

2. 'lg) = -

pour tout g €[0; 14].
Donc f est strictement croissante sur [0; 14].
2. a) La droite (0Q) passe par les points 0(0 ; 0) et
Qlg ; flg)).
Son coefficient directeur est donc donné par
Ya = Yo =f[q]—0=@.
g-0 ¢
b) Le minimum est réalisé quand la droite (0Q)

a un coefficient directeur minimal, soit pour
g = 14, ce qui correspond a un colit moyen de

Xq = Xp

20
-0,4x14
f[14]=1+15e <14,
14 14

127. Equation différentielle et changement de
variable

1. f[t) = —2—10f[t][3 - Inf(t)) si et seulement si

gl =(n(AY(0) = Flel—-

f(t)
1 1

- (—%f[tl(3 . lnf[t])]%

3 Inflt)
=—-—+

20 20

1 3
= 59[1’] - 5

z est solution de cette équation si et seulement si

, 1
Z - g est solution de 2" = —7z.
20

Les solutions de cette équation sont de la forme
1
KeZO[, Kréel.

1 3
Donc les solutions de 2’ = —1z - % sont

1
Z, :t>3+Ked | K réel.

- 1 3 L ,
3. g vérifie ¢ = —g - — doncil existe un réel C tel
J 7 20g 20

que glt) =3+ Cen'.
g(t) = Inlf(t)) donc

f(x) = explglt)) = exp£3 + Cexp[iD .

4.a) imf(t)=0

t—+0
3 L L
b) () = ——e20e3-3¢® < 0 pour tout réel t.
20

Donc f est décroissante sur [0 ; +o9[.

o) it <0,02 & exp[S . 3exp[%}] <0,02

& 3-3exp| - | <n(0,02)
20

(:)L>ln 1_ln([].[]Z]
20 3
ot> 20[n[1 - l”[?m]

128. Equation différentielle du second ordre
1.a) (X2 = (Fx)2 =1 (F(x))? =1+ [f(x])

Donc (f(x))? = 1 pour tout réel x.

En particulier (f’(x]))* = 0 donc f’(x] = 0 pour tout réel x.

b) (F(0)) - (£(0))> =1
< [0 =(F0)2-1=1-1=0
< fl0)=0

2. La dérivée de ()2 est 2f” X f’.

La dérivée de f2 est 2" x f.

Pour tout réel x, (F/(x))2 - (fx))2 = 1.
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Donc, en dérivant on obtient :
2f”(X)F(x) - 2 (x)f(x) =
& 2F(xX)(F”(x) - f(x)) = 0.

Or 2f’(x) = 0 pour tout réel xdonc on a f”(x) - f(x] =

soit f”(x) = f(x) pour tout réel x.
3.a)ul0) =70 +fl0)=1+0=1

v(0) = (0] - fl0)=1-0=1

b) f” =f donc
u'=[f’+f]’=f”+f’=f+f'=u_

N L O O Ry Ry R U

c) Les solutions de l'équation v’ =u sont de la
forme Ke*, K réel.

ull=1eKe =T K=1.

Donc ulx) =

Les solutions de l'équation v’ = -v sont de la forme
Ke™*, K réel.

v0l=1eo Kel=1eK=1.

Donc v(x) =
oot -n-
Donc flx) = ulx) - v[x] _er-ev

4.a) lim f(x) =+ et lim f(x) = -

X—>+00 X—=%

b) F/(x) = &

>0 pour tout réel x.

Donc f est strictement croissante sur R.

X — 00 + 00

+ 00

f(x) /

—00

5. a) La fonction est continue, car dérivable, et
strictement croissante sur ]~ ; +oo[ .

-0 < m<+% = lim f(x) pour tout

X—>+0

De plus lim f(x) =

X—>-0
réel m.
Donc, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs

intermédiaires, ['équation f[xX)=m a une unique
solution dans R.

b) flx) =3 "= =3
SeX—e*=bo(eX)? - 1= bex
(e -6ex-1=0
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On pose X =e* et on résout X2 - 6X -1=0.
A=[-6P-4x1x(-1=40>0
L'équation a donc deux solutions réelles :

8-V o

X, =
2x1
X, = -(-6) + \/7 _3+410.
2x1
Donc (eX)2 -6e* -1=0
&S eX=3- 100ueX=3+\/ﬁ
@x=ln[3+\/ﬁ]
car 3-+10<0.

Donc x = (n(3 +/10) = 1.82.

129.acM
1.¢c)
2.b)

130. Commande d’une substance radioactive

Soit N la fonction donnant le nombre d’unités en
fonction du temps t (en jours).

- ANIt).

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke ™, Kréel.

La demi-vie de la particule est de 27,8 jours.

N[t] s Ke-Mts278) = Ee-ﬂ

La loi de désintégration donne N'(t) =

NIt +27,8) =

o o M-278% = 1e‘“

& -t -27,80=-In(2) -
tof2
27,8

S A=

Soit N0 la quantité initiale, alors
NOI=N, & Ke™ =N, s K=N,.

_ln(2)
N e 27,8
In(2)

N[2)> 35 & Nye 278

Donc NIt) =

=35
In(2)

& N, >35e1%7 = 36,8

Il faut donc commander au moins 37 unités.
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131. Equation logistique
_N(t) _ 0,07N[t)(1-10°N(t))
Nt NIt
~ 0,07N(t) - 0,07 x 10-3N(t)2
N[t

Plt) =

= -0,07i +7x10°
N(t)

=-0,07P(t) + 7 x 10°°
Donc P est solution de l'équation
y’=-0,07y + 7 x 10-5.
g: x> 107 est une solution particuliére de cette
équation.

y est solution de l'équation si et seulementsiy - g
est solution de y’ =-0,07y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke 097 K réel.
Donc les solutions de y" =-0,07y + 7 x 107% sont
Y 1t 107% + Ke 007t K réel.
Donc P est de la forme 107 + Ke 007 K réel.

1 1 3
De plus P(0) = — = — =102

N(0) 100

P0)=10"? < 107% + Ke %0 =102 < K = 0,009

donc Plt) = 10-% + 0,009e-007t .

132. Réaction chimique

1 1
Donc Nlt)= — =
P(t) 103 + 0,009¢-007t

pour n =0, C’(t) = -k, solution : x = -kt + C,
pour n = 1,C’(t) = -kClt), solution : x> C e
pour n =2, C’(t) = -kC?(t)

’

(:)—C,[tlzk(:)(l] =k = Clt)= 1 ,
C?(t) C kt + K

Kréel. Solution : X —

kt+C,

133. Croissance d’une population

1. On pose y=1.
P

o P telMopl kM
p? p? p
= —kMy + k

1
g:x— " est une solution particuliere de l'équa-

tion Yy = -kMy + k.

y est solution de 'équation si et seulementsiy - g
est solution de y’ = -kMy.

Les solutions de cette équation sont de la forme

Ke ™t K réel.

Donc les solutions de y” = -kMy + k sont

Yy it i + Ke M, K réel.

y[o]zizi@i+Kekox0:i
pl0)  p, M Do
(:)K:i—i
po M
1 1
Donc ylt)=—+ — - — e,
M p M

M =10000, k =0,0001 et p, = 1000 donc
y(t) =104 +9 x 10-%e!

1 1
donc plt) = — = .
ylt] 10* +9x10-“e!

1
1074 + 9 x 10-4e2

2. pl2) = ~ 4,509

Au bout de deux ans, la population sera de
4 509 individus.
1

104 19x10%e
Au bout de deux ans, la population sera de 9 428
individus.

pl5) ~ 9428

1
104 +9x10*et
10-°
179991

10-5
st=-ln =121
1,79991

On atteint la taille limite au bout de 13 années.

3. plt)1=99995 =9999,5

el
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10000+
9000+
8000+
7000+
6000
5600
4000+
3000+
2000+
10005

20 2 4 6 8 10 12

134. Vrai ou Faux ? (1)
1. a) Vrai b) Vrai
2. a) Faux b) Faux
c) Faux d) Faux
3. a) Vrai b) Faux

c) Faux

c) Vrai

135. Vrai ou Faux ? (2)
1. Faux

2. Faux

3. Vrai

4. Vrai

136. Croissance d’une population de rongeurs

1
1. a) Les solutions sont les fonctions y, : t — Ket,
K réel.

1
b) gl0l=1 Ket ' =1 K =1
5
donc glt) =es .

1
Adgll=3oel =3 t=4ln3)= 4,4

Au bout de 5 ans, la population dépassera 300 indi-
vidus.

2.a) u’lt) = M - lute)) si et seulement si
@ _ (ult))?
hlt)=- vt — 12
(ult))? (ult))?
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1 1

-—t
4ult) 12 4 12

hlo

de plush[0]=i=1=1.
7](0)

1
blg:x— 5 est une solution particuliére de

SR

Uéquation y’ = u + TS

y est solution de léquation si et seulement si
Y - g est solution de y’ = —%y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke%[, K réel.

y

1
Donc les solutions de ¥’ = _Z + — sont

12
_lt
Yy :t'—>§+Ke 4, Kréel.
h vérifie cette équation donc h est de la forme
1 By ,
—+ Ke 4, Kréel.
3
1
o=l s Ke T =1 K=2
3 3

1
donc hlt) = 1 + Ze-;f
3 3

donc ult) = 1 )
hlt) 1 2 -k 1

c) limu(t) = 3 donc la population se rapproche de

to+o

300 quand t tend vers +o.

137. Approche d’une solution par la méthode
d’Euler

A partir de la méthode d'Euler, nous obtenons la
suite de points A, (x, ; ,) ol X, =0, y, = 2 et

Xn+1 =0'1Xn
yn+1 = yn +0'1[yn - Xn]

On obtient la courbe suivante.

pour tout entier n.
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y
5+ +
+
+
b+
i
7
31+
++
H-
24+
’|.
| X
0 1

Onrésout y' =y - x.
g: X X +1 est une solution particuliére de cette
équation.

y est solution de 'équation si et seulementsi y - g
est solutionde ¥y =Y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke*, K réel.

Donc les solutions de y’ = ¥ - x sont
Vi x> x+ 1+ Ke*, K réel.
yi0l=2=0+1+Ke’ =2 K =1

Donc la solution est y(x] = x + 1+ e*.

En tracant cette courbe sur le graphique précé-
dent, on peut constater que l'écart est faible entre
les deux courbes.

138. Démontrer Lunicité d’une solution

Si xy’(x) + y(x]) = 0 alors, en dérivant chaque
membre, ylx) + xylx) + y’(x) =0

donc xy”(x) =0 donc y’(x) = 0 pour tout x = 0.

Donc, y’ étant continue sur R on a nécessairement
y’ fonction constante sur R, soit y : x = k ou k réel.

Or xy’(x)+ y(x) =0 xx 0+ y(x]=0
< yx)=0.

L'équation admet donc une unique solution, la
fonction constante 0.

139. Résoudre par disjonction de cas
1.Si ylx) = x alors ‘y[x] - x| = ylx) - x.

On résout y’(x) = ylx) - x.

g:Xx—>Xx+1 est une solution particuliere de
Uéquation.

y est solution de l'équation si et seulementsi y - g
est solutionde Yy’ =Y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke*, K réel.

Donc les solutions de y’(x) = y(x]) - x sont

Y i X=X+ 1+ Ke*, Kréel.

V(X=X & x+ 1+ Ke* = x & Ke* = -1 cette inéga-

lité étant valable pour tout x pour K =0. Les solu-
tions de U'équation vérifiant la condition initiale sont
donc: yc:x—=>x+1+Ke*, K=0.

y

=N W B~ 01 O~
! | | | 1 |
1 1 1

2 —;1? 1 2

-2+

2.Si ylx) < xalors ’y[x] - x‘ = - ylx) + x.

On résout y’(x) = - ylx) + x.
g:Xx—>x-1 est une solution particuliere de
l'équation.

y est solution de l'équation si et seulementsiy - g
est solutionde ¥y’ =-y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke™  Kréel.

Donc les solutions de y’(x) = - ylx) + x sont

Ve i x—=>x-1+Ke™ Kréel.

VXIsxox-1+Ke*<x o Ke*<1 cette iné-
galité étant valable pour tout x pour K <0. Les
solutions de l'équation vérifiant la condition ini-
tiale sont donc:

v x> x=-T+Ke', K<0.
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140. Equations et conditions
1.a) H(x) = (f’(x) - 3flx]))e3
b) f est solution de (E) donc

Flx) = 3(x) = —
+ e—3x
ainsi h'[x) = g3
T+e

2. Dans h’[x) on reconnait la forme —
positive ainsi u
hix) = =ln(1 + e>] + k, k réel.

3. flx) = hlx) e¥* = (-Iln(1 + e ) + k]e¥, k réel.
4)f0)=(-In(1T+1)+k) =0

Donc k = In2.

La solution est x — (-In(1 + e + In2)e*,

avec u

141. Chute d’une goutte d’eau
1.a)g:x—9,81q

b) g’ = _—19 + 9,81
q
f est solution & f’ = _—1f +981
q

-1
e f-g=—I[f-9
q

o gl =Y = g)
q

1
& f-gestsolutiondey' =——y.

1
On en déduit v(t) =9,81q{1—e qt] puisque v(0] = 0.

1
2.a) lime 7 - 0 par composition donc

t—>+

tlim v([t) = 9,81q par opérations.

b) Vérifier que v(5g) > 0,99 x 9,814.
v(5g) = 9,81g(1 - e = 0,9932 x 9,81g
Laffirmation est donc correcte.
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Travaux pratiques

TP 1. Méthode d’Euler
pour approcher la courbe d’une solution
d’équation différentielle

¢ Durée estimée : 55 min

e Objectif : Utiliser 'équation différentielle pour
un calcul répértitif, aprés avoir été présentée,
mettre en ceuvre la méthode avec Uoutil Python.

A. Courbe d’Euler et solution de U'équation diffé-
rentielle y’ =3y + 5 avec y(0) = 1

2. a)

saisir les variables x,y,h,n
Pour 1 allant de 1 a n:
X<-X+h
Y <-y(1+3h) +5h
Fin Pour

b) Avec Python et l'affichage des points A

from math import *
from pylab import *
def méthode_euler (x,y,h,n):
X_liste =[x]
Y_liste=[y]
xlim (0,5)
ylim (0,100)
for i1 in range (n):
X =x+h
y=y*(3*h+1)+5*h
X_liste.append (x)
Y_liste.append (y)
return (X_liste, Y_liste)
X,Y=méthode_euler (0, 1, 0.1, 100)
plot (X, Y, "r+")
show Q)

B. Pour aller plus loin

from math import *
from pylab import *
def méthode_euler (x,y, h,n):
X_liste =[x]
Y_liste=[y]
xhim (-3, 3)
ylim (0, 20)
for i1 in range (n) :
y=y*(2*h+1) + x*cos(x*pi/180)*h
X =x+h
X_liste.append (x)
Y_liste.append (y)
return (X_liste, Y_liste)
plot (méthode_euler (pi, 0,0.1, 100),"r+")
show Q)
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TP 2. Etude d’un exemple
de dynamique de population
¢ Durée estimée : 40 min

¢ Objectif : Appliquer les équations différentielles
avec un modele économique historique, sur un
probléme économique concret.

A. Présentation

1. En remplacant N respectivement par 0 puis par
K on obtient N = 0.

N
Si0<N<Kalors0< K <1 ainsi l'équation logis-

tique donne N’(t) > 0 et sinon N’(t) < 0.

2.S5i 0 < N < K alors N’(t) > 0 donc la fonction
N est croissante. Décroissante sinon.

B.Exemple : un probléme économique, le nombre
de franchises

1. N0 = 04N | 1= M
1000
avec N(0) = 100.
2.N'1t) = 0.4N(0) | 1= VO
1000
o N1 04 . N

(N2 N 1000

= _N,[t] = _[]'[,_ L — L
(N(t))2 N(t) 1000
o P(t) =-0,4P(t) + 0,4.103

P(t) = ke™%t + 10- ainsi
1

Nlt) = ———.
ke %4 +10°3
De plus N(0) =100 = 1
k+1073
& k=10?-10%=0,009
1 1000

et N(t) = =
0,009e-04 4103

1+ 9e04t

3.N[t] =500 < e+ 1 <2

1

ln| —

1 9
o -04t<Iln-|st=—2
9 -0,4

& t=5,493

Sitestexprimée en mois, il faudra attendre environ
5 mois et demi pour atteindre les 500 franchises.

TP 3. La radioactivité
et les équations différentielles

e Durée estimée : 55 min

¢ Objectif : Simuler une situation, puis appli-
quer le modele mathématique pour analyser le
probléme et appliquer sur un modele concret : la
datation au carbone 14.

A. Simulation de U'évolution du nombre de noyaux
restants

from random import*
from pylab import>
def compte_noyaux_restants (n,p) :
N=n
for i in range(n):
if randomQ <=p:
N=N-1
return N
def Liste_nb_noyaux_restants (n,p) :
L=[1
M=n
while M>0.01*n:
L.append (M)
M=compte_noyaux_restants (M,p)
return L
n =40000
L=Liste_nb_noyaux_restants (n,0.1)
print (L)
m=1len (L)
plot (range(m), L, "'r+")
show Q)

3. a) La commande plot(range(m),L,"r+")
renvoie les points de coordonnées (i ; L[/]) pour i
allant de 0 a m-1.

b) La courbe obtenue avecn =40000etp=1/10
représente une fonction de la forme x — ne® avec
a négatif.

40000
35000 1+
300001 4
250001
20000 1
15000
10000
5000

+++
+
+
+
+t
++++
++—++++‘+‘HH+"H+0—‘—L
0 LLLLlll

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
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B. Etude mathématique
On étudie la fonction t — N e™.

1. La dérivée est t — -AN e™ strictement négative
car A, N, et e sont strictement positifs. La fonc-
tion est donc strictement décroissante, sa courbe
a pour allure celle de la courbe vue en partie A.

2. a) Equation de la tangente
T,:y=-ANt + N, elle coupe (0x) en t tel que

0= ANt + N, soit t = .
A
b) Est ce que N(57) <(1-0,99IN, ?

5
_ax2
OnaN(bt)= Nee  * =Ne® < 0,001N,. Affirmation
vraie.

ot =121 06935
A A

1 In2
=—X
A 3600

ln2
24 x 3600

1
=—X
A

j.Onabt=t,.
2
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C. La méthode de tatation du carbone 14

1.0na t, =¥=5570ans

2

année™',

dou A= 12
5 570
2. Nye™ =0,7N, soit :

_ln0,7 _ _[ln0,7] x 5570
A ln2

t= =~ 2866 ans.

n2
3.135e %0 =48
in| 28
135
3 n2
5570

=~ 8310 années.

(n2

4, ©735000 % —0 ~0,0128 de lordre de 1 % donc

la teneur n’est plus détectable.



CHAPITRE 8: Calcul intégral

(o VNN :] Calcul intégral

l. Introduction

Manuel p. 238-273

Commentaires pédagogiques

Ce chapitre termine la partie Analyse du programme. IL donne les outils du calcul infinitésimal pour les
études supérieures en définissant Uintégrale d'une fonction continue en centrant U'étude sur Uinterpré-
tation géométrique de lintégrale d'une fonction positive puis négative pour terminer par le calcul de
l'aire entre deux courbes.

L'accent dans ce chapitre est mis sur le sens de lintégrale sans étude des propriétés abstraites.

Ainsi, le chapitre présente la définition de lintégrale d'une fonction continue et positive comme étant la
généralisation d'un calcul d'aire. L'existence de primitive permet de généraliser cette définition a toute
fonction continue.

La valeur moyenne est introduite comme généralisation de la moyenne d’une série statistique et permet
d’accéder rapidement a Uinterprétation graphique dans le cas des fonctions continues positives.

Objectifs

= Estimer une intégrale par calcul d’aire

= Calcul d’intégrale en utilisant les primitives

= Déterminer la valeur moyenne d’une fonction
=> Calculer une aire sous la courbe d'une fonction
=> Calculer une aire entre deux courbes

3. Déterminer le signe d’'une fonction

1.x-1=0&x=1donc g est positive sur [1 ; +of
et négative sinon.

Il. Corrigés

X2 + 2X - 3 = 0 admet une solution évidente : 1. On

Pour prendre un bon départ p. 139

1. Calculer des aires

a) 11 <o, < 25et 16 < s, < 25.

b) Rectangle ABCD : AB x AD

Triangle EFG : 0,5(EF x hauteur)
Demi-cercle HI : 0,25 x T x HI

Trapéze JKML : 0,5(LM + JK) x hauteur

2. Déterminer graphiquement le signe
d'une fonction

alf>0sur[-2;2]etf<0surl-o;-2[U]2; +[.
b)g > 0surl-3;-2[Ul0; 3,5[etg <0sur
1-2; 0[U13,5 ; 4l.

c) <€f est au-dessus de <€g sur 1-2 ; 1,25[ et en
dessous sur ]-3; -2[U]1,25 ; 4l.

en déduit la deuxieme : -3. Donc f est positive sur
]-e0; =3]U[1 ; +oo[ et négative sur [-3; 1].

2. On étudie le signe de

fIX) -gx) =x2+2x -3 -x+ 1=x2+x- 2.
1estuneracine évidente.Onendéduitladeuxiéeme:
-2. flx) - glx) est positif pour x € ]-o ; =2[U]1 ; +oo[
donc 6, est en dessous de <€g sur ]-oo; =2[U]1 ; +o0]
et au-dessus sinon.

4, Justifier qu'une fonction est continue
alR

b) ]-; 0,5[U]0,5 ; +oo[

c)]-;1,5]

5. Déterminerune primitive
4 2
a) Fixl=xs - X+ X
4 2
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1
-2(3+x2

c) K(x)=-4/3-2x

d) H(x) = le"3+1
3

b) Glx) =

e) J(x) = In(x)

f) K(x) = Eln[x2 +1
2

Activités p. 240

1 Evaluer Uintégrale d’'une fonction continue
et positive

e Durée estimée : 55 min

e Objectif : Il s'agit d'introduire la définition de
Uintégrale d’une fonction continue positive.

La premiere partie consiste a déterminer laire

sous la courbe de fonctions en utilisant des for-
mules.

La deuxieme partie consiste a présenter une
méthode, celle des rectangles pour approcher
laire sous la courbe d'une fonction décroissante
qui ne se détermine pas par une formule évidente.
En utilisant un programme Python, l'éléve peut
confirmer son intuition : l'aire sous la courbe est
encadrée par deux suites qui ont la méme limite :
Uaire. La notation intégrale est indiquée a la fin de
cette partie.

La troisieme partie de l'activité est facultative et
permet d’expliciter ces suites sur un exemple de
fonction continue positive croissante.

A. Aire sous la courbe d’une fonction

a]&i=ACXCB=8
2
b]&4=[1+3]X4=8

clsﬁ=%xn><22=2n

B. Approximation de l'aire sous la courbe par la
méthode des rectangles

[ERRATUM] La premiére édition du manuel
contient une erreur sur la définition de la fonction f.
Il faut utiliser :
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i}lnlwl

f(x) = exm[z“
1. On divise lintervalle en 4 intervalles de méme
amplitude. On construit 4 rectangles hachurés
de longueurs f(6) ; f(12]) ; f(18) ; f(24). On construit
4 rectangles colorés f(0) ; f(6) ; f(12) ; f(18).

2. U, =12(f(12) + fl24))

U, = 8(f(8) + f16) + f(24))

V, =12(f(0) + f(12))

V, = 8(f(0) + f(8) + f(16))

3. (U)) est l'aire des rectangles hachurés, elle est
contenue dans laire sous la courbe. Plus linter-
valle devient petit, plus l'aire hachurée croit et se

rapproche de laire sous la courbe : (U ) semble
étre une suite croissante convergente.

(V) est laire des rectangles colorés et contient
laire sous la courbe. Plus Uintervalle devient petit,
plus laire colorée décroit et se rapproche de l'aire
sous la courbe : (V] est une suite décroissante
convergente.

4.\l s'agit de déterminer (U ) et (V) en fonction de n.

Un=%[f[0+%x1]+f[0+%><2]+---
n n n

+f[0+2—4xnjj

n

Vn=%[f[o+ﬁx[]}+f[o+%x1]+

n n n

+f[0+2—4><[n-1ljj
n

Le programme suivant permet de déterminer la
valeur de U et cellede V.

def U(F,n):
S=0

for k in range (1, n+l):
S=S+F(k*24/n)

return S*24/n

def V(Ff,n):
S=0
for k in range (0, n) :
S=S+F(k*24/n)
return S*24/n

On remarque en prenant une valeur de n assez
grande que les deux suites convergent vers la
méme valeur.
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1

C. Déterminer J'xzdx par la méthode
0
des rectangles

1. Il pourrait étre intéressant de modifier le pro-
gramme pour qu'il s'adapte a toutes les fonctions.

2.a)U,=1xf0)=0

U2=1[f[o1+f[1]}1

2 2 8

u3=1[f[ol+f[1] f[z]}i
3 3 3 18

V, =1x f() A
2
V, = 1[{1] + f[’l]} 2
2\ \2 8
/A =1Lf[1]+f[g]+fﬂ]]= 14
3 |3 3 27

b) [ERRATUM] La premiére édition du manuel
contient une erreur sur lexpression de U.
Lerreur est corrigée dans les éditions suivantes,

(n-"N0(2n-1)

6n?

Un=l[f[(h9j+f[0+1]+...+f[0+n—_1]]
n n n n
Un=1[1+22+...+[n—1]2]

n n?

U, - (n-12n-1
6n?

c) [ERRATUM] La premiére édition du manuel
contient une erreur sur U'expressionde V . Lerreur
est corrigée dans les éditions suivantes, il faut uti-

(n+1(2n+1
6n? '

Vn=l[f(1j+f[g]+...+f[1]]
nl {n n
2 2 2
Vn=1><1 +22+...+n
n n?
_(n+12n+1)
6n?

il faut utiliser U, =

liser V, =

%4

n

1

3. szdx est l'aire sous la courbe de la fonction
0

carré entre 0 et 1. (U] est contenue dans cette
aire, [Vn] contient cette aire.

1
On en déduit U, < Ixzdx <V.
0

im U, = lim (h-M2n-1_1

n—+% n—+% 6n? 3
2

imV, = tim 2= -1

n—+o% n—+% 6n2 3

1
Donc J'x?dx 1
0

2 Relier les notions d’intégrale
et de primitive
e Durée estimée : 20 min

e Objectif : Il s'agit de calculer lintégrale d’'une
fonction continue positive de maniere différente :
par le calcul daire et par limage d’'une fonction
qui s'avere étre celle de la primitive de la fonction
intégrée.

La premiere partie permet de conjecturer la pro-
priété sur un exemple.

La deuxiéme partie démontre la propriété sur un
exemple.

La démonstration dans le cas général est traité
dans larubrique « apprendre a démontrer » p. 252.

A. Intégrale d’une fonction affine

[ERRATUM] La premiere édition du manuel com-
porte une erreur sur la définition de la fonction f.

Il faut utiliser flt) = %t +2.

N est le point d'abscisse f(x].

1. [ERRATUM] La premiere édition du manuel
présente une erreur, corrigée sur les éditions sui-

vantes : S(x]) = %xz +2X.

e

2

Alx) =

=1x2+2x
4

217



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

2. Laire du trapeze est aussi l'aire sous la courbe

de la fonction fentre 0 et x donc s(x) = jf[t]dt.
0

3. &i’[x]=%x2><x2+2=flx].

On en déduit que

Alx) = Jf[t]dt est une primitive de f.
0

B. Intégrale de la fonction racine carrée
1. L'aire sous la courbe racine carrée entre 0 et X

est Jx'\ﬁdt.
0

2. y
yal
2..
ot | | | | X
of 2 4 6 & 10 12

L'aire sous la courbe racine carrée entre x et x + h
est égale a A(x + h) - Alx).

Elle est comprise entre l'aire égale a hxx/; et
laire égale ahx 4/x+h dou :
hxx < silx+ h) - si(x) < hx X +h

et donc on a bien l'inégalité demandée.

3. -h x+h<sﬁ[x]—&d[x+h]s—h\/;
donc h/x < llx + ) - sl(x) < hy/x + h.

Alx + h) - sd(x)

Ainsi : Alx + h) < < Alx).

Ax+h) - sdlx) . Alx+h) - AX)
- lip

La fonction o est dérivable sur]0 ; +oo[et s4’(X) = \/;

4. lim

h—0+

On en déduit que (x) = J'\/;dt est une primitive de
0

la fonction carrée.
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3 Introduire Uintégration par parties

¢ Durée estimée : 15 min

e Objectif : Il s'agit de présenter la formule de
Uintégration par parties sur un exemple puis de
la démontrer.

1. La forme de f est un produit de deux fonctions
qui ne correspond a aucune formule connue.

2. Une primitive de la fonction e™*est —e™.
Une primitive de f est : F(x) = —e™ - f(x).

3. [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur, il faut chercher a montrer

b b
que juv’ =[uv]® - '[vu’.
a a

(uv) =u'v+Vu
b b b
On en déduit _[uv’ = J[uv]’ - Jvu’
b b
Donc fuv’=[uv] - jvu’.

a a

4 Valeur moyenne d’une fonction

e Durée estimée : 15 min

¢ Objectif : Il s'agit de définir la valeur moyenne
d'une fonction et son interprétation pour ensuite
résoudre des problémes. Ainsi, deux interpréta-
tions sont proposées : la premiére est la géné-
ralisation de la moyenne d'une série statistique,
la deuxieme comme étant la longueur d'un rec-
tangle d’aire la surface sous la courbe.

1. a) La valeur moyenne est 32.

b) 32 est la quantité d’eau qui serait tombée par
jour s'il avait plu la méme quantité d’eau chaque
jour.

C’est aussi la largeur d'un rectangle de coté 5 et
d'aire la somme des 5 rectangles constituées par
la série.

5
2. sd = [(15 + cos(x))dx

0

b) On cherche le nombre tel que & =5x ?.

5
Onadonc:?= %J.[LS + cos(x))dx.
0
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A vous de jouer p. 243 NS

1. On trace la courbe représentative de f définie par '2[[2X -3 3

flx) = 2x. Lintégrale est l'aire d’un trapéze de hau- ;

teur 3 et de bases 4 et 10. b) J2xex2dx —e-1

5

j2xdx:M=21u.a. ) etaen
2 2 c) Jxe‘xzdx S

-1

2. j[—2u-1ldu =12

- 7.a) chos[x]dx = [xsin[x]];[ - jsin[x]dx
:’».&ﬁi=iln[1]+ln1+i +ln1+2><i +.. P ’
10 10 10 =(—cos[x])0 = cos(m) - cos(0) = -
5
+n[1+9%x — e
n[ Xm]] b) jl”—[X]d _{ l”[X]} [ La-Ere
1 X e

A, =% (In(1x1,5%x2%x25x%..x5,5])=5,28 u.a.

5 5 5 8. a) [ERRATUM] La premiére édition du manuel
As =1— ln 1+—0 +In 1+2Xﬁ *o comporte une erreur, dans les éditions suivantes,

e

5 Uintégrale a chercher est .[len[x]dx.
+ln1+9xﬁ +n(6) 1
€ 3
Ilen[x]dx= 2e’+1
A _S (In(1,5%x2x25x%..x55x6)=6,18 u.a.
10 b) -4
4. On choisit une série de rectangles (inférieurs ! ! ]
ou supérieurs) et on calcule leur aire . 9. J‘[zf[t] - g[t]}dt - ZJ'f[t]dt - Jg[t]dt -1
9 0 0 0
A=04x Z(—Z +1 % 0,4)2
i=0
A =544 u.a. 10.1,5
‘ x-1] 27 (-8) 35
5. —12d = = —| = —
al J[X Fdx [ 3 ] 3 [3] 3 11.lx—1sf[x]slx—l
- -1 2 2 2 4
23x2 - g Donc
b) _[ dx [ln[x3 - x]:l2 . .
> X 1 1
~x - = |dx < [f[x)d
= In(24) - n(6) = n(4) ![2" 2] K= o
4
6. a) [ERRATUM] La premiére édition du manuel sj[lx—l]dx
R 2 4
comporte une erreur, les bornes de lintégrale ont 2

3

été modifiées, il faut lire : J. - dx
> (2x - 3)

4
donc2< Jf[x]dx <25.
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1

12. je‘”dx < j[fn[x]dx < jldx
0 0 0 n

1

Donce” < J'ﬁ,[xl <1 .

0 n

La suite converge vers 0.

13. f est négative sur [-5; -3] donc
-3

&4=j-1dx=tn 3|
5 X 3

14.1.9x=0& [%x - %J = 1car la fonction racine

cubique est strictement croissante sur R.
On en déduitx = 2.
2. g est négative sur ]2 ; +o[ donc :
2 4
8811
A= [glxldx - [g(x)dx = —.
Jobe= Jobde=

-3

15. flx) - g(x) = x> - x - 2. Le polynéme a deux
racines -1 et 2. Il est négatif sur [-1 ; 2] donc la

courbe €, est en dessous de €.

2
o = j-[x2 - x - 2dx =4,5.

-1

16. f(x) - g(x) =%x2 -12doncflx)-glx) =0 = x=4

ou X = —4.
f - g est négative sur [-4 ; 4] donc

4
A== J'[f[x] - gx))dx = 64.

-4

Z
17. v, -u, = Jt" cos(t)(t - Ndt
0

Or, sur {D;ﬂ :t"cos(t) = 0ett-1=<0donc

t'cos(t)(t - 1) <0doncu, , -u <0O0.

La suite (u ) est décroissante.

n+1
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T

4
Sur {0 : %} : t'cos(t) = 0 donc jt” cos(t)Jdt =0 donc
0

(u) est minorée par 0. (u]) est décroissante et
minorée, elle converge.

18.0 <1 -t=<1donc (1 -t < (1- 1t donc
la suite est décroissante et minorée par 0. Elle
converge.

19.1. F(t) = f(t)
10

2. Jf[t]dt =-220e7 "% +20<20. Ils respectent le
0

cahier des charges (de justesse).

20. 1. fest dérivable sur R, et

f’(x) = -(0,5x + 3)e0%.

f” est négative donc f est décroissante sur R .
2. F(x) = (x + 8)e™®> = f[x]).

Donc F(x) est bien une primitive de f(x).

3.x est exprimé en centaines d’euros donc 200 euros
équivaut a x=2.
fl2) = 10e~" = 3,678 794

fl2) étant exprimé en milliers d’objets, pour un
prix unitaire de 200 euros, la demande est de
3 678 objets a lunité pres.

4. 1 jflxldx = l[F[A] - F(2))
29 2

= %[—ZSe‘2 +24e7")

A
%Jf[x]dx = 5,039 71 milliers d’objets.
2

La valeur moyenne de la demande est 5 040 objets
a 10 produits pres.

Exercices

apprendre a démontrer p. 252

Pour s’entrainer
Soitx, € [a ; bl et h = 0 tel que x, + h € [a ; b]. On

pose F(x)= Jf[t]dt Selon le signe de h, on encadre



CHAPITRE 8: Calcul intégral

l'aire sous la courbe entre x; et X, + h par des aires
de rectangles, en utilisant la décroissance de f.
Ainsi,sih>0:

Xo+h

hflx, + h) < J f(t)dt < hf(x,).

X
Par continuité et en appliquant le théoreme d'en-
cadrement,ona:

lim Flx, + h) = F(x,)
h

h—0*

= flx,).

On obtient de la méme maniere

limF[x0 +hf:— F(x,)

h—0~

= f(x,).

Par définition, Fest dérivable enx, avec F'[x,) = flx,).

Exercices

calculs et automatismes p. 253

21. Calcul d’intégrale (1)

b) et c) : inverser les termes pour reconnaitre la
relation de Chasles

22. Calcul d’intégrale (2)

v {22

b) Faux : la fonction intégrée est négative sur[-2; 2].

23. Calcul d’intégrale (3)
Vrai : la fonction intégrée est impaire et la courbe
est symétrique par rapport a O.

2 0

J‘X/‘X+1dx=_'[X“X+1dx

0 -2

24. Propriété de Uintégrale

Faux : 3j1dx=3n
0

25. Inégalité
Faux:-1<cos(x) <1
Donc 0 < cos?(x) =< 1 donc 0 <cosé(x) < 1 et
0< Jcosélx]dx <.
0

26. Intégration par parties

a) : appliquer la propriété avec u’(x) = e*.

c) : les bornes de lintégrale ne sont pas dans lordre
usuel.

27. Calcul d’intégrale (4)

[ERRATUM] La premiére édition du manuel com-
porte une erreur corrigée dans les éditions sui-
1

vantes, le choix d) doit étre J'[x + 1)dx.
2 -4

d : Jg(x]dx=—4.5 et c’est lopposé de laire d'un
-1

demi carré de coté 3.

28. Calcul d’intégrale (5)
d) : estimer lintégrale en calculant des aires.

29. Aire sous la courbe

[ERRATUM] La premiére édition du manuel com-
porte une erreur corrigée dans les éditions sui-
vantes, le choix d) est :

-3 2
2 [(0,5%% +0,5x - 3Jdx - [(0,5%* +0,5x - 3dx.

—4 -3
d) : on élimine la réponse c] en estimant laire
sans calculer lintégrale.

30. Estimer une intégrale

[ERRATUM] La premiere édition du manuel com-
porte une erreur, les expressions doivent étre :

a) jf[x]dx < jg[x]dx.

-1 -1
b) jf[x]dx < j‘g[x]dx.

a) Vrai.

b) Vrai : on détermine graphiquement la position
relative des deux courbes.

31. Aire entre deux courbes
b) : la courbe %g est au-dessus de 6, sur [-4 ; 0].

Les réponses c] et d] sont éliminées en estimant
laire entre les deux courbes.
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Exercices d'application p. 254

Déterminer une intégrale par calcul d’aire
32.1.4,=6
2.5,=12

33. [ERRATUM] La premiére édition comporte
une erreur corrigée dans les éditions suivantes :
on considere le point B sur la droite d'équation
y = -2x et d’abscisse -2.

Hog =5

34. [ERRATUM] La premiere édition du manuel

comporte une erreur corrigée dans les éditions
3

suivantes : on calcule J[—x + 4)dx.
1

3
I[—x +4)dx = 4

35. [ERRATUM] La premiere édition du manuel
comporte une erreur corrigée dans les éditions
2

suivantes : on calcule J' (X + 2)dx.
-0,5

2
j (x + 2)dx = 4,875

-0,5
1
36.a) dex =05
0
3
b) j[2t+1ldt=10
1
4
c) jl—y+3ldy=o
2

37.a) 4,5
b) 6
c) 4,5

38. [ERRATUM] La premiere édition du manuel
comporte une erreur dans la définition de la fonc-
tion, corrigée dans les éditions suivantes. Il faut
liret=3site 13 ;4.
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1. y

10 1 2 3 4 5

2. La fonction est continue sur lintervalle et f(t) = 0
sur lintervalle.

3. jf[t]dt =4

39.a)8 b) 12

Estimer une intégrale par la méthode
des rectangles

40.1.0,2

2. Aire colorée = 0,2

Aire hachurée = 0,2 x 1 = 1
12 6

3. Aire des 5 rectangles hachurés :

) LI S B ) X
12 14 16 18 2] 2520

Aire des 5 rectangles colorés :

0,2 1+i+i+i+i =@.
12 14 16 18] 2520

La fonction inverse est décroissante donc

1627  +1 1879
=l < J—dx <7
2520 9 x 2520

4
41.1+\/7+\/5$Jf[X]dX$1+\/7+\/7+\/Z
0

4
Donc 4 < _[f[x]dx <6é.
0

42.1.

X

0/? L 6 8 10 12
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10

2.308< Jln[t]dt <3,88
5

Pour réaliser cet encadrement, on peut notam-
ment utiliser un algorithme Python.

import numpy as np
def In(X) :
return np.log(x)
def U(n):
S=0
for k in range (5, n+l) :
S=S+In(k*5/n)
return S*5/n
def V(n):
S=0
for k in range (5,n):
S=S+In(k*5/n)
return S*5/n
print (*'U", U(10), "V, V(10))

Calculer des intégrales a Uaide d’une primitive

43.1. F[x) = 3x? - 6x - 4 = f{x) donc F est une primitive
def.

2. _z[f[x]dx = I:x3 -3x2 - Ax]: =-12

-1

44. a) % b) 20 o tn(5)
45.a) 4 b) 77
2
o a) &
2
46.a) 1 - n(4)
p) &=
2e
c) 2
3

1
47. a) the‘Zdt =(e-1)
0

n(2)

b) [ 3t?e’dt = e -1
0

c) [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur corrigée dans les éditions

e

suivantes, il faut lire : J‘édt.
1

2 gy
" 2t° 2 e?

d) [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur corrigée dans les éditions

suivantes, il faut lire : j[tz - 'I][%l‘3 - t]dt.
1

i - 1](1t3 - t)dt - ln(eB - 36]
S s 2

2
e) j (1- 2t)e-t*t+'dt = 0

-1

48. a) e?le -1
) 2
b) 0

9
7

d)3-6

49. a) %[ln“ + e - n(2))
b) 3ln(11)

o) Lintg)
A

d) ln[e3 + 2]
3

50. La fonction x — n(x) + 1 est une primitive de f.

. X
Jf[t]dt = ln[§] 1
) 2] 6

2 2
51.a) _[At[2t2 +3)2dt = E[Zx + 313} =402
-1 1
-2
t 1 1 65535
b] J‘ dt =|—-— = - .
(2 - 80x -1 |, 42467328
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52.1.0n a f’(x) = (2x + 2)e*.
. o 2
2. Ainsi, | = [f[x]]_1 = g.

3. La fonction x+— (2x + 2]e* est continue et positive
sur [-1;0].

Calculer une intégrale

avec une intégration par parties

53. [ERRATUM] La premiere édition du manuel
comporte une erreur corrigée dans les éditions
suivantes. Il faut lire : « en posant ulx) = e et
v(x) = x. »

1 1
jxexdx =[xe*]} - jexdx =e-(e-1=1
0 0

54. [ERRATUM] La premiere édition du manuel
comporte une erreur corrigée dans les éditions

2
l 2

suivantes, il faut lire : « Calculer J~nx dx en

X

1

posant u’(x) = iz etulx) =lnx. »

X
2ln(x2)
Ona j dx = n(2)2.

T X

10

55.a) j (2t + Ne-tdt = 3 - 2310
0

0
b) j (4 - 3t)ed'dt = 39e - 42
1

3

56. a) -6
blrn+2

57. a) On effectue deux intégrations par parties

. (m-12+1
successives pour trouver ————.

5t \/5
L

12 2

b) -1
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58. a) m-1+1
3

b) [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur corrigée sur les éditions sui-

3
vantes. Il faut lire ‘[t + gcos[t - g]dt.

6

t+Zcos|t-Z|dt=1196
2 6

o3 ——wl|a

59.1. }ln[x]dx = [xln(x] - x]? =5In(5) - 4.

2. La fonction x — xIn(x] - x est une primitive de la
fonction ln sur R},

3. On obtient en effectuant une intégration par
parties et en utilisant la question précédente

5Ln(5)% - 10ln(5) + 8.

Utiliser la linéarité de Uintégrale

60./+J= J'x[cos?[x] +sin?(x))dx = %2
0

61. [ERRATUM] La premiére édition du manuel

comporte une erreur corrigée dans les éditions
b

suivantes. Il faut lire |tf(t)dt = 2e.
a) 9 +4e 2

b) 30 + %e

c) 29 + 10e

d) 4e +l[b3 -3
3

62.1.Sit€[0; 1], £ < %, on passe ensuite a l'in-
tégrale.

2.5ur[2;3], < 8.

63. Il suffit de constater que pour t € [0 ; 2],

2t(t-2) < 0 etsur[2; 3], 0 =< 8. Lintégrale néga-
tive est ainsi plus petite que lintégrale positive.
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d
64.1. jf[t]dt:e

2. _C[f[t]dt ~5(v2-1

3. jf[t]dt=—1

A jf[tldt=-1

65.a) =¢? e - +1
e

b) J=0

Encadrer une intégrale

66. a) La fonction est négative sur [-2 ; -1] donc

b) La fonction est positive sur [-3 ; -1] donc
-1

[2x2 + dx =0.

c) La fonction est positive sur [0; 11] donc
j'erde =0.

d) La fonction est négative sur [0,5 ; 1] donc

1
Jln[x]dx <0.

05

67. a) flt) = coslt)
b) f(t) = =(t + 1)(t - 2)
c) f{t) = 3|t

Utiliser la relation de Chasles

68. [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur corrigée sur les éditions sui-
vantes, il faut lire t = 3sit €13 ; 4.

jf[t]dt— jdt+j[ t+3]dt+j[t+3]dt—

-1

69. 1. [ERRATUM] La premiere édition du manuel
comporte une erreur corrigée dans les éditions
suivantes, lensemble de définition est [-6 ; 6].

X

65432100 1 2 3 4 5 6

2.0,5

1
3. Jg(tldt =1
-1

jg[tldt =6

-6

70. [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur corrigée dans les éditions

suivantes, il faut lire ~X+3 si2<sx<3.

: 11
Jf[x]dx =2+ —
) 12

Calculer la valeur moyenne d’une fonction

71. a) 3
3

La fonction f est positive sur [-2 ; 2] donc la valeur
moyenne est la largeur d’'un rectangle de lon-

2
gueur 4 et d'aire Jf[x]dx.

-2

1 ‘I 1
b) — |-
L-e| 26 2e2 6
La fonction g est positive sur [e ; 4] donc la valeur
moyenne est la largeur d'un rectangle de longueur

4
4 -eetdaire J'g[x]dx.

72.2In2

73. La fonction étant paire, la courbe est symé-
trique par rapport a laxe des ordonnées donc

T s

jf[t]dt =2x Jf[t]dt.

4

E

_J; (tldt == donc jf[t]dt =
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74. Soit k € R. Si f[x) = kx alors la valeur moyenne
kla +b)
2

de la fonction sur [a ; b] est

Calculer une aire a laide d’une intégrale
75.1. y

X

%R

2.a)-45
b) 2
3.f<0sur[-2;1]etf=0sur[1;3].

1
4. oA = j - f(x)dx = 4,5
-2

1 3
5.5 = _[—f(x]dx + Jf[x]dx =45+2=65u.a.

-2 1

76. 1. h est négative sur [-3; -2]U[1 ; 4] et positive
sinon.

2. ﬂ u.a.
8

81 81
+ — =

3. — 0 u.a
8

77. 1. f est positive sur [-5 ; -3]UI[5 ; 6], négative
sinon.

12

4. Laire sous la courbe d'une fonction de signe
non constant n'est pas égale a lintégrale de la
fonction.

-1 -1
78.a) j(x+3]2dx={l[x+3]3} =z.
J 3 , 3
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2
b) j[x3 +2x2 = 3x + 3Jdx = 343
12

-3

9 3 2
c j XX dX=g
27 3 4

0

’ 2 3
d) [—X——+3]dx=——2[n(2]
-!. X 2

Calculer une aire entre deux courbes
79.1.fx) > glx]) six €12 ; +o0[

2
2. j[g[x] - f(x))dx = 18 u.a.

-4

2 7
3.4= j(g[x] - f(x))dx + J[f[x] - g[x))dx = 30,5 u.a.

-4

80. 1. Les abscisses sont 2 et -2.
2. Linégalité est vraie sur [-2 ; 2.

3. —u.a.

81.Pourxe[0;1],ona:1-x2>x2-1.
Ainsi, l'aire voulue est donnée par :

1
j[-zx2 +Ndx = 2.
’ 3

82.1.f-g<0surl2;4].

4
2. '|.[—2x?+10x—9—[x2—8x+15]]dx=4
2

Exercices d'entrainement p. 258

Calcul intégral a Uaide d’une primitive

83. On reconnait des fonctions usuelles dont on
connait des primitives :

2 2
a) IAt(th +3)dt = l%[ZXZ + 3]3} =402
-1

-1

2 2
b]J’ t dt{ -1 } =_1[i_il
Tl -p 8lez-1+],  8(3 48
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84. a) [3cos(x)sin’(x)dx = [sinslxlf =1
0

~la wla

] 5[3% _ 2%]

b) } CO_S[X]] dx=[2 sin[x]}

1 1
85.a) [efle! - Pt =| ~le' - 1| =1fe-1

. 3 , 3
b) [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur corrigée sur les éditions sui-

vantes, il faut lire : j +2 dt.

t-2t
J'e *2 dt-[t—ln[1—2e‘t]] impossible a calculer
e - -2t

sur lintervalle car pour t = 1, Uexpression 1 - 2e't
est négative, hors de lintervalle de définition de Ln.

86. 1. La fonction f est dérivable comme produit
de fonctions dérivables sur R. Pour x € [-1 ; 0],
f'(x) = 2e* + f(x).

2. La question précédente nous donne une primi-
tive de la fonction que lon veut intégrer :

i[Zx +2)exdx = [f{xlf1 _ E

3. La fonction considérée est positive sur linter-
valle [-1; 0] et continue. Son intégrale correspond
donc a laire sous la courbe.

1 1
1
87.1.u0=de=1;u1=J'x4dx=g
0 0

2. Pour tout entier naturel n non nul, on a:
1

J' x2ndx =

0

2n+1
3.0nau,=—

88. 1. Pour tout réel x, on a :

- e e +1-e" - flx)
e *+1 e *+1

In(2)

2. jf[t]dt-[xun[e +1]} -1n(3)

89. 1. La fonction f est dérivable comme compo-
sée de fonctions dérivables sur [0 ; 1].

Pourxe€[0;1],ona:
4
_ 2
f’[x]=l[2 T
4L 2+x 4L-X?
2-X

2. La question précédente nous fournit une primi-
tive de la fonction a intégrer.

j—dt 1) - fl0) = ")
4

90. 1. D’apres le théoréme d’existence d’une pri-
mitive, la fonction t — 4t + 2 étant continue sur R,
la fonction F est dérivable de dérivée t — 4t + 2.

2.0n a, pour tout réel x :
[lat+21dt = [2t2 +2th =X+ 2x— 4
1
1

3.2+ 2x-4=2(x-1)x+2)
L'équation admet exactement deux solutions.

Intégration par parties

91. Les fonctions concernées dans cet exercice
sont produits de fonctions infiniment dérivables,
le calcul d'intégration par parties est donc pos-
sible.

a) jtzefdt = [xzex}; - [2xex]; + j'2efdt =e-2
0 0

b)

T

n

Itz cos(t)dt = [xz sin[x]f +[2xcos[x]]0Z

2
=\/§ n—+£+1
8 4

.
- 2Jcos[tldt
0

92. On peut mener cette exercice par primitivation
par parties ou alors en intégrant par parties avec
une variable en borne.
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!?tze’dt = [tze‘J: - _Z[Zte[dt = [tzeflx) - [Zte’]: + Z;[e‘dt

=eXx2+x+2)+2.

Ainsi, la fonction x — eX(x? - 2x + 2] est une primi-

tive qui convient.

93. On pose /= Iefsin[t]dt et J= Jef cos(t)dt .
1. On intégre un produit de fonctions infiniment
dérivables, on peut donc effectuer une intégration

par parties :

/= je sin(t)dt -[exsm[x]} J'e cos(t)dt = -J.

De plus : je cos(t]dt-[e cos(x]] J'e sin(t)dt

=-e™-1+/.

2. Ainsi, | et J sont solutions du systeme :

/__1+e"
[+J=0 o 2
J-1+1+e" J=1+e“
2

94.1.0na:
((ax? + bx + c)e¥)’ = eX(ax? +( 2a + b)x + ¢ + b)
2. On déduit de la question précédente qu'une pri-

mitive de f peut étre donnée par x —e*(x? - x + 2).
3.0n écrit par linéarité de Uintégrale :

j[t2 +t+leldt = j’t?efdt + jtefdt + jefdt
0

On retrouve ensuite le résultat.

95. On pose f(t)=

1 et glt)=

(et + 17
1. On a pour tout réel t :
t t t 2 _ atfat —at
N =[e +12-ellet+1-¢ _ qlt).
et +1 (et +1? (et +17

- [[n[eX + 1]1 =lnle + 1) -n(2)
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1 . !
et [——dt=|- LN S S

o et + 1 e +l) 2 e+l
b) Ainsi, d'aprés les questions précédentes et par
linéarité de l'intégrale on obtient :

J [t]dt——+L+ln 2
2 e+ e+

3. a) La fonction f est infiniment dérivable comme
quotient bien défini et dérivable. On peut utiliser
une intégration par parties en dérivant le terme
inverse et en primitivant Uexponentielle décrois-
sante :

' fet
'[f[t]dt B l:ex + 'I:l '[[e‘ +17 at

1
S +—-jg[t]dt

1
b) Finalement, If[t]dt =-eg+ ln{e2 1]

c) La fonction f est positive sur son ensemble de
définition. Ainsi, laire, en unités d’aire, sous la
courbe représentative de fsur [0 ; 1] est égale a

-e+ ln[e—”].
2
2

96. On pose f(t) = t3% 2= pourt = 0.

1. [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur corrigée dans les éditions

suivantes, il faut lire : lim Jf[t]dt =272

X—>+00

La fonction f est un produit de fonctions infini-
ment dérivables. On peut effectuer une intégra-
tion par parties en primitivant la partie composée
par exponentielle et en dérivant la fonction carrée
restante : soit x > 0,

Z [Z X tz
J'tz x te 2ndt = {—ntze 2%} + jZnte 2t
0 0

t2 t2 x2
={—m‘2e 21[1 —|:2n2e 27[} =-me 2x(x2 + 1)+ 2m2.
0 0



CHAPITRE 8: Calcul intégral

Une utilisation correcte du théoréme des crois-
sances comparées nous donne :
x?

lim -me 2x(x2 +1)=0;

X—>+%

et finalement, on obtient :

Unwjﬂﬂdt=2n?
0

+00

2. L'intégrale dite impropre Jf[t]dt est bien définie
0
et correspond, la fonction étant positive, a l'aire

sous la courbe de la fonction sur [0 ; +oel.

Etudier une fonction définie par une intégrale

97. La fonction t — 2e% est continue et positive.
D’aprés le théoreme d’existence d'une primitive,
la fonction F est son unique primitive qui s'annule
en 0.

OnaFlx) = 22

98.1. La fonction t+— est continue et posi-

1
\E2+1
tive sur R . D’aprés le théoreme d’existence d'une
primitive, la fonction F est son unique primitive qui

1

\/X2+1.

2. F est dérivable sur [2 ; +oo[ d'aprés le théoréme
d’existence d'une primitive. Pour déterminer le
sens de variations d'une fonction dérivable, on
étudie sa dérivée.
n(x?)

X_

sannule en 0. Ona F’(x) =

Ona F'[x)= , pour x = 2. Sur cet intervalle

cette dérivée est positive, la fonction F est donc
croissante sur [2 ; +o0[.

99. 1. F est définie sur 10 ; 1[U]1 ; +oo[.
1 1 X -1

2.0na F'(x)=2x x - = )
(n(x2) n(x) n(x)

Calculer laire d’une surface
100. 1. Le signe de f[x] s'obtient en étudiant le

signe d'un produit. Pour tout réel x, €™ >0 et
pour toutx € [-2; 0], -2x > 0.

Ainsi f(x) > 0 sur [-2; 0].

2. La fonction f est continue comme produit et
composée de fonctions polynomiales et exponen-
tielles. Ainsi, f est continue et positive, l'aire sous
sa courbe représentative est donc lintégrale sui-
vante :

Of[x]dx= et i =e-g?
Jroddx=er],

-2

101. 1. La fonction f est dérivable sur [e™ ; 1]
comme produit de fonctions dérivables sur cet
intervalle. On a alors :

f[x) = =(In(x] + 1).

Or ln(x) + 1 > 0 & x > e™". La fonction f est donc
décroissante sur [e"; 1], avec f[1) =0 et fle"") = e".
Remarquons que ceci nous donne ainsi la positi-
vité de la fonction f.

2. La fonction g est dérivable sur [e”"; 1] comme
produit de fonctions dérivables sur cet intervalle.
Onaalors:

g’(x) = 4xIn(x) + 2x.

On en déduit qu'une primitive de f est donnée par
la fonction :

X > —%[g(x] +X2).

3. D'apres la premiére question, la fonction f est
donc continue et positive sur Uintervalle [e”" ; 1].
Ainsi :

= —1e‘2.
2

1

1 1
e'[f[l‘]dt = [—%[g[x] + le:l

o=

102. 1. Les fonctions X — e*2 et X — e2* sont
respectivement continues sur ]-c ; 2] et ]2 ; +oof
comme composées de fonctions continues. Ainsi
la fonction f est continue sur R-{2}.

Ensuite, ona:

lim f(x) = lime?™ =1;
X;Z x;>2
lim f(x) = lime?=1;

X—2 x—2

fl2) = 1.
La fonction est donc continue pour x = 2.

4 2

2. E[f[x]dx = ‘([e“dx + :[e“dx =e?-g>?
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103. a) Déterminons les points d'intersection de
ces courbes. On résout :

X+3X-1=2X+1ox2+x-2=0
& (x+2)x-1)=0.
Ainsi il s'agit de regarder lintégrale :

1 1
j[2t+1—(t2+3t—1]]dt =-j[t2+t—2]dt

-2 -2

1
=—1X3+1X2—2X =§.
3 2 7T

b) [ERRATUM] La premiére édition contient une
erreur sur la figure corrigée dans les éditions sui-
vantes.

On recherche :

3 1 3
j[-10e-f+t2]dt= 10e* +—x°
15 3

, 15

=10(e° -e )+ @
8

104. 1.0n procéde par intégration par parties
avec une fonction logarithme qui est dérivable et
de dérivée continue sur [1; e] :

J= [X[ln [x]]ZIe - Zjln (t)dt=e-2I.

2.Pourx€R,
n(x) > (In(x))2 < 0 > (In(x))? = In(x)
0> nXnX) -1 exell el

3. A= J[ln[t] - (In(t))?)dt
=/-e+2/=3/-¢

0r/=jtn(t]dt=1d'ouA=3-e.
1

105. 1. Déterminons les points d'intersection de
ces courbes. On résout :

e e ks a2
2 2 2

& X=-20ux=23.
OnaAl-2;0) et B(3;0).

2. La courbe représentative de la fonction f est
au-dessusde celle de g surl'union ] ; -2[U]3; +oo.
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3
3. —j[%xz —%x—3+%[x—3][x+2]]dx
1 1 ’ 125
=—|=x3-=x2-6x| =—
37 2 L6

106. 1. a) On calcule N(2] = 0.
b) On développe puis on identifie :
(x = 2)(bx2+cx+d) =bx® +( c = 2b)x2 +( d - 2c)x - 2d.
Onab=1;c=4etd=8.

N(x)  (x -2)(x? + 4x + 8)
Ax+2) Ax+2)

Or pour tout réel, X2 + 4x + 8 > 0. Ainsi, pour
x € [0; 2], fIx) - g(x) < 0 et pourx > 2, flx] - g[x) > 0.

c)Ona f(x) - g(x) =

2.5ia <2, AD)= [lgle)- f[tndt=_%3+smLa;2].

3.Sia=2, AD)= j[g[t]— Flt)dt + j[f[tl—g[t]]dt
0 2

3
=a——§+8ln 8 .
6 3 a+2

107.1.ala=2,1
b) On peut donner le tableau :
X 0 1 +00
fix) - g(x) - +

2. a) h est dérivable comme produit et somme de
fonctions dérivables sur]0; +o[. Ona: h’(x) = In(x) + 2.

Onaf[x]—g[x]:ln[x]-1+1=xm(xl—+x_1=M_

X X X
La fonction h et son signe permettent d'étudier les
positions des deux courbes.

b) Ona:In(x) + 2 > 0 < x> e 2 h est décroissante
sur ]0; e2 [ et croissante sur Je?; +[. Les varia-
tions de h nous permettent d'avoir x = 1 comme
unique solution de h(x) = 0.

c) La courbe représentative de f est au-dessus de
celle de g sur [1; +o[.

3. Laire est donnée par:

! 1 -
|1 -1-tnto |at =[(1- xhna], = &
1\t e e
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4. a) J'[—; +1+ ln[tl]dt =(a-1nla)

b) La fonction k est dérivable sur 10 ; +[ comme
produit de fonctions dérivables.

Onak'(x)=In(x) +1 A f(x) - g(x). La fonction k est
X

strictement croissante sur [1 ; +oo[.

c) La continuité de k, avec k(0) = 1 et lim k(x) = +o0
X—>+00

et le théoréme des valeurs intermédiaires, nous

donne une unique solution a € [1 ; +[ a l'équation
e T kix.
e

La calculatrice nous donne lencadrement sui-
vant: 1,94 <a < 1,95.

Utiliser les propriétés de lintégrale

108.1. Pour x € [0; 1], 1 + x2 > 0. La fonction f
est donc continue comme inverse d’'une fonction
continue qui ne s'annule pas sur [0 ; 1]. f est posi-
tive comme inverse d’une quantité positive.

Enfin, en utilisant une composée de fonctions ou
une étude de dérivée, on démontre que la fonc-
tion f est décroissante sur [0 ; 1]. Laire sous la
courbe représentative de f sur [0 ; 1] correspond
donc a lintégrale de cette fonction sur cet inter-
valle.

2.a) Onafl0) =1 et f(1]=%.

Par décroissance de fsur [0; 1] :
fl1) < flx) < f(0).
b) On obtient par inégalité d’intégrale :

1
1 jf[x]dx <1.
2 0

3.0n3 f(i}é Fou f[i} < ) = 0]
2 5 2
1
et fllsflx)=< f[—J .
2

1
Ainsi : 2 < [flxidx < 7
20 < 10
4. On partage lintervalle considéré en cing inter-

valles de la forme F;k”

. On encadre alors
5 5

la fonction puis son intégrale sur chacun de ces
intervalles pour obtenir :

1
0,7337 < j f(x)dx < 0,8337.
0

109.1.0na:u,=0;

1

u = _[f[t]dt=1;
0
2

u, = If(t]dt =4;
0

3
Uy = U, + jf[t]dt =8.
2
2. Pour toutn > 2, onau =4ln-1).

110. 1. Il s'agit de regarder la continuité de la
fonction en x = 2. En effet, les deux expressions
données sont continues sur leurs ensembles de
définition par composées, et opérations usuelles
sur les fonctions continues.

Ona : limflx) =lim——— =22,

x—1 x—>1\[X+1
imflx) = lim2xy/x? +1=2y2 = (2).

x—1 x—1

La fonction f est donc continue sur [0 ; 3].
2. D’'apres la relation de Chasles :

3 1 3 3
Jf[t]dt=[8 X+1] +E[X2+1]E:|
=8(x/§—1)+§(102_22}

111. 1. On peut traiter lencadrement en prenant
chaque inégalité a part. Pour la premiére, on peut

déterminer la tangente de la fonction X — 1 qui

+X
est convexe, au point d'abscisse 0 :y =1 -x.
Pour la deuxiéme, il s'agit de constater que

3

>0 pourx > 0.
T+ x

231
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2. On primitive l'inégalité :
[1-tidt <inl1+x) < [(1-t+e2)dt.
0 0

Dol :

X2 x2 X3
X-—=<Iln{l+x)sx-—+—.

112. [ERRATUM] La premiére édition comporte
une erreur corrigée dans les éditions suivantes,
il faut lire :

-xe¥ six<0
fix)=4 7"
xeX six>0

1. Les fonctions X — xe*’ et x — —xe* sont respec-
tivement continues sur ]-o ; 0] et 10 ; +[ comme
produit composé de fonctions continues. Ainsi la
fonction f est continue sur R-{0}. Ensuite, on a :
limf(x] = limxe* =0;

X;>0 x;z

limf(x) = lim-xe* =0;

x—;Z x—;Z

fl0) = 0.
La fonction est donc continue pour x = 0.

2. [ERRATUM] Les bornes de l'intégrale sont -2 et
2.

j‘f[x]dx = 2jxexzdx =eb -1

-2 0

113.1.0On calcule :

In(8) ¢ In(8)
1-3J= | © dt=[tn[eu4]} _in| 2],
, e +h 0 5

De plus / + J= n(8).
2. 0n résout le systeme :

1-3J= ln(gj
5

I+J=n(8)

On obtient /=ln[8]—1ln 10 et J=1ln 10 )
4 3 4 3

114. 1. Par définition de la valeur absolue :

2X-bsix=2
f(x) =
L-2Xsix<2

232

2.a)0na:

2 3
j[4-2x]dx=9;j[2x-4]dx=1.
2

-1

3
b) Finalement _[f[x]dx =10.
-1

115. 1. Pour tout entier naturel n :
n+1 ,I
-1 = szdx:n2 N+ —.
3

n

2.0na n? +n+%>0 pour tout entier naturel.

La suite [/ ] est donc croissante.

115.1. Pour tout entier naturel n :
n+1 ,I
-1 = szdx=n2+n+—.
3

n

1 :
2.0nan’+n+ 5 >0 pour tout entier naturel.

La suite [/ ] est donc croissante.

116. 1. La fonction f est dérivable sur [e ; e?]
comme quotient de fonctions dérivables avec un
dénominateur qui ne s'annule pas. On a:
#x) = 1- 2ln[x].
X3
1
f(x] >0 < x<e2.
f est donc décroissante sur [e ; e?].
2.0n a fle?) =< f(t) < fle) pour tout t € [e ; e7].

3. [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur corrigée dans les éditions

suivantes. Il faut lire 2e -1 .

e3

Finalement, on obtient l'encadrement :
92

(e? - e)fle?) < jf(t]dt

< (e?- elfle)
D'ou :
2e -1

e3

e-1

< jf[t]dt <
e



CHAPITRE 8: Calcul intégral

117.1. Pourtout t € [0 ; 1],
-3
1+t2
2. 'inégalité précédente nous donne, par passage

1 1
1
a lintégrale J.f[t]dt < Jtdt =
0 0

flt)-t=

=0.

118. La fonction f est dérivable comme composée

de fonctions dérivables. On a alors f[t) = -2te™” <0
sur [0 ; 1]. La fonction est donc décroissante sur
cet intervalle.

On dresse alors U'encadrement suivant :
fl1) < f(t) < f0).
Qui donne par passage a lintégrale :

1
1$Jfltldt$1.
e 0

Etudier une suite d’intégrales

119. Les fonctions mondme et exponentielle sont
toutes deux infiniment dérivables donc on peut
appliquer le calcul d’intégration par parties :
Soitn € N:

1

| .= J'tn+1e—tdt - |:_ Xn+1e—x:|:] + j‘[n + tretdt
0 0

_ 1 (n+1,.
e

120. Soitn eN':
2 2

Uy —U, = j[[z — )1 - (2 - t))etdt = j[z - tlret(1- t)dt.
1 1

Pourtoutte [1:2],1-t<0et(2-1t)"et>0.Ainsi,
en tant qu'intégrale d'une fonction continue et
négative, u_, - u_est négative. La suite (u) est
décroissante.

121. 1. Pour tout entier naturel n, f (0) = 1.
2.a) Sur [0; 1], la fonction est positive et continue
pour tout entier. Lintégrale / correspond donc a
l'aire sous la courbe de f sur [0 ; 1].
b) Soitn € N :
1
-1 = j—x[1 - x)re~dx <0.

0

La suite [/ ) est ainsi décroissante.

c) La suite converge comme suite décroissante et
minorée par 0.

122. 1. a) Pour tout entier naturelnett € [0 ; 1],
(1-tlret = 0.

Comme intégrale d’une fonction continue et posi-
tive, u_est positif pour tout entier n.

b) Soitn € N :

u

n+1

2
-u, = -jt[1 - tlretdt < 0.
1

La suite (u ) converge car elle est décroissante et
minorée par 0.

2. a) Par croissance de la fonction exponentielle :
t<sleoe=<e
Ainsi, pour tout entier naturelnett € [0; 1] :
(1-tlhet < e(1-t).

1

Ainsi: u, <e(1-trdt = °
5 n+1

b) Le théoréme des gendarmes nous permet de

conclure que : limu, =0.

n—+o

Interpréter une intégrale

123.1. Les fonctions polynomiale et exponentielle
sont infiniment dérivables, on peut utiliser une
intégration par parties.
Pour tout réel positif x :

jf[t]dt = [—Ate"lx] + AIe“dt
0 0

=-4e¥(x + 1) + 4.
On pose alors Flx] = -4e(x + 1).
F est une primitive de f.

1
2. On obtient alors : jf[t]dt =F()-Fl0) =4 - 8 )
e
0

124. |l s'agit de calculer la valeur moyenne de la
fonction :

70 70
iJf[l‘]dt = EJ‘eﬂvo“dt = @[ew -1,
70 70+ 7

Le débit moyen est donc environ de 65,17 x 10° m?.
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125.1.Six=0,alorsy=4,douc=A4.

4
Six=3,alorsy=0,dou a=—§.

X 4
2.0na j[—§t2+4]dt=16.
-3

3. Laire de la facade est égale a trois fois laire de
louverture.

126. A. Etude du prix proposé par le fournisseur
1. Par limite d’une fonction fractionnelle :

lim P(x) =1.

X—>+%0

2.La fonction P est dérivable sur [100 ; +o[ comme
quotient dont le dénominateur ne s’annule pas.

= -—220
(x +100)2

3. Pourx € [100; +[, P (x) < 0 donc P est décrois-
sante avec P(100) =

B. Etude de la somme a dépenser par le super-
marcheé

lim S(x) =

X—>+0

1. Par produit de limites :

2. La fonction S est dérivable sur [100 ; +%[ comme
produit de fonctions dérivables.

x% +200x + 30 000

S’(x) = P(x) + xP’[x) =
(x +100)2
3. 5(x) = (x +100)(x +200) - 20 000
X +100
% +200 - 20000
x+100

4. Pour tout x € [100 ; +o[, on pose

T(x)= ? +200x - 20 000Ln (x + 100).

C. Etude de différentes situations
1. On résout l'inéquation :
S(x) <900 & x2-60x-90000=<0

o (x - 300 - 300 2)(x -300

+300\/§)s 0

On peut ainsi considérer que lon peut acheter
jusqu’a 724 kg de fruits.
2.0n calcule la valeur moyenne de la fonction S :
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600
== ] Sk = {71600}~ T(400)) =700 + 100ln @
200 7

400
La somme moyenne est donc environ de 666 euros.

127.Travail de l'éléve.

128. Travail de l'éléve.

Exercices bilan p. 262

129. Aire et intégrale
1.a) f’[x) = 2ax + b + d(1 - x)e™
b) Onaf(0)=0douc=0.

Les données f(1) = 1—5 f’(0) =0 et f(1) = 0 nous

donnent ensuite a=—;b=-1etd=1.

1
2’
159 2
2.a)0na J.xe de=|: (x +Ne- :| =2 _25915,
e
159
b) A=0,3x259- jf[x]dXz1,23

-1

130. Suite et intégrale

1. a) Pour tout entier naturel n, la fonction fn est
continue et positive sur [0 ; 1]. Les valeurs u, u,
u, sont respectivement les aires sous la courbe de
f1, fz, f3 entre 0 et 1.

b) L'aire sous la courbe semble de plus en plus en
grande. On peut conjecturer que la suite (u ) est
croissante.

2.50itneN:

1
t+1) - L
Uy —Uu, = S e —en |dt.
o t+2

t _t _t
>—-——=e nl >en,

Pourte€ [0;
n+1 n

1], -

Ainsi, par positivité de lintégrale d'une fonction
positive:u ., -u = 0.
La suite (u ) est croissante.
3.0na,pourte(0;1]:
T t+2-1
t+2  t+2

t+1
t+2

1-
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4. On peut alors déterminer une primitive de la
fonction :
1

J= jt—”dt—1 2,
Dt+2

5.Pourte[0;1]etneN":

1 t 1
en<en<‘|<:;,t_’|en<f[t]<tL‘I
t+2 t+2
1
SJen=suy, <J

1
6. 0n a lime » =1. Le théoréme des gendarmes

n—+o

nous permet de conclure que la convergence (u )

se fait vers 1+1(n [é]

131. Suite d’intégrales

1. a) La fonction x — -x? est décroissante sur
[0 ; 1]. Ainsi, par composée de fonctions f est
décroissante sur [0 ; 1]. Ainsi, pourx € [0; 1] :

f1) < fix) < f(0)

1sf[x]sl
e

d'ou lencadrement :

b) En passant cet encadrement a lintégrale :

,I 1
—< |flx)dx <1.

0

(0]

2. On utilise une primitive usuelle ainsi :
1
= J.xe'Xde e
2 2

3. a) Pour toutx € [0 ; 1] et tout n € N", x"f[x) = 0.
Ainsi, pour tout entier naturel, u, = 0 comme inté-
grale d’une fonction positive.

b) Soitn €N :
1
Upy - U, = J'x"[x — Df(x)dx.

Orx-1=<0surl0;1]. Ainsiu_, -u <0 pour tout
entier naturel et ainsi la suite est décroissante.

c) En tant que suite décroissante et minorée par 0,
la suite (u ) converge.

4. a) Pour toutx € [0; 1],
flx) < 1 = x"flx) < x".

Ainsi: u, < .
n+1
b) Le théoréme des gendarmes nous permet de

conclure sur la convergence de la suite vers 0.

Préparer le BAC

Je me teste p. 264
132.BetD 133. A
134.BetD 135.AetC
136. A 137.BetD
138.C 139.C
140.C

Préparer le BAC

Je révise p. 265
141. Aire sous la courbe
1. Fx) = -e*
2 A 1x ke™k

" "'ocB =

: 2
kek
= Jf[x]dx - Aya=-e
—k
3. e +1- k; =ke™* équivaut a
[—gk - 1]e‘k +1=0.
2
On étudie la fonction g définie sur R par
3

(Kl=|-=k-1|e* +1.
7 2

, T3, . 1
g'lk) = _E+Ek ek, g admet un minimum en k = 3

et elle est continue et strictement croissante de

fofoe e

un unique antécédent dans }5 ; +00{.

1[ donc il admet
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la fonction g est strictement décrois-

F{ ol

0 n'appartient pas a ce dernier intervalle, il n'a

Sur }Ul{
3

sante et continue de

pas d’antécédent par la fonction g sur}O;%{

Ainsi, il existe une unique valeur de k strictement
positive qui annule g et donc telle que l'aire de la
surface & soit le double de celle du triangle OCB.

142. Bénéfice d’'une entreprise

Vérifier que f(1) = fle?) =

1. F est la primitive de f donc F = f. f est positive
sur [1; 7,2], négative sinon donc F est croissante
sur [1; 7,2], décroissante sinon. C'est la courbe 2
qui correspond.

2. L'aire correspond a F(7,2) - F(1) soit 12,5.

3. a) (xn(x) = X}’ = () + X X - = 1= In(x]
X
b) F[X] = —X2 (e? - 1)(xln(x] - x)+ 2x
_Fle) - Fl) _(e? - 2)fe? +1)
e? -1 e? -1

143. Aire entre deux courbes

1. flx) - glx] = eX(sin(x) + 1) donc f - g est positive
sur R et la courbe de fest en dessous de la courbe

deg.
cos[x]] ) (cos[x] sin(x) ]
eX—|———-——-1le*
2 2 2

2.a
= (sin(x) + e~

Hx) = [sin[x] _
2

3n

b1 D= [(7(x) - glx))d = H[%”J - H(g]

2

3n
=-0, S(e 2 —e 2] u.a.=5555ua.

1 u.a.=4cm?donc D= 222 cm?2.

144. Suite d’intégrale

1.a) f,[x) = In[1 + x) donc lim f(x] = +o0.

X—>+%

236

b) f est croissante sur R_.
1

cl = J'ln[1 +XJdx = [xtn(1+ X1} - J X_dx

5 X+ 1
=2ln(2) -1
2. a) 0=x=1 donc 0=<ln(1+x")<ln(2)et 0=/ < n(2).

=1, —J.l (1 +X):;1}

n+1

0<x""<X" donc 0< <1 donc
+ X"
n+1
m[“x ]<oag”-g<&
1+ X"

La suite (/) est décroissante.

c) La suite (/) est décroissante et minorée donc
elle est convergente.

3.a) g'lx) = 1_—X . 9’ est négative sur R, donc g est
+X

décroissante sur R..
b) g(0)
surR..

x > 0 donc x” > 0. On en déduit g(x")< 0 et donc
n(1+x" J=<x".

=0 et g est décroissante donc g est négative

1
dis/ < JX”dX donc 0</ < . Par le théo-

n+1
réeme des gendarmes, on en déduit lim/, =0.

n—s+o

Exercices vers le supérieur p. 266

145. Intégration par parties et linéarité

1. a) On travaille sur les fonctions avant de travail-
ler sur les intégrales :

t? e -3 3

e-3 Jeo3 Je-3 oo

Ainsi
*dt—J}/tz 3dt
[ f -Jﬂ-ﬂm
12—

.

J-K= j
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b) La fonction u:t~>+/t2 -3 est dérivable sur

[2 ; 3] avec u'lt)= . U est donc continue

t2-3
sur [2 ; 3]. On peut effectuer une intégration par
parties sur K.

=
2

=[X,/xz } j,_dt=3\/g—2—J
2.0n considére f: x +— ln(x +4/X% - 3).

a) La fonction Ln(v) est dérivable a la condition ou v

est dérivable et ne s'annule pas. v: X+ x+4/X? -3
est dérivable comme somme de fonctions dérivables
sur [2; 3] et ne s'annule pas sur cet intervalle. Ainsi
fest dérivable sur[2:3]etlona:

X

Jx? -3 _ 1
x+\/x2—3 \/xz—

b) La question précédente nous fournit une primi-

1+

f’(x) =

tive de la fonction t — .
t2 -3

Ainsi :

o

o
3. On obtient ainsi un systeme de deux équations
a deux inconnues :

J-K=3ln £3 *f} (L)

JeK=36-2 (12

J=d 31{3“%}3\/2-2 (L1 +(L2)
= 2 3

J+K=36-2 (L2)

=% 3ln(3+ ]+3JZ-2

__E 3+
2 3

dt = f(3) - f(2) = ln(3 N ﬁ) 3.

ey

g

ﬁw

J+%[3\/Z—2]

146. Linéarité

1. On travaille, comme dans l'exercice précédent,
sur les fonctions avant de travailler sur les inté-

grales :
t? t2-9+9 9
= =1+ .
t2-9  t2-9 t2-9

Ainsi on obtient, en intégrant sur [0 ; 1] :

1
dt=1+9det
9 112 -9

1

Lo 9
J=jﬂdt=ﬂ1+t2_

0

=1+9/.

2. 0n considére f: x —n (2 b X].
- X

a) [ERRATUM] La premiére édition du manuel

comporte une erreur corrigée dans les éditions
suivantes. Il faut utiliser Uintervalle [0; 1].

La fonction In(v) est dérivable a la condition ou v
est dérivable et ne s'annule pas.

3+X - .
v:x»% est dérivable comme quotient de
-X

fonctions dérivables sur [0 ; 1] avec un dénomi-
nateur qui ne s'annule pas, et ne s’annule pas sur
cet intervalle.

Ainsi f est dérivable sur [0 ; 1] et lona:

9
(3 - x)? 9 -9
3+x TB-xB+x x-9
3-X

F(x) =

b) Une primitive de x+> est donnée par

X2 -

X~ fx).
9

o2

Ainsi | = det — - o =
e 9"y

Finalement J=1 - (n(2).

147. Fonctions rationnelles

1. Soit la fonction f: x — .
X+ 1

a) On part du membre a identifier :

b ax+a+b

a+

X+1 X+1
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Ainsi, par identification des numérateurs polyno-
miaux :

fx)=a+ b L =1

X+1 a+b=0
La décomposition en éléments simples de la fonc-
tion rationnelle est donc :

1
X+1

flx)=1-

b) Cette décomposition nous permet, par linéarité
de lintégrale, d’effectuer le calcul suivant :

jf[x]dx = j'[

1
! dx=1-j ! dx =1-n(2)
X+ 1 X+ 1

2. Soit la fonction g: x+— .
X(x +1)

a) On part du membre a identifier :
a b
—+
X X+

_la+blx+a

X(x +1)

Ainsi, par identification des numérateurs polyno-
miaux :

b a=1
=2+ o
X X+1 a+b=0
La décomposition en éléments simples de la fonc-
tion rationnelle est donc :

-
X X+1

b) Cette décomposition nous permet, par linéarité
de lintégrale, d’effectuer le calcul suivant.

3 3
!f[x]dx=£[——m]dx j dx - dex

=2(n(3) - In(8)

3) C’est a nous de refaire la décomposition en élé-
ments simples sans guide cette fois !

L'idée amorcée dans les deux derniéres questions
était de factoriser le dénominateur de la fonction
afin de faire apparaitre des termes polynomiaux
de degré 1 qui seront nos éléments simples dans
la décomposition.

1

On considére alors h(x) = = .
(1-x)1+x)

1-x2

238

Ainsi, on cherche deux réels a et b tels que

h(x) = .Ona:
1-x 1+X
a b b bR+a+b
1-x 1+x (1-x)1+x)

L'identification des coefficients des numérateurs
nous donne le systeme :

a-b=0
a+b=1
1

Nous obtenons les valeursa=b = —.

Finalement : Z

3 113 1 1
'Z[h[x]dx=5£_!mdx+ £1+ de]
- %([ln[l 1-x |1];’ + [an + x]]zj.

On peut présenter les choses ainsi si l'on veut
généraliser les primitives de fonctions inverses
ou alors jouer avec les signes dans lintégrale de

départ.
2\/—J
\/’

'[h[x]dx = —(ln (4)-(n(3)+n(2) = ln{

148. Dérivée d’une fonction intégrale

2x
Soit la fonction f: x+— J'CO:[l‘]

1. On découpe lintégrale en passant par 1 en utili-
sant la relation de Chasles :

dt.

2% 1 2%
jCOS[t]dt=JCOS[t]dt+ J~cos[tldt
t t t

X X 1

=F(2x) - F(x).

2. D'aprés le théoreme d’existence d'une pri-
mitive, la fonction F est dérivable et sa dérivée

cos(x)

est donnée par F’(x)= -cos(1). De plus, la

X
fonction x — F(2x) est la composée de deux fonc-

tions dérivables sur R.. Ainsi, f est dérivable et

cos(2x)
2X X

Fix) = cos[x]_
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149. Etude d’une fonction définie par une inté-
grale

Soit la fonction définie sur R.
F:x+— _[e‘f (n(1+et)dt.

0
1.a) On a, pour tout réel t:

1 _1+e’—e‘=1 e!

1+e! 1+ et 1+e!

b) Par linéarité de lintégrale :

X

X t X t
| 1 dt = [|1- € dt=x- [ € dt
T+et 0 1+et 01+e{

0

=X+ n(2) - In(1 + &
2. La fonction f: t = e”!ln(1 + e est continue et

positive sur R, d'apres le théoréeme d’existence
d’une primitive, F est dérivable sur R et

F(x) = e*In(1 + e - In(2) = flx) - In(2).
La fonction dérivée est donc bien continue sur R.

3. On est confronté a lintégrale d'un produit de
fonctions dérivables a dérivées continues. On
peut donc effectuer une intégration par parties,
en intégrant le terme exponentiel et en dérivant le
terme logarithmique.

X X X t
Je‘flnH+ef]dt=[—e“ln[1+e‘]J +Je“ © dt
0 © oy Tre
=ln[2]—e’xln[1+eX+J dt
1+ et

0
=-eXn(1 + e - n(1 + e +x + 2In(2)

On a de plus :

—In(1 + &) + x=-ln(1 + e + In(e¥) =ln[ © ]
1+ eX

Finalement : F(x) = ln[ e J -f[x) + 2n(2).

1+eX

4. On détermine les limites de chaque terme.

. e*
lim =1 ex
x>+ | 4 @X limln - =0
limin(X)=0 | 1+e

par limite de composée de fonctions continues.
Concernant la fonction f, si l'on factorise :
flx) = xe™* + eXln(1 + ™)

Ainsi, comme lim xe™* =0 par croissances com-
parées et o

lime*x=0
X—>+00

. lime™*n(1+e>*)=0
limn(1+e*)=0| x>

X—>+%

par produit de limites,

ona limf(x)=0 par somme de limites.

X—+%©

Finalement, lim F(x) = 2ln(2).

Reste & étudier F(x) - x en - :
FIx) - x = (e + 1)In[1 + &) + 2Ln(2)

Or lim(e>* +ln(1+ex)=0.

Ainsi, la droite d'équation y = x - 2In(2) est asymp-
tote oblique a la courbe en - et la droite y = 2In(2)
est asymptote horizontale en +oe.

150. Suite et aire

1. Soit g : x = 1 - x + 2n(x) définie sur R’.

a) g est dérivable comme somme de fonctions
dérivables sur R; avec :

-X+2

g’(x)=
X

Sur]0; 2], ¢’ est positive donc g est croissante.
Sur [2 ; +x[, g’ est négative donc g est décrois-
sante.

b) On commence par travailler sur 10 ; 2. La
fonction g est continue et strictement crois-

sante sur cet intervalle. De plus, lim g(x]=-x et
g(2) = -1 + 2In(2). Comme 0 €]- ; -1 + 2In(2]],
d’'apres le théoreme des valeurs intermédiaires

(version strictement monotone), il existe une
unique solution sur ]0 ; 2[ a U'équation g(x] = 0.

On rédige de la méme maniére sur 12 ; 4[ avec
g(2) > 0 et gl4) < 0 ; g est décroissante sur cet
intervalle et le théoréme des valeurs intermé-
diaires strictement monotone nous donne une
unique solution o & U'équation g(x) = 0 sur ]2 ; 4[.

2.a)SurR,ona:
f[x]—l= 1+ 2ln(x) _1=M,
X X2 Xz x2
b) D’apres la question 1, g(x) < 0 pour x = 4 donc
f(x) - 1o 0. La stricte positivité de fest immédiate.
X
D’ou Uencadrement, pour x = 4 :
0<flx) sl.
X
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3. Laire dla) correspond a laire de la surface
sous la courbe représentative de f fonction posi-
tive, entre 1 et o. Ainsi :

Alot) = jf[tldt =
1

1
o

= Jtlz x (1+ 2In(t))dt.

1
Lintégrale opére sur un produit de fonctions déri-
vables, de dérivées continues sur [1; al. On peut
donc effectuer une intégration par parties, cela en
intégrant le terme inverse et en dérivant le terme
logarithmique.

Itl? x 1+ 2Ln(t))dt

= {-% x 1+ 2ln[x]]l + ‘!'t%dt

1-o+2nlo) 2

o o

=2—£}

o
sachant que glo] = 0.

n+1

4. Pourn € N, on pose /, = jf[x]dx.

a) Pourx>4,0<f[x]s1
X

en intégrant sur [n; n+ 1], pourn=4:

n+1 n+1

0< jf[x]dx < J %dx

n+1

or j%dx=ln

n+1 .
—— d’ou l'encadrement
n

U</n<ln[n—+1}
n

b) Tout d’abord, on a

lim ™12 1
v limn [”L] -0
lXirr11ln (X)=0l""" n

par limite de composées.
Le théoréeme d'encadrement nous permet de
conclure quant a la convergence de (/] avec

lim/, =0.

n—+0
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c)Onnote S, =Y.

k=1

n k+1 n+1
5=y j flx)dx = Jf(x]dx
k=1 k 1
n+2ln(n+1) 2
=- +2- .
n+1 n+1
lim—2—20; lim—"— = 1et im2000*0 g oo
n—+on 41 n—+=n 41 n—+o n+1

croissances comparées. Au final limS, =1.

n—s+o0

151. Encadrer une intégrale

. et L. . 1

Soit f:t— —— définie sur [0;—].
1-t 2

1. Ici, il est simple d'étudier la fonction sur linter-

—t

valle. f est dérivable avec f(t) = [1te 7

produit et quotient de termes positifs sur {OE:I

qui est un

Ainsi, fest croissante sur cet intervalle et on obtient
lencadrement :

flo)<flt)= f[l}
2

D’ou 1$f[t]$ipour tE{O;%}.

Je

2. a) On réduit Uexpression :

1+ xle + x2flx) = ——.
1-x
b) On est confronté a lintégrale d'un produit de
deux fonctions : une fonction polynomiale et une
fonction exponentielle ; toutes deux dérivables et
de dérivées continues. Une intégration par par-
ties, afin de faire baisser le degré du polynome,
est donc envisageable :

1

2 % 2 5 1
-t | _ _t “tdt = 2
![1+t]e dt—[[1+t]e l]+z|].e dt 2e2+2.

3. [ERRATUM] Les questions 3 et 4 ont été inver-
sées a partir de la deuxiéme édition du manuel.

La correction ci-dessous correspond a U'encadre-
1

2
ment de If[t]dt.
0
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De la question 1 on obtient, en intégrant l'enca-

1
drement sur {O;E}:

1 1

—< [fltlddt <= —

2 A

4. [ERRATUM] Les questions 3 et 4 ont été inver-
sées a partir de la deuxieme édition du manuel.

La correction ci-dessous correspond a U'encadre-
1

2
ment de Jtzf[t]dt.
0

=

Oy N[ —

Ona:
1 1

1

2 2 2

jt?f[t]dt = jf(t]dt - j (1+ tle-tdt.
0 0 0

D'ou :

=

flt)dt <

[S) — Y N

1
2

i
Je
:

1 1
o732 jt?f[t]dt <Tean
2 2 1 2

152. Une suite définie par une intégrale

t
n -

. er
Pour n € N', on poseu, = _[—dt.

01+t

1.Sit= 0, In(1 + t) = 0 et une fonction exponen-

tielle est strictement positive. Ainsi la fonction
t

t e nln(1+1) est positive donc son intégrale sur
[0; n] est positive.

2. u_est lintégrale d'un produit de deux fonctions
dérivables a dérivées continues, on peut alors
effectuer une intégration par parties. La question
précédente suggere de dériver la partie expo-
nentielle et d'intégrer la partie inverse pour faire
apparaitre une fonction In.

" ¢ R
j—dt: e nln(1+1) +—jenln[1+t]dt
O'I+t N

not
= lln[n +1+ 1‘[e_;ln[1 +t)dt
e ny

D’aprés la question 1.

15 L

— fe tnl1+ t)dt =0 d'ou Uinégalité :
n 0

u, < 1ln[n +1).
e

3. 0n a d’une part limln(n + 1) =+ et d'autre part

n—+%
linégalité précédente donc d'apres le théoréme
de comparaison,
limu, = +o.

n—+®©

153. Convergence d’une suite

1. Pour se faire une idée de la maniéere de procé-
der, regardons le terme central de 'encadrement
demandé :

Inln)=n(2x3x...xn)= Zln[k] = ZLn[k].
k=1 k=2
Travaillons alors sur un indice k avant d’effectuer
une somme. On a, par la relation de Chasles :

n k+1 n+1
Zjuﬂtldt: jln[tldt.
k=1 k 1

La fonction (n étant croissante, on a, pour tout
telk; k+11:

k+1 k+1

Inlk) < In(t) jln[kldt < J'ln[t]dt

k+1

o lnk) < _[ln[t]dt
k

On somme alors linégalité pour k € {1; ... ; n}.
n k+1

Zln[kl < thn[f)dt
k=1

k=1 k

n+1

Dot : ln(n!) < Jln[t]dt.
1

On raisonne de la méme maniére pour le deu-
xiéme morceau : on a, pour tout t € [k - 1 ; kI,

k
In(t) < tnlk) & [ In(tldt < nlk]
k-1
On somme alors linégalité pour k € {2; ... ; n}.

Y j In(t)dt < ZLn[k]
k=2

k=2k-1

D'ol jln[t]dt < n(n!).
1
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2. Commencons par noter que In(n") = nln(n).

Ensuite, on a eu loccasion de la calculer plus
d'une fois dans ce chapitre, une primitive de la
fonction ln est connue.

D'ou Jln[t]dt =nln(n)-=n+1
1

n+1

et Jln[t]dt =(n+1)nln+1)-n.
! 1

1+—

Lln[t]dt ) n+1 . N

Ainsi =1-
n n(n)

nlnln) Inln)

On détermine alors la limite de cette suite :

lim 1+ 1 Tet limn(n) = +ce.

n—+0 n n—+0©
'|+i
Par quotient de limite, on a lim —n -y,
n—+=|n(n)
n+1
) J, 0t (h ginne) 1
De méme, on a = - .
n n(n) n n(n) (n(n)
Ona lim—— =0 et ljm M0l +1_,
>+ |n(n >+ nlnln)

On conclut finalement U'exercice par le théoréme
d’encadrement pour obtenir :

Inln!)

n—+00 ln[,7"] T

154. Dérivées

X+b
On pose g(x) = jf[t]cos[t - xJdt, pour x € R.
1. Attention, la variable de dérivabilité est a lin-
térieur de lintégrale, on ne peut pas appliquer
directement le théoreme fondamental. On com-
mence par utiliser les formules de sommation des
fonctions trigonométriques :

glx) = cos(x) _[f[t]cos[t]dt +sin(x) _[f[t]sin[t]dt

Les fonctions t — fltlcosl(t) et t — flt)sin(t) sont
continues, d'aprés le théoréme fondamental, les

X+b X+b
fonctions X~ jf[t]cos[t]dt et X jf[t]sin(t]dt

sont dérivables.
g est alors dérivable comme somme et produit de
fonctions dérivables.
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Enfin, nous obtenons :
X+b

g'[x)=- J'f[t]sin[t - x)dt + f(x+alcosla) - f(x + b)cos(b).

X+a

2. Lhypothese de continuité de la dérivée nous
suggere lutilisation d'une intégration par par-
ties dans lintégrale présente dans la dérivée. Les
hypothéses sont bien vérifiées et lon a:

X+b

g'[x) = jf’[t]cos[t - x)dt.

X+a

155. Etude de la fonction cosh

e*+e

On pose cosh(x) = , pour X € R.

1. La fonction cosh est dérivable de dérivée conti-
nue comme somme de fonctions dérivables de
dérivées continues. Commencons, pour voir com-
ment avancer, par calculer la dérivée de cette
fonction puis sa dérivée seconde :

eX —eX

cosh’(x) = ;
2

eX +e”

cosh”(x) = C . cosh(x]

Partons alors de lintégrale j[x - t)coshl(t)dt
0

afin de dériver la partie polynomiale et intégrer le
cosinus hyperbolique :

j[x _ cosh(t)dt = [[x _ge- e[}
0 2 0

[

0

_ [cosh[t]I = cosh(x) - coshl0).

el +ef

Or =1d'ou cosh(x]:1+'[[x—t]cosh[t]dt.
0
2. [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur corrigée sur les éditions sui-
vantes, le résultat a démontrer est bien :
2 Xy _ )3

coshlx) =1+ + J'[X f cosh(t)dt.
2 6

0
On meéne cette fois une double intégration par

(x - t)°

cosh(tldt. On obtient

X
parties sur le terme _[

L 0
ainsi :
X

J‘[X—t]3

2
coshl(t)dt = X 1+ cosh(x).
0 2
D’ou le résultat.
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156. Suite récurrente

La relation entre / et/  est déterminée par une
intégration par parties. On integre un produit de
fonctions polynomiales, donc dérivables et de
dérivées continues. Lidée est de faire monter le
degré de lun et de baisser lautre ce qui se fait
naturellement dans une intégration par parties.
1
l, = JX"['I - x)rPdx

0

1 1
_ { - x]n—ﬂ} + MJWH - xpldx

p+1 p+1y
=_—1+[n_p]/p+1-
p+1  p+1

157. Constante d’Euler

"1
1.0nnote S, =% —, pourn €N.

2
a)Sik<x<k+ 1, par décroissance de la fonction
inverse sur ]0 ; +oo[ on obtient

1 1

< _
k+1 X
b) [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur corrigée dans les éditions
n=-1k+1
1
suivantes : on calcule —dx.
i
Commencons par calculer la partie intégrale du
terme :

1
=-.
k

k+1

J'%dx _ [mm]ﬁ” = Inlk + 1) - Inlk).

n-1k+1 n
| %dx = S ltnlk + 1 - tnlk)

= In(n) - In(1) = tn(n).
Voici un exemple classique de somme télesco-
pique.
c) [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur corrigée dans les éditions
suivantes : on montre

n-1 ,l n-1 ,l
Z— <lIn(n) =< Z—.
k=1 k+1 k=1 k

On reprend lencadrement du a) et lon lintégre
surlk; k+1]:

1 skfldxgl
k+1 4 X k
Puis lon somme pourk €{1;...;n-1}:

E 1 sln[n]sgl
k+1 ~k

k=1
2.0nposeu =S, -In(n).

alu, = 21 - Inln) = 0d’aprés la question précédente.
k=1
n-1

On a aussi
kz:}k+’|

- ln(n) < 0.

n-1

Reprenons la somme :
g;k +1

n-1 n

T 1 1 1
z ==+ +—=Y—
k+1 2 n k

k=1 k=2

De plus :

n n-1

1 1
— = __’|
2k &
n-1 n

Ainsi, 21 -1-lnln<=0e Zi -Inln)=<1.
k=1k k=1k

D'ou lencadrement0<wu < 1.

b) Plusieurs maniéres de démontrer ce résultat.
Si les éléeves sont rassuré-e-s dans lidée d'une
étude de fonction ; il est plus pratique d'utiliser la
concavité de la fonction In. On vérifie aisément que
la droite d'équation y = x est tangente a la courbe
de la fonction X — Ln(1 + x) en 0. Cette fonction
étant concave, elle est en dessous de toutes ses
tangentes. D'oU le résultat.

cdu -u,,= 1 tn(n) +n(n - 1)

n
=1+ln[n—_1J=1+ln[1—l]
n n n n

Or pour X>0, In(1 - X) < In(1 +X) < X, d’'aprés la
question précédente.

Ainsiu -u,
sante.

, <0 et la suite [un] est ainsi décrois-

d) La suite (u ) est décroissante et minorée donc
d'aprés le théoréme de convergence monotone,
elle converge vers une limite0 s y< 1.

e) En utilisant un tableur, la calculatrice ou un
programme, on obtient y= 0,577.
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158. Intégrale impropre
1

On pose f[x) = T pour x € R,
X

1.a)Ona, pourn>1:
j | .
f[x]dx=[2 x} =2-—
foelpir) -

b) lim Jf[x]dx = lim2- 1 2

n—+ n—+ [ n
n

Lafonction fest positive surR; lintégrale impropre
sur le semi-ouvert 10 ; 1] correspond a laire de
la surface sous la courbe sur cet intervalle. La
convergence de cette aire signifie que la surface
que l'on rajoute en se rapprochant de 0 finit par
étre négligeable.

2. a) _n[f(x]dx - [2&} =2n -2
1

+00

b) lim J-f(X]dX—+°0 ainsi lintégrale '[f[X]dX n'est

n—>+%

pas def|n|e. La surface ajoutée plus on s'approche
de +o est non négligeable et l'aire grandit infini-
ment.

3. a) On calcule tout d’abord, pourn >0

'Ie‘xdx = [—e‘x]g =1-e™.

Alors, lim Ie’xdx =1.
0
Lintégrale impropre est bien définie et on écrit

alors je‘xdx =1

b) On calcule tout d’abord, pour n > 0,

j‘\/ex—dx=[2 exT -

aNer -n
lim

n—)+sc-[ 'ex

Lintégrale impropre est bien définie et on écrit

e™" alors :

0 X
alors J © dx = 2.

c) On calcule tout d'abord, pour n > 0,

| X ax=| Mnixz +1
0X2+’I 2

0
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= 1ln[n2 +1.
2

n

Alors, lim
n—+o . XZ +

dx = +oo,

Lintégrale impropre n'est donc pas définie et on

+00

dx.

ne peut pas écrire j 1
X2 +

159. Irrationalité de e
1
On pose/, = jt”e“dt, pour n € N.

1. Déterminer un encadrement d'une intégrale,
c’'est intégrer un encadrement de fonctions.
Notons f la fonction définie par flx) = e’ pour
x € [0 ; 1]. f est dérivable avec f/(x) = -e'* < 0.
f est donc décroissante sur [0 ; 1] d'oU, pour tout
x € [0; 1] lencadrement :

f1) < flx) < f(0)
etainsi 1 < flx) <e.
De cela on obtient, pour tout x € [0 ; 1] et tout
n e N :x < xflx) < ex".
On integre alors l'encadrement sur [0 ; 1] :
1 1

jt"dt < jt"eHdt < jet”dt

1 n+1 !
or |t"dt = X =L.
0 n+1 n+1
0

e

</ <

Ainsi :

n+1 n+1

2. Une relation de récurrence avec des intégrales
suggére une intégration par parties. On souhaite
faire baisser le degré de la partie polynomiale,
on va donc la dériver et intégrer la partie expo-
nentielle. Les fonctions sont toutes les deux déri-
vables de dérivées continues, cette intégration par
parties est donc réalisable. Soit n € N.

1 b

Jt””e“dt - [—e“t””]; + J'[n + )tre’tdt

0

1
=—1+[n+1]jtne1-fdt

On obtient donc la relation de récurrence recher-
chée, pour toutn € N :

l,,=-1+ (n+ 1]ln.
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3.0npose) =exn!-1.
a) Le point précédent nous fournit une relation de

récurrence sur I, on peut alors obtenir une rela-
tion de récurrence sur Jn :pourtoutn €N,

Ja=exn+ 1=

=(n+1lexn!-1)+1

=(n+1)J +1.
On multiplie les termes par des entiers étapes par
étapes, pourquoi ne pas se lancer dans un raison-
nement par récurrence ?
Démontrons par récurrence sur n € N que J est

un entier naturel.
Initialisation : pour n =0,

1
J0=e><0!—/0=e—J'e“dt=1.

Ainsi, J, € N.
Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel
n>0telque J soit entier.

=(n+1J +1.

Par hypothése de récurrence, J est entier donc
an comme produit et somme d’entiers, est un
entier naturel.

Conclusion : on a J, € N et pour tout entier natu-
rel n, si Uon suppose J_ entier alors J _ est un
entier. Ainsi, par raisonnement par récurrence,

pour tout n € N J est un entier naturel.

1
b) Sin>2,alor50<—1<1et0< < 1. Ainsi,
n+

n+1

d'aprés la premiere question, 0 </ < 1./ n’est
donc pas un entier pour n = 2.

c)Ona /n =exn!- Jn. Si e x n! était un entier, alors,
comme Jn e N, /nest un entier. Mais ceci contredi-
rait la question précédente, donc e x n! n’est pas
entier.

4. Effectuons un raisonnement par labsurde.
Supposons qu'il existe p et g premiers entre eux

tels quee= B. Considérons alors, pour

q
n=2exn! =£><n!et choisissons un tel n supé-
rieur a g. On aqalors:
an!=£><1><2><...><[q—1]><q><[q+1]><...><n

q q
=px1x2x.x[lg-Mxlg+Ix..xneEN.

Ainsi pour n = g, e x n! est un entier ; ce qui est
absurde d'aprés la question précédente.

e est donc irrationnel.

Lemme pour les exercices 160 et 161

On démontre un résultat fondamental qui aurait
sa place dans le cours.

Soit f une fonction continue et positive sur un
segment [a bl.Ona:

jf[t]dt 0 flt)=0,t Ela;bl.

C0n5|derons la fonction F:x— _[f[t]dt D'aprés

le théoréme d’existence d'une primitive, F est
dérivable et F’(x) = f(x). Par hypothése, on a

(i) f est positive sur [a ; b];
(i) Flb) =0

De (i), on tire _[f[t]dt =0, donc F est positive [a ; b].

De plus on tire que F est croissante sur [a ; b].
Ainsi, pour x € [a ; b], FIx] < F(b).

De [ii), on tire F(x) = 0 pour x € [a ; b]. On obtient
F'(x) = flx) =0 pourx € [a; bl.

160. Valeur moyenne

La fonction f est continue sur le segment [a ; b].
Les hypothéses sont sur les valeurs moyennes de
la fonction sur ce segment et de sa fonction car-
rée. On considére lintégrale de la fonction g.

b b
Jalxdx = (1 - flx))2dx

= J’(i - 2f(x) + f2(x))dx

b b

- _[dx - 2'[f[x]dx + _b[fZ[X]dX

b
On a alors par hypothése jg[x]dx=0. De plus, la

fonction g est positive et continue sur [a ; b]. Donc
g[x) = 0 pour tout x € [a ; b]. Ainsi f[x) = 1 pour tout
X €E [a;bl.

161. Egalités en puissances

La fonction f est continue sur le segment [a ; b].
Les hypothéses font intervenir des résultats sur
trois puissances successives de cette fonction.
Lidée est de penser de quelle maniere lon peut
introduire ensemble ces trois puissances.
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La question suggere alors de développer :

(- 2= - 2f + R.Utilisons alors la linéarité de
lintégrale afin de voir ce que les hypothéses vont
impliquer :

_[[fz[t] - flt)2dt = Jf‘*[tldt -2 jfaltldt + J'letldt.

Les intégrales qui interviennent alors sont toutes
égales par hypothése, ainsi

jlfz{t] - flt)2dt = 0.

Or, la fonction t — (f(t) - f(t])? est positive et conti-
nue, son intégrale sur [a ; b] étant nulle, cela
signifie que la fonction est nulle.
Pour toutt € [a; b] :
F(t) - flt) = flt)(ft) - 1) = 0.

Ce produit nul est équivalent a l'un des deux fac-
teurs nuls. Ainsi, pourt € [a ; b] :

flt)=0ou flt) = 1.
Mais la n'est pas la fin car cela ne fournit pas

directement la réponse et la constance de la fonc-
tion.

La fonction f est continue donc elle ne peut étre
constante par morceaux. C’'est donc que f est
constante sur [a ; b], soit nulle, soit égale a 1.

162. Lemme de Riemann-Lebesgue

1. La fonction f est dérivable, de dérivée continue
et sin est une fonction circulaire donc infiniment
dérivable. On peut alors considérer le calcul de

b
_[f[t]sin(nt]dt par intégration par parties :

|-

_ flalcos(na) - flblcos(nb)

a

b

J

a

[fasintntidt = {—lf[t]cos[nt (—lJf’[t]cos[nt]dt
n n

b
+ X [Ftcostntldt
n n’
On pose alors, pour n € N,

u - flalcos(na) - flbcos(nb)

n

n
2. a) f’ est continue sur un segment, elle est donc
bornée et atteint ses bornes d’apreés le théoréme
des valeurs intermédiaires. Ainsi, il existe M > 0
tel que, pour tout x € [a ; b, If/(X)] < M.
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b) Nous obtenons alors, par inégalité triangulaire:

,I b
—jf’[t]cos[nt]dt
n a

b
< 1J'If’[t]cos[nl‘lldt
n a

b b
=L 1710l coslnnlat < X [ 1t
n 5 n ;

On utilise dans la derniére ligne la majora-
tion usuelle d'une fonction cosinus ainsi que
la majoration de la question précédente. Or,

b
jM x 1dt = M(b - a).

Finalement, nous obtenons :

Mlb - a)

=

,I b
—'[f’(t]cos[nt]dt
n a

n
3. Commencons par démontrer la convergence de

la suite (u ). u = (flalcos(na) - flblcos(nb)) x 1 est
n

un produit d’un terme borné par un terme qui tend

vers 0. Ainsi par produit de limites, (u ] converge

vers 0.

Mib - a)
n

De méme, la suite de terme général
converge vers 0.

On démontre ensuite que la suite de terme géné-
b

ral Jf[t]sin[nt]dt converge vers 0. On a, pour tout
neN:
Mlb - a)

n

0< su,+

b
Jf[t]sin[nt]dt

Ainsi, d’aprés le théoréme d’encadrement :

lim =0

n—+%

_[f(t]sin[nt]dt

On en déduit ensuite le résultat.

163. Série harmonique

"1
OnnoteH,=% —, pourn e N.
2
1.a) Si k < x< k + 1, par décroissance de la fonc-

L . 1 1
tion inverse sur ]0 ; +[ on obtient0 < — < ;
X

d’ou, en intégrant sur [k ; k + 1] :

1 1
J
K

—dx=<-
X k
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b) On somme linégalité précédente pourk €{1;...;n}:

nk+1,l n ,I
—dx=s=y -
2L Z

n+1

d’ou jldx <H,.
1 X

¢) On commence par calculer le membre de gauche :
n+1

J—dx =Inln+1 -1 =nln + 1)
) X

Ensuite, on précise sa limite :
limn(n+1 = +o0

n—+o

Finalement, d'aprés le théoréme de comparaison,
ona:limH, =+x,

2.a)Sik-1<x<k, pour 2 <k, par décroissance

de la fonction inverse sur ]0 ; +oo[ on obtient 1 < 1

d’ou, en intégrant sur [k -1 ;K] : X

k
lsjldx
k lx

b) On somme linégalité précédente pour
kef{2;..;:n}:

n ,l n k ,l
—< —dx
Dy
d'ou/-/n-1sj1dx.
| X
c)Ona:

Jldx=ln[n]
) x

3. [ERRATUM] La premiére édition comporte une
erreur corrigée dans les éditions suivantes, on
cherche bien

Inln+ 1) < H_ < In(n).
On obtient alors In(n + 1) < H < In(n).

4. On compléte le programme et on calcule les
valeurs.

import math
def H(n) :
s=0
for 1 in range (1, n+l):
s=s+1/1i
return s
def U(n) :
return H(n)-math.log(n)
print (H(2))
print (U(100))
print (U(1000))
print (U(10000))

La suite semble converger vers une valeur dont
une approximation peut étre donnée par 0,577.

164. Intégrale de Wallis
Pourn €N, on note :

2
W, = Jsin”[t]dt.
0

1. Les premiers calculs sont directs :

s

2
W, = idt ==,
)72

T

W, = jsin[tldt = cos(0) - cos[E] =1
0 2

2. a) [ERRATUM] Une erreur a été imprimée sur
la premiére édition du manuel, corrigée dans les
éditions suivantes. On cherche bien a montrer

T

2
que : W, =(n- 1]Isin”‘2[t]cosz[t]dt.
0

Sin>1, on peut écrire

sin?(t) = sin™'(t) sin(t) ce qui permet de considé-
rer W comme intégrale d’un produit de fonctions
infiniment dérivables. On peut donc effectuer une
intégration par parties.

T

2
W, = j sin"(t)sin(t)dt
0

= [—sin"‘ﬁtlcos[l‘]}oE +[n- 1]Jsin”‘2[t]c052[tldt
0

Or‘[—sin”‘1[l‘]co_c,[t]]E =0, d'ou le résultat.
0

b) Une égalité trigonométrique classique nous
donne :

T T

2 2
(n- 1]Jsin”‘2[tlcoszlt]dt =[n- 1]Jsin”‘2[t][1 - sin?(t))dt
0 0
=(n- 1]'[sin”‘2[t]dt -(n- 1]jsin”[t]dt
0 0
On obtient ainsi :

W=h-1W_-[-1W
et on en déduit la relation de récurrence.

247



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

3. La démonstration par récurrence utilisera la
relation démontrée précédemment. On meénera
les deux démonstrations dans une unique récur-
rence.

Démontrons par récurrence sur n € N que
_ (2n)! T 220 (n1)?

2(nl)2 2 (2n +1)!
Initialisation : pourn=0,0n a:

2n » Wona =

T 0! T
0:—:—)(—
2 20012 2
. 2°(0!)2
1 2x0+1

Hérédité : supposons qu’il existe un entier n pour
lequel les deux égalités soient vraies. On a alors,
par la relation de récurrence :

sz:2n+1W2n=2n+1>< (2n)! o
2n+2 2n+2 2(pl 2
par hypothése de récurrence. Or
2n+1 (2n)t 1 2n+M 2n+2
2n+2 2P n+1” 204(nlR " 2n+2
(2n + 2!

T me((n e R
On obtient donc la premiére égalité vraie au rang
n+ 1. Ensuite :
2n+2

2n+3 = 2n+1

2n+3

_2n+2 227(n!)?

2n+3  (2n+1)!

_ 22+2((n + )1)2
(2n + 3)!

X

ce qui correspond a la deuxieme égalité vraie au
rangn+ 1.

Conclusion : les deux égalités sont vraies au rang
n=0;de plus, sion les suppose vraies a un certain
rang quelconque, elles le restent au rang suivant.
Ainsi par raisonnement par récurrence elles sont
vraies pour tout entier naturel.

165. Développement en série

de Uexponentielle

1. Pour x > 0, on note :
n!

£ )

n

et te[0;x].
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a) La fonction exponentielle est croissante sur
[0;x] donc pourt<x, e'< e Ainsi, pourt &€ [0;x]:

: ;!t]n o=t ;!tln ¢
De plus x -t = 0, finalement on a
(x -t
n!
b) On intégre sur [0 ; x] l'inégalité précédente :

Jx'fn[t]dt < j

Calculons alors le membre de droite sans oublier
que lUon intégre par rapporta t.

ex, te[0;x].

0s<fl)<

(x

—t
) exdt.
n!

et e
jx—e dt=%'0[[x—t] dt

_i _[X_t]n+‘\ g
n'l n+1 s

_ Xn+1ex
(n+1

|
0 N

Xn+1ex

(n+1"

c) Il s'agit de déterminer tout d'abord la limite de
Xn+1ex

(n+1

résultat de croissance de la puissance comparée

au factoriel. Rappelons ici une maniere de procé-
der en considérant la suite définie par :

On obtient J.fn(t]dt <
0

la suite de terme général Ce résultat est un

Xn
u,=—,x>0.
n!

u X . .
qui converge vers 0. Ainsi,

On a 0 _2
u n+1

n

pour tout € > 0, il existe un rang N € N tel que,
u .
pour tout n > N, —11 < ¢ Choisissons alors un
Un
€ €10 ; 1[. Un raisonnement par récurrence nous
donne alors u < &""u, le terme de droite tend
vers 0 donc, d’aprés le théoréme d’encadrement,
avec 0 <u <e"Muy, (u ) converge vers 0.
Revenons alors a l'objet de la question. La suite de
Xn+1ex
(n+1)!
d’aprés le théoreme d'encadrement sur

terme général =U,e* converge vers 0, donc

n+lax X
X e] , on obtient lim an[tldt =0.
0

n+‘|! n—+%

Usjfn[tldts
0
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2. Démontrons par récurrence sur n € N que

R G P
e =2—I+j—ledt.
— k! oy on!
Initialisation : pour n =0,

zf. et

0

eldt = _[e‘dt =eX,

Hérédité : supposons qu'il existe un entier n pour
lequel l'égalité est vraie. Considérons alors

Xk Xn+1 [X_t]n+1 . X
_Zkl (n+1)! [[nnl! el

n+1 k

X [X_t]n+1
kl I (n+ 1]'

par hypothése de récurrence.

Conclusion : 'égalité est vraie pour n = 0 et pour
tout entier naturel n, si on la suppose vraie au
rang n alors elle est vraie au rang suivant. Ainsi,
par raisonnement par récurrence, l'égalité est
vraie pour toutn € N.

3. D’apres la premiére question, on a

lim J(X -t etdt = 0.

moed

n Xk
Ainsi, e* = lim ZF

n—+

166. Suite d’intégrales
(2x® - 4x%)e™ pour x € R.

1. Rappelons le théoréme des croissances compa-
rées : pour toutn € N :

On pose fx) =

lim x"e* =0.
X—>+00
Ainsi lim x?e* =0 et lim x%™> =0.
X—>+%0 X—>+00
41lim x%e™ =0

X—+%0

2x lim x%e™>* -

X—+%0

par linéarité des limites.

Donc lim f(x) =

X—>+00

Ensuite, il suffit d’effectuer un produit de limites
infinies avec régles des signes :
lim f(x) = im(2x3® - 4x?) X lime™* = -0,

X—=-0 X—=-0 X—=%

2. La fonction f est dérivable comme produit de
fonction polynomiale avec une fonction exponen-
tielle, toutes deux dérivables sur R. On a :

(x) = —=2x([x2 - 5x + 4)e™.

3. On continue la factorisation amorcée de f’(x)
afin de déterminer son signe :

f/(x) = =2x[x = 1)(x - 4)e™.
X -0 0 1 4 +00
f’(x) + | - + -
- 0
1
4. On pose/, = IX”e’XdX. Calculons /, a l'aide d'une

0
intégration par parties, on intégre un produit de
fonctions infiniment dérivables:

1 1 1 2
I, = !xe'xdx = [— xe'xJ0 + _U[e'xdx ==+ 1.

5. Une intégration par parties sur / permet dob-
tenir la relation de récurrence, en faisant baisser
le degré du mondme :

I, = J‘x"e’xdx = [—
0

1

1
x”e‘x} + njx””e‘xdx
0
0

1

=-—+ n/n—1
e
6. La relation de récurrence permet ainsi d'obte-
nir /, =—E+2;/3 =—E+6
e e

7. Sur Uintervalle [0 ; 1], la fonction f est positive.
Ainsi, l'aire de la surface du plan sous la courbe
représentative de f entre 0 et 1 correspond a l'in-
tégrale :

1
jf[x]dx =21, - 4l,
par linéarité de lintégrale.

. , 12
L'aire est donnée par —— +4 cm2.
e

167. Placements avec taux d’intérét instantané
variable

A. Somme de départ

y'(t)=ilt)y(t)
y(0)=S,

1.Sii(t) = b, pour tout t € R, alors les solutions de
Uéquation différentielle homogeéne y’(t) = bylt) sont
de la forme t — Ae?, avec A € R. On détermine

Ons’intéresse au systeme différentiel{
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cette constante avec la condition initiale. Finale-

ment, S(t] = S e®".

2. a) D'aprés le théoréme d’existence d'une pri-
t

mitive, on a /[t) = I/[x]dx De plus / est dérivable

surR..

b) [ERRATUM] La premiére édition comporte une
erreur. La fonction ¢ est bien définie par :
olt) = eS(¢).
On pose 0(t) = eS(t). La fonction t — e est déri-
vable sur R, comme composée de fonctions déri-
vables. Par hypotheése, la fonction S est dérivable
sur R, donc, par produit de fonctions dérivables, la
fonction ¢ est dérivable sur R..
Ona:

o’(t) = e (=r(t)S(t) + S'(¢)).
Or, I'lt) = i(t) et S'(t) = i(t)S(¢t).
Ainsi ¢’(t) = 0 pour tout t € R_ et la fonction ¢ est
constante, égale a ¢(0) = S sur R..

Finalement S(t) = S e pour t € R,.

B Application numérique

= b(1 + asin(t)e).

1. Pour calculer cette intégrale de produit de fonc-
tions infiniment dérivables, on va effectuer deux
intégrations par parties pour utiliser le caractére
cyclique de la dérivée des fonctions circulaires :

On pose ()

jsin[x]e’xdx = [—sin[x]e*XIJ + jcos[xle’xdx

= [—sin[x]e*XIJ + [—cos[xle’x}; - jsin(xle’xdx

Ainsi, on obtient :
t

-t
'[sin[x]e-*dx =~ (coslt) + sinlt)) + 1
. 2 2
2. D’'apres la partie précédente, on a
S[l’] - Sﬂe/[t]'

-t
avec /(t]) = —%[cos[t] +sin(t)) + g +bt, pourt E R,

168. Série et intégrale
In(x)

On pose f(x) = —— pour x > 0.
X

250

1. La fonction f est quotient de deux fonctions déri-
vables dont le dénominateur ne s'annule pas sur

R;. Cette fonction est donc dérivable surR.. On a :

Fx) =

ln[x]
NG

Or 1-1In(x) > 0 < x < e. Ainsi, fest croissante sur
10; e] puis décroissante sur [e ; +o[.

e = 2 tf(1]
e e? e

. . L 1
3. On donne 'équation réduite de la tangente en —:
y = 2eX - 3e. e
4. Pour x = k = 3, la fonction f étant décroissante
sur [e ; +»[, on a:

2.fle)=

(n(k)

(n(x) _
X k
Ainsi, en intégrant sur [k ; k + 1] :
k+1

J'ln_[t]d \M

puis en sommant pourk € {1;..;n}:

Jln—[”dt- n kfl”—[t]dt<

1 k=1 k

Reste a calculer Jln—[t]dt

1

Ona:
(n(n)?

jl”_“]d {l”[t]z:l:
t 2 | 2

1

Finalement :

. In[n)?
lim = +00,

n—+% 2

et, par théoréme de comparaison, on obtient

limu, = +o0.

5. [ERRATUM] La premiére édition comporte une
erreur corrigée dans les éditions suivantes : on
cherche le couple tel que e/ = g,

On raisonne par équivalence en utilisant la stricte
croissance de l'exponentielle avec 1 <x <y:

eytn[x] - exln[y] = yln[x] = Xln[y]
) _taly
x oy
& flx) = fly).
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Il s'agit de déterminer qu’il existe une unique
valeur o € f(R;) qui admet exactement deux anté-
cédents entiers.

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
la stricte décroissante de f sur [e ; +o[ nous per-
met de travailler avec un antécédent dans [e ; +oo[
et un antécédent dans ]0 ; e]. On teste alors x = 1

0 et f2) = ln[2]

n(2)

oux=2.0nafll) =

On résout alors fly) = et lon obtient ainsi le

couple (2 ; 4).

Travaux pratiques p. 270

TP 1. Méthodes numériques de calcul
intégral

e Durée estimée : 55 min

e Objectifs : On s'intéresse dans ce TP a deux
méthodes numériques pour approcher le calcul
d’intégrales : les méthodes des rectangles et des
trapezes.

On programmera en langage Python ces deux
méthodes et on étudiera lefficacité de chacune
d’entre elles dans les exemples choisis.

Ce TP permet de s’entrainer avec les boucles,

les listes et leur représentation graphique sous

Python.

On commence par programmer la fonction f :

X (x+ 1)e*+1.

def test(x) :
y=(x+1)*exp(-x)+1
return y

On calcule alors avec une intégration par parties

I=3 1—1 )
e

A. Méthode des rectangles

1. Soit n un entier naturel non nul. On découpe
Uintervalle [a ; b] en n sous-intervalles de méme
longueur. On construit alors des rectangles dans
le but d’approximer laire sous la courbe d'une
fonction f. Laire du k-ieme rectangle est donnée
par le produit de la longueur flx,) par la largeur
b-a
n

Finalement :

b -3 n-1
l,= —Zf[xk].
n k=0

2. La fonction rectangle(f,0,1,10) renvoie
la valeur /,, ol lintervalle que l'on découpe en 10
sous-intervalles est [0 ; 1].

On obtient /10 = 1,909 3 qui fournit un arrondi de / a
10" prés; . = 1,897 7 qui est égala/a 1072 pres

et/

100

= 1,896 5 qui est égal a/a 103 pres.

1 000

B. Méthode des trapézes

1. Laire du k-iéme trapéze est donnée par la
somme des deux bases de la longueur f(x ) + flx, ;)

multiplié par la demi hauteur b-

Finalement : 2n

b—aZf[xk] +flx,.)

2. La fonction trapeze(¥,0,1,10) renvoie la
valeur J,; ou lintervalle que l'on découpe en 10
sous-intervalles est [0 ; 1].

On programme cette fonction :

def test(X):
y=(x+1)*exp(-x)+1
return y

On obtient J, = 1,896 0 qui est égal a / a 10
prés i 14 = 1,896 358 qui est égal ala10*preset
= 1,896 361 qui est égala/a 107 prés.

1 000

C. Comparaison des méthodes
1. On programme la fonction gauss :

def gauss(x) :
y=exp(-x**2)/2

return y
On obtient alors /m =~ 0,388 9 ; /100 = 0,375 0 et
[} 400 = 0,373 6, puis J,; = 0,373 1 ; J,, = 0,373 4 et

J oo = 0,373 4.

1000

2. La liste des valeurs approchées de J est don-
née par la fonction liste_trapeze(f,a,b,N):

def liste_trapeze (f,a, b, N):
L=[1
for k in range (1, N+1):
L=L+[trapeze (f, a, b, k)]
return L
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3. On représente les deux listes :

I =liste_rectangle (gauss,0,1,1000)
J=1liste_trapeze (gauss,0,1,1000)
print (1)

print (J)

x=np.array ([k for k in range (1000)])
y=np.array (1)

z=np.array (J)

plt.plot (x, y)

plt_plot (x,z)

plt_show

0,50
0,481
0,46
0,441
0,421
0,40
0,384
0,361
0,341

_

0 200 400 600 800

1000

4. On choisit d’évaluer U'erreur par rapport a lin-
tégrale calculée en début de TP. On programme
les listes des erreurs commises pour chacune des
deux méthodes et on représente ces listes. Pour
se faire, on ne s’intéresse pas aux 100 premiéres
valeurs :

def liste_erreurs_rect (f,a,b,E,N) :
L=0
for k in range (100, N+1) :
L=L+[E-rectangle (f,a,b,k)]
return L
def liste_erreurs_trap (f,a,b,E,N):
L=11
for k in range (100,N+1):
L=L+[E-trapeze (f,a,b,k)]
return L
ex=3*(1-1/exp(1))
X=np.array(liste_erreurs_rect (test,0,1,ex,1000))
Y=np.array(liste_erreurs_trap (test,0,1,ex,1000))
plt.plot (x,X)
plt_plot (x,Y)
plt.show Q)

0,0000+
-0,0002
-0,0004
-0,0006+
-0,0008
-0,0010+
-0,0012+

0 200 400 600 800
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La méthode des trapézes converge plus rapide-
ment vers la solution. On choisit cette méthode
pour approcher une valeur de lintégrale.

TP 2. Méthode de Monte Carlo

e Durée estimée : 55 min

e Objectif : La méthode numérique présentée
dans ce TP nous familiarise avec lutilisation d’'un
procédé aléatoire afin d’obtenir une valeur numé-
rique approchée. Bien que son utilisation dans le
calcul d'intégrale en dimension 1 ne soit pas des
plus pertinents, le TP permet son introduction de
maniére simple et en lien avec le programme de
terminale spécialité. Il y sera travaillé la biblio-
theque random sous Python ainsi que la loi des
grands nombres.

A. Aire d’un quart de cercle

1.0naA=£.
4

2.a)x,y€[0;1]doncMlx;yl€[0;1]x[0;1]
qui est le carré C.

b) On peut décrire le quart de disque comme l'en-
semble {(x;y) €[0;1]1%;x2+y2 < 1}.
c) La probabilité que le point M se trouve sur le

. , T
quart de disque est donnée par — soit l'aire de
cette surface. 4

3. On compléte la fonction monteCarlo :

from math import*
import random
def monteCarlol (n) :
c=0
for k in range (n):
X =random. random ()
y =random.random ()
iIf X**2+y**2<=1:
C=C+1
return C/n
print(monteCarlol1(10000))

4. La fonction ainsi programmée simule une
détermination de fréquence d'appartenance au
quart de disque. Lorsque n augmente, cette fré-
quence tend vers la fréquence théorique soit la
probabilité que le point se trouve sur la surface
donnée ; de par la loi des grands nombres. Cette
probabilité est égale au quotient de laire de la
surface par laire du carré, soit donc égale a l'aire
de la surface.
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B. Généralités et application a d’autres calculs

d’aire

1. La fonction continue est supposée positive,
1

ainsi, son aire est donnée par jf[t]dt. Cette valeur
0

est égale a la probabilité qu'un point M du carré

de coté 1 se trouve sur la surface correspondante.

2. On décrit alors la surface concernée par l'en-
semble: {(x;y) €[0;112;y =< fIx)}.

3. On programme enfin une fonction Python afin
d’obtenir monteCarlo2 et monteCarlo3:

def monteCarlo (n,f) :
Cc=0
for k in range (n):
x =random.random ()
y =random.random ()
if y<=f(x):
C=C+1
return C/n
def carre (X) :
return y
def gauss (X) :
y=1/sqrt(2*pi)*exp(-x**2/2)
return y
print (monteCarlo(10000,carre))
print (monteCarlo(10000,gauss))

TP 3. Quadrature de la parabole
par la méthode d’Archiméde

e Durée estimée : 55 min

¢ Objectif : La résolution de la quadrature de la
parabole par Archimede marque un point culmi-
nant dans l'étude des mesures d’aire durant l'Anti-
quité. En faisant intervenir une suite géométrique,
Archimede parvient a rendre possible un calcul
d’aire en utilisant comme acquis des résultats de
limites d’encadrement.

A. Construction du triangle de base [AB] d’aire
maximale

1. Construction sur Geogebra.

2. GeoGebra affiche la valeur de 15,625 pour laire
du triangle ABC.

4. Laire o se calcule par une intégrale.
Une équation réduite de la droite (AB) est donnée
pary=X+8.

A= jx+8 x+2]2dx-125

-4

4
On remarque que gao =d.

B. Démonstration de l'égalité o = g Aire (ABC)

1. a) Les deux triangles ACD et CBE ont la méme
aire, égale a 1,95.

1

b) a, =Zao.

c) Les quatre triangles ont une aire égale a 0,24
d’'apres GeoGebra.

Onall =4
a,
d) Si Uon utilise les résultats donnés et que lon

exagere une conjecture, on peut considérer que la
suite est géométrique.

e) La somme des termes correspond a la somme
des aires de tous les triangles construits. On peut
conjecturer que pour tout entier naturel n :

n
Zan =d
k=0

n
limYa =+
n—)+xz n

k=0

2. a) Si lon admet les résultats donnés, on peut

. 1 a .
considérerq = Z eta, = z pour tout entier naturel n.

b) C'est le résultat de somme des termes d'une
suite géométrique :

1_1

za _ ao 4n+1

1__
4

c) La raison vérifiant 0 < g < 1, on obtient :

n

) 4
A 2% =50

Le TP admet ici que lim Za =

n—+o

Rappelons que sans cette donnee il n'est pas pos-
sible de conclure.

TP 4. Calculer une surface

¢ Durée estimée : 55 min

¢ Objectif : Manipuler linterpolation polynomiale
avec GeoGebra.
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A. 1¢ approximation: la courbe est une parabole

1. Si lon suppose que flx] = b - ax?, alors, des
conditions f(0) = 20 et f(20) = 0, on tire b = 20 et
1

a=—
20.
2. Finalement, on obtient :

20 20
jf[t]dt= 20x—ix3 _ 1600 soit une aire de
60 0 3

-20

facade d’environ 533 m2.

B. 2¢ approximation : la courbe est une fonction
du type flx) = (ax + b)e*

1. On trouve, en réalisant Uinterpolation polyno-
miale avec GeoGebra,a=-2etb=1.
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2. La fonction fest produit de fonctions polynomiale
et exponentielle, toutes deux dérivables sur R.
fest donc dérivable avec f/(x] = (2ax + a + 2b)e?.

Si flx) = (ax + ble¥, les conditions nous donnent
f’(0)=0etflO) =1.

On retrouve alorsa=-2etb=1.
Finalement f(x) = (-2x + 1)e?

3. Il s'agit de calculer lintégrale suivante, au
moyen d’une integration par parties. On vérifie les
hypotheses de dérivées continues.

0,4

[ fleidt = 0,6e0¢ - 2,2e72¢

-12

Soit une aire environ égale a 454 m2.



(o1 1NN Vecteurs, droites
et plans de I'espace

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Manuel p. 276-305

Nous allons formaliser les notions élémentaires dans lespace a partir des positions relatives entre
droites et plans, puis nous formaliserons l'utilisation des vecteurs pour définir des notions importantes

de combinaison linéaire ou de colinéarité.

Objectifs

- Représenter des combinaisons linéaires et caractériser des plans dans l'espace. Décrire la
position relative de deux droites, d'une droite et d’un plan, de deux plans.

=> Construire la section d'un solide par un plan dans l'espace.

= Exprimer un vecteur comme une combinaison linéaire de vecteurs.

= Décomposer un vecteur dans une base par lecture graphique et déterminer une base ou un

repéere du plan ou de l'espace par le calcul.

- Déterminer une représentation paramétrique d’une droite.

Il. Corrigés

Pour prendre un bon départ p. 277

1. Calculer des coordonnées de vecteurs

a) E[‘ﬂ b]Eé(_l‘J
1 4

) -2cA| 2 d) BA +3AC | &
6 ~10

2. Construire des points et déterminer
leurs coordonnées

a) Pour les coordonnées de F on doit résoudre le
Xe +2=-2x1+3%3

Ve = 1=-2%x1+3x (-3

d’ol F(5; -10).

b) Pour les coordonnées de G on doit résoudre le
0-%,=-2-2x(-3)

-3-Y,=4-2x%3

d'ou G(-4 ; -1).

c) Pour les coordonnées de H on doit résoudre le
Xy = 1=5x(-1+2x(-3]

Yy +2=5x(-1+2x3

d'ou H(-10; -1).

systeme :

systeme :

systeme :

3. Déterminer si des vecteurs dans le plan
sont colinéaires

4. Résoudre des systémes

e
55 "M 1

c) 2 ; R d) Pas de solution.
43 43

5. Utiliser la relation de Chasles
1.AD=AC+CD=2AB - 2AC

2. AE=AC+CE=—EAB+EAC

3. Non car les vecteurs ne sont pas colinéaires.

6. Déterminer 'équation d’'une droite
al2x-y+4=0

b)-2x+5y-4=0

c)-3x+y+4=0

dl2x+y+5=0
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Activités p. 278

1 Découvrir les vecteurs dans l'espace

e Durée estimée : 15 min

¢ Objectif : Construire des vecteurs dans l'espace
a laide de GeoGebra.

1. 2. 3. 4. Constructions et coordonnées dans la
fenétre d’algebre.

5.0 +2V =2BC

2 Utiliser des combinaisons
linéaires de vecteurs

e Durée estimée : 15 min

o Objectif : Découvrir les combinaisons linéaires
de vecteurs.

1.AM=AB+BM= AB+ZBG_ZBC

1

—AB+2AH——AD

1— —

= AB +—(AD + AE) - —AD
2 4

'I—)
1= 12
—AB+—AD+ AE
4 2

—_— — — —

2.AN=AD+DN= AD+;DC+2DH

=AD+%AB+2AE
’I—'

3. AAM AN—%AB

4. C’est bien une combinaison linéaire et le point A
appartient au plan (BMN).

3 Découvrir les plans de U'espace

e Durée estimée : 10 min

¢ Objectif : Découvrir les plans de l'espace.

_— — — — 1

1.2.BM=BA + AM = BA+3AE

1—»

—BA+—BF
3
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_— — — —

3.BN=BC+CN= BC+3CG

_— — — — — —

4.5.BM+BN=AM=BA +BC +BF
=BH
6. La section est le parallélogramme BMHN.

4 Utiliser des coordonnées dans l'espace

e Durée estimée : 10 min

¢ Objectif : Découvrir les coordonnées de points
dans l'espace.

1. A(0;0) B(1;0) C(1;1) D(0 ;1) P[4 ;0) M(0 ;3) N(4 ;3)
2.AP =47, AM=3] et AN =47 +3].

3.a) AR=AN+NR =4 +3] +5k
bJE(0;0; 1) F(1;1;00G(1;1;1)HO;1;1)
Q0;3:;5)S(4;0;5)etT(0;0;5).

5 Découvrir les représentations
paramétriques de droites de U'espace
e Durée estimée : 10 min

e Objectif : Découvrir les représentations para-
métriques de droites dans l'espace.

A 1.M(2;-1;01,M,(1;2;2)
2.M,(0;5;4),M_(5;-10;-6)
() (-2} [
3.AB| 3 |,AC| 6 |,CD[-15|d"ou
2 4 -10

CD = -5AB et AC = 2AB

donc les points sont alignés.

1 —_—
-3|=-AB
-2

—

4.ParexempleM , (3;-4;-2)vérifieAM_,
donc il est aussi aligné.

-t
B.1.AM,| 3t |- tAB
2t
2. Les points sont sur la droite (AB).
3. a) Le segment [AB].
b) La demi-droite [AB).
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c) Le segment [BB’] ou B est le symétrique de B
par rapport a A.

A vous de jouer p. 281
1. A
P

B C

2. H
G
e M 7
A c
B

3. 1. Le plan (SAC]) est caractérisé par les vecteurs
SA et SC.

2.50= %[SA +SCJ) donc O appartient au plan (SAC)

par conséquent | aussi.

4.1.(8;BE,BG)

2.BP=1BE
2

5. a) (AB] et (FH] sont non coplanaires.
b) (AF) et (CH) sont non coplanaires.
c) (CFH] et (AB) sont sécants.

6. a) (AB) et (CD) sont non coplanaires.
b) (AC] et (BCD) sont sécants.
c) (AC] et (BD) sont non coplanaires.

7.a) (SB]) b) (SO) c) Vide
d) Une droite paralléle a (AB) passant par S.

8.1. (MNJ] et la droite paralléle a (MN] passant par S.
2,

_— —— —— —

9.MN=MA + AB + BN
=-2BC+ AB-3BA =6AB - 2AC

10.MN=MB +BF +FN

1— —

=—AB+AE+-AD
2 2

1—»

11.1J=1B+BA+AJ
1— — —

=§CB+BA+AJ

1— —

=—CB+BA+-AD
2 2

fl—»
1—»

1—»

=——AB-—AC+—AD
2 2 2

rl—»

—_— — —

12.DF =DA +DC+DH=-AD + AB + AE

12 1= 12

13.0C =~ AB+~AD + -AE
2 0TS

14. ABGH est un rectangle donc les points sont
coplanaires mais le point E n'est pas dans le
méme plan donc le triplet est bien une base.

_— —

15. Non ce n’est pas une base car DC = AB.
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Xx=2+3t
16. (DK) yy=3+3t
z=t
Xx=-3+2t
17.(CG)yy=4-5t
z=-2+4¢
X=-2+t
18. (NY)ix=-2+t
7=-4t
X=2+t
19.d4y=9-2¢
7=-t

—_— — — —

20. 1.a]MN=MA+AE+EN=%DB+DH
b) Le vecteur MN est combinaison linéaire de deux
vecteurs du plan (DBH) donc il lui est paralleéle.

1

- 41 (1) (o
2.a)MN| -— |, DB| -1|etDH| 0.
4 0 1

1
b]MN=%DB+DH

c) (MN] paralléle & (BDH).

21.3]8[1;U;0],{0;1;1]etK[l;l;l]d'OU:
2 2 2 4 4

— 1=

BK = —BI.
2
x=1-k
1
b) Y = 5K

z=lk
2
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22.

—_ —  — 1—

1.a]I.J=IB+BF+FJ=%AB+AE+EBC=EAC+AE

1— —

b) (1J) est paralléle a (ACE).

1
~? (1) (o
2.all)| J|. AC| 1 et AE| 0|
o] o 1

—

b) DonclJ = %AC + AE.

-2 -4
23.1. Leursvecteurs directeurssont:| 1 |et|-2
3 1

qui ne sont pas colinéaires donc les droites ne
sont pas paralléles.

1-2k=2-4t
2. On a : {2+k=-2t avec les deux premiéres
3k=-1+t

. . . 5 3 .
équations on obtient k=—z et t=—§ mais ces

valeurs ne vérifient pas la troisieme équation donc
les droites ne sont pas coplanaires.

-1 2
24.1. Leurs vecteurs directeurs sont:| 1 |et|-2
-1 2

qui sont colinéaires donc les droites sont paral-
leles ou confondues.

2. pour par exemple k = 0 on obtient le point
(4 ; -3 ; 0) de la premiére droite qui n’appartient
pas a la deuxiéme droite donc elles sont stricte-
ment paralléles ;

-3 3
25. 1. Leurs vecteurs directeurs sont:| 1 |et|1
-2 2

qui ne sont pas colinéaires donc les droites ne
sont pas paralleles.

-2-3k=1+3t
k=-3+t

-1-2k=1+2t
équations on obtient k = 4 et t = 1 mais ces valeurs

2.0na: avec les deux derniéres
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ne vérifient pas la premiéere équation donc les
droites ne sont pas coplanaires.

Exercices

apprendre a démontrer p. 290

Pour sentrainer

Le plan (ABC) peut étre défini par le point A et les
vecteurs directeurs AB et AC.

Si le point M appartient au plan (ABC) donc il a des
coordonnées (a ; b) dans le repéere (A; ﬁ , E] ce
qui donne : m = aﬁ + bA_C'.

Réciproquement si m = aﬁ + b?é alors les points

A, B, C et M sont coplanaires et donc M appartient
au plan (ABC).

Exercices

calculs et automatismes p. 291

26. Positions relatives de droites et de plans
1.¢
2.a)
3.4
4. b)

27. Utiliser les bons symboles
1. Faux

2. Faux

3. Vrai

4. Faux

5. Vrai

6. Vrai

28. Lecture d’'un schéma
1. b)
2. b)
3.a)

29. Représentations paramétriques de droites (1)
b) ou d)

30. Représentations paramétriques de droites (2)
1. Faux

2. Vrai

3. Faux

4. Vrai

31. Colinéarité ou non ?
1. Non
2. Oui
3. Oui
4. Non

32. Propriété et réciproque
1. Faux
2. Vrai

33. Vecteur directeur d’une droite
b) ou d)

Exercices d'application p. 292-294

Représenter des combinaisons linéaires de vecteurs
34.

35.
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Caractériser des plans dans Uespace
38. 1. Le plan (CMN] est défini par le point C et les
vecteurs CM et CN.

—_—

2. Le vecteur CA n’est pas combinaison linéaire

des vecteurs CM et CN donc le point A n"appartient
pas au plan (CMN).

39. 1. Le plan [CEM] est défini par le point M et les
vecteurs MC et ME.

2. 0On a : MN=MC + ME donc le point N appartient
au plan (CEM).

40. 1. Les points B, R et G définissent un plan car
ils ne sont pas alignés.

2. Le plan (BRG] est défini par le point B et les
vecteurs BR et BG.

3.Soitllemilieude[AE],ona:Bl =

1—»

BR +RI= BR—EBG

donc il appartient au plan (BRG).

Décrire des positions relatives dans Uespace sans
coordonnées

41. a) non coplanaires
b) non coplanaires
c) non coplanaires
d) non coplanaires
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42. a) paralléles
b) sécants

c) sécants

d) paralléles

43. a) sécants
b) paralléles
c) sécants

d) sécants

Construire des sections dans Uespace
44,

45.

Décomposer des vecteurs

46.1.CM=CA+AM=—AC+%AB et

CN=CA+AB+BN= 2AC AB

2. 0On en déduit que : CN = —2CM donc que les points
sont alignés.

47.1.8l= 1[BA +BC) et

_— —— — —

MN=MA + AB+BN = ZBA+ZBC

2. On en déduit que :MN = ABI donc que les droites
sont paralleles.
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48. Les points sont alignés si AD = —%AE donc si
k=-2.
4

49.a)BH=-AB+AD + AE

b]BP=—%AB+AD+AE

C]BQ——AB+;AD+AE

1— —

d) GJ = —EAD AE

e)CE=-AB-AD+AE

f]AM=AB+%AD+AE

50. 1. MCEF et ADEN sont des parallélogrammes.
2.DN—2DF=DA+AN—2X%[DA+DC]

=DE-DC=CE
3. Les vecteurs sont donc combinaison linéaire
donc ils ne forment pas une base.

—_ —  —

51.1.1J=IB+BF +FJ

1— —

—EB+BF+1FGd0u
2 2

—_— ——

IJ EB+ZBF+FG EF +BG.

2. Les sont donc combinaison linéaire donc ils ne
forment pas une base.

52. 1. Les deux premiéres viennent d'une défini-
tion du milieu etla troisiéme du parallélogramme.

—_ —  — —

2.2JI IC+|E+BJ DB - 2D|+BJ DJ - 2DI

— —

que lon peut transformer en DJ = 4lJ et donc la
droite (1J) passe par D.

Déterminer des vecteurs formant une base

53.1.EG = AC et les points A, B, C et D sont dans
le méme plan donc les vecteurs ne forment pas
une base.

2.BG = AH et la droite (FH) n’est pas incluse dans
le plan (AEH).

54. 1.MN=1CD+DH+%HE

_'cD+8P+'DA=2BP-1AC ils
2 2 2

1—»

sont donc

combinaison linéaire et ne forment pas une base.

2. es points B, E et G forment un plan et les points N,
P et C un autre plan sécant au précédent.

55. On suppose qu'il existe a et b tels que :

1=2a-b
U =av +bw ce qui donne le systéme : {-1=-3a + 2b
2=a+b

qui n"a pas de solution donc les vecteurs forment
une base.

56. On suppose qu'il existe a et b tels que :
-1=2a+b
-1=3a+2b
3=-2a+b

quia pour solutiona =-1et b=1donc les vecteurs
sont combinaison linéaire et ne forment pas une
base.

U = av + bw ce qui donne le systéme :

57.1.20-v+w=0
2. Donc les vecteurs sont combinaison linéaire et
ne forment pas une base.

58.1.2u0 =v

3=a+2b
-1=-a
O=a+b

3. Donc les vecteurs forment une base.

2.0n ale systeme : qui n'a pas de solution.

Repérage dans l'espace

1

|1 |2
59.a) AF|0 b) AQ| 1
1 1

1 1
I MP| -1 d) CN| ——
1 2

- 1

2
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1 1
_|2 |
e) EM| 1 fINQ| -
_‘| 2

0

-5 -13
60.a)u| 7 b)V| 4
-5 4

-3 3
cw| 4 dit| 7
2 -12

61. On suppose qu'il existe a et b tels que :

& = aa& + b& ce qui donne le systeme :
7=2a+b
-12=-4b quia pour solutiona=2eth=3donc
22=-a+8b

les vecteurs sont combinaison linéaire et ne for-
ment pas une base.

2 -3 7
62.AB|0|AC|-2|etAD|2|dou:AD=2AB-AC
1 2 0

donc les vecteurs sont combinaison linéaire et ne
forment pas une base.

63. On suppose qu'il existe a et b tels que :

-2=-a+b
U =av +bw ce qui donne le systétme : y-1=a-2b
1=2a-b

qui n'a pas de solution donc les vecteurs forment
une base.

64. On suppose qu'il existe a et b tels que :

-2=a+4b
U =av +bwcequidonne le systétme:<3=—_3-2p
-1=-2a-18b
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. : 1
qui a pour solutiona=-4etb= 2 donc les vecteurs

sont combinaison linéaire et ne forment pas une
base.

Déterminer des positions relatives dans l'espace
avec des coordonnées

8 -2
65. AB| 1| et CD| 2 | ne sont pas colinéaires donc
0 -3

les droites ne sont pas paralléles. Par ailleurs

—_—

AB =2CD + 3AC donc les points sont coplanaires et
donc les droites sont sécantes.

3 2
66. 1.@ 1] et E 1 | ne sont pas colinéaires
-2 -4
donc (ABC) est un plan.
(-3
2.DE| 2 | donc il faut résoudre le systéeme :
0
-3=3a+2b
2=a+b qui n'a pas de solution donc les vec-
0=-2a-4b

teurs forment une base.

3. Par conséquent la droite (DE) coupe le plan
(ABC).

67.1.AD = 2BC

—

2.72AB +2CD = AD donc les points sont coplanaires.
3. On en déduit que les droites sont sécantes.

-2 1
68. D'une part AB|-2| et AC|-3| et d’autre part
5 4

4 3

DE|-2| et DF| -1| ne sont pas colinéaires deux a
0 -2

deux donc les plans sont sécants.

69.1.5=0
2. Donc les plans sont paralléles.
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70. Ils sont paralléles car le vecteur OA n’est pas

—_—

combinaison linéaire des vecteursj et j.

Déterminer des représentations paramétriques

de droites
x=1-k

71.1.0na:yy=-2+k
z=-1+2k

2. Pour k=1 on obtient B.
3. Non pas de k possible.

72.a) (0;-1;-3)etu

-1

b) (-2;0;-4)etd|-3]|.

c)(3:1;0)etd] 1

dl(0;1;2)etd] 0 |

Xx=1-k
73.a){y=-k
2=-2+3k

X=-2+k
clyy=1-2k
z=1-2k

74. a) Non.
c) Oui pour k = -1.

x =1+ 3k
75.1.4y=2-2
7=-3+4k

2.a) AC=2AB

-2

-4

b)jy=1-k

dyy=k
z

b) Oui pour k= 1.
d) Oui pour k = -2,

b) Pour k = 2.

Xx=5+3k
3.9y=-2-2k
z=5+4k

X=-4+3k
76.9y=1+k
z=2+3k
a) k réel
b)ke[0; 1]
c)ke[0; +oof
X=k
77. Axe des abscisses |y—0, axe des ordonnées
0

=

x=0 X
y =k et axe des cotes |y =
z=0 7

X< o o

x=k
78.a) (CE)\y =k
z=1-k
x=1-k
b) (FH)y =k
z=1

x=1
c) (BG)yy=k
z=k

Exercices d'entrainement p. 295-297

Des vecteurs dans tous les sens

79. Comme FH=BD et que les points A, B, D, E et
H ne sont pas coplanaires alors les vecteurs for-
ment une base.

80. 1.AP=AC+§AE
— — 3

2. AQ=AE+EAC

3. A PetQsontalignés.
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—_— —

4. Ils ne forment pas une base car PC et FB sont
colinéaires.

5. Comme EH=BC et que les points A, B, C et Q ne
sont coplanaires alors les vecteurs forment une
base.

-2 -2
81. E 11, E 3| et E -71, on cherche s'il
1 0 2
- -
existe les réels a et b tels que : AB=aAC + bAD
1=-2a-2b

ce qui donne le systéeme : J/1=3a-7b qui a pour
1

——=2b
2

) 1 1
solution b = _Z eta= _Z donc ces vecteurs ne for-

ment pas une base.

82.1. Ce sont des parallélogrammes.

2.DF -2DJ=DA +DE- (DA +DC)=CE=1J

3. On en déduit que les vecteurs sont combinaison
linéaire.

4. Les points sont coplanaires.

0oy [
2l =2 2
‘ 1

83.1.HI| 0 |, AK etHJ
1

-1 -1
1

2. Il faut résoudre le systeme :

n'a pas de solution.
3. Ces vecteurs forment une base.

84.A.1.IL =KJ donc IKJL est un parallélogramme.

—

2. Et:IK+IL=1J.
B.1.|U;0;1,J1;1;1,K1;1;1 etLl;O;O.
2 2 2 2 2 2
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1
1 2 1

~ 1l =l 1] — 2
2. =|,IK|=|etIL| O |.
2 2 :

0 1 —

5 2

30K +IL=1J

85.A.1.-AB+AD- AC=-2Al+2AJ=2J
2. AB - 2AD + AC = 2Al - 2AD = 2DI1 = 3DG

1=——a+1b

3

3.0ncherche arésoudre le systeme : 1=——a+1b
2 3

1=1a—zb

2 3

qui a pour solution

a=b=-6etdonci=-6lJ-6DG.

3.1..(1;1;0],{0;0;1] ete(l;l;lj_
2 2 2 333

A 1

2 3

N Bt B e I
2. 1],1J - | etDG| = |
2 3

1 2

2 3

3. Bt = —6lJ - 6DG.

86. 1. PQRS parallélogramme donc PQ=SR et

alors PQ +PS =PR.

2. On introduit le point A a l'aide de la relation de
Chasles dans tous les vecteurs de la somme ce
qui donne :

—_ — — —— — —

87.1.FB=FC+FD
2. G est le centre de gravité de ACD donc :
GA+GC+GD=0« GA+2GF +FB=0

& GF+GA+GB =0« GF +2GE=0
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3. On en déduit lalignement des points et on a :

—

EG=1EF.
3

D’autres représentations d’une droite

88. a) Ces deux droites ont le méme vecteur
directeur donc elles sont paralléles. Par ailleurs
elles sont confondues car pour k = 0 on obtient le
méme point que pour k” = -2.

b) Leurs vecteurs directeurs sont colinéaires et le
point k =0 pour d correspond au point k"= 2 pour d’.

89. Le systéme peut s'écrire :

x+y=1-k x=1-k
-X+y=-1+k<qy=0 qui est bien une repré-
z=k z=kK

sentation paramétrique d’une droite.

Des intersections de droites

90. Leurs vecteurs directeurs ne sont pas coli-
néaires donc les droites sont sécantes en un
point pour t =0 ou k = 3 soit (-5; 15;13).

91. 1. Leurs vecteurs directeurs ne sont pas coli-
néaires donc les droites ne sont pas paralleles.

2. A1 :0; -1) et B(-1 =1 ;0].
3.C(3:2:0)etDl4;1;2).

-2) (2} (3

—

4.AB| -1|,AC|2|etAD|1 |eton cherche arésoudre

1 1 3
-2=2a+3b
le systeme : {-1=23+ph qui n'a pas de solution
1=a+3b

donc ils forment une base.

5. On en déduit que les points A, B, C et D ne sont pas
coplanaires donc les droites ne sont pas sécantes et
coplanaires.

x=1+3k
92.1-[FG] y=—1+6k

z=2-5k
2. Leurs vecteurs directeurs ne sont pas colinéaires.

-4+t=1+3k
3. Le systeme : 1-11+2t =-1+ 6k a pour solution
-1-t=2-5k

t=17 et k = 4 ce qui donne le point H(13 ; 23 ; -18).

x=1+k
93.1.0na:yy=2-2k
2=3-k
X =2t
2.0na:\y=1+2¢
7=2+2t

3. Il appartient a d pour k = 5 mais n’appartient
pasad’.
4. Les deux droites se coupent au point A car pour

t=% il appartienta d’.

94. 1. Elles sont concourantes au point (0 ; 3 ; 1).
2. Leurs vecteurs directeurs forment-ils une base ?

-1=3a+4b
Le systéme : {1=_33 + 4p N'a pas de solution donc
2=-4a

oui et par conséquent les droites ne sont pas copla-
naires.

95. 1. On cherche a résoudre le systéme :
2+k=3+3k,
1-k,=3+2k, qui na pas de solution donc les
5+2k =1-k,
droites ne sont pas coplanaires.
X=3+t
2. 3. Parexemple:yy=3-t
z=1+2t

96. Les vecteurs directeurs ne sont pas coli-
néaires et le systeme suivant n'a pas de solution :
-2+k=Kk

T+ k=-2k"

4+3k=8+3k
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X=1-4t

97.(GK) yy=2+2t leurs vecteurs directeurs sont
Z=-4+5t

égaux et pour t = 0 on obtient le méme point que

pour k = -2 donc elles sont confondues.

x=1-k
98.1.(GN) JY="1-kK

z=1—1k
2

2. Les points du plan (ABC) vérifient z = 0 donc le
point d’intersection est (-1; -1 0).

99.1.(61) {y =+ 1k

z=—lk
3
2. J(1;0;1) appartient a (Gl) pour k = -3.

3. Non.

100.1.|[0;0;1],J[0;1;0}}([1;1;0]'@[0;1;1}
2 2 2 4 3'3

etH[E;O;O .
3
1
2| (o 2
Pl I O — 3
2.a) IK| — |, IG| — | et IH| O | doivent vérifier le
4 3 1
L B -
2 6
1.2,
2 3
systeme : l:la qui a pour solution :
4 3
L PO
2 6 2
a=b=§.
4

b) On en déduit que les points sont coplanaires.

X=1k 2 1
2 x=2-—t
1 3 6
3.a)(IG)sy=—k  et(HK) 1
4 y=—t
1 4
z=—-—k z=0
2 2

b) Elles sont sécantes.
c) Elles se coupent au point K.

101.1.a) K= —3AC+%AE et JG=-2AC + AE.
b) D'ol : 2JK = 3JG.

2.a)J(3:;3:0) etK[O;O:g]
Xx=3-3k
b) (JK) ¥ =37 3K
z=§k
2

c) Pourk=§onaG[1 2141,

— 3—.

102. 2. a)MP =MA + AP =3AB + 3AC - EAD

b) NP =NA + AP =2AB + 2AC - AD
c) D'ol : 2MP = 3NP.

2.a)M(-1;0; U],N(U;'I;—%Jet P[2;3;—2J.

X=-1+k
b) (MN) ¥ =K
z=—1k
2
¢) Pour k = 3.

103. Une représentation paramétrique serait :
X=X, +0a+PBp

y=Y,+ab+fq
Z=27,+0C+Pr

104. 1. Des formes géométriques de l'espace.
2. Travail de l'éleve.
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Exercices bilan p. 298

105. Une position

-1

. 2
1.BH| 1 |etlJ| 1| non colinéaires.
1)
2
2. a) Car les points sont coplanaires.
1
X¢ = 1= —Ea
b) On obtient le systeme : <y, =p d'ou les
1
Z,-1=-a- Eb
coordonnées de K.
x=1-k 2 (522
c) (BHl{y=k douk==etK|=;=;=].
7 777
z=k
3. a) Les points sont coplanaires et les vecteurs non
1- Zk = 1 + 11‘
7 2 2
colinéaires. Leurintersection vérifie : %k =t
1- Ek =—t
7

qui donne les solutionst=1d'oUL zll .
o 1- 3 336

b) EtLI=-—IJ.
3

106. Distance minimale
1.AM=tE=—AB d'ouMIlt;-1;5) et
AB 2

— t—

oN=t2 - LoD droun 11; 214 3t .
CD 5 5 5

2.a)CD = 4] + 3k donc (CD) est incluse dans le plan.

b) Ona:CE=- +4k.

c) E appartient a (AB) pour t=11.

d) Non sécantes.

3.a) MN?2= (11 -t)2+ (0,8t + 1)2 + (0,6t - 4)2
= 2t2 - 25,2t + 138

b) Ce polynéme du second degré est minimal pour

t=&=6,35.
A

107. Dans le cube
1. Car les points sont coplanaires.
X;=1=-b
2.0nalesysteme:1y, =a
Z,=a+b
X=K
3. [CE){y=1-k
7=k

4. Alors Z se trouve poura=b=5 ce qui donne Z
J2.1.2)
333

108. Droites concourantes
1.M(1;1;0),N(1;0;1)etP(0;1;1).

X =k, X =k, X =1-k,
2.(DM) iy =k, ,[CNJqy=1-k, et (BP)qy=k,
z=1-k, z=k, z=k,

3. On résout une intersection et on vérifie avec

. . 1
lautre droite, alors on obtient : k; =k, =k, = — et

o[1.2.1)
2 22

109. Une section

1. 2. Les droites sont coplanaires et non paralléles
donc sécantes.

8
K
M
O
ARN
\
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Préparer le bac

Je me teste p. 300
110.AetD 111. A
112.BetC 113.AetB
114.D 115. A
116.B
Préparer le bac
Je révise p. 301

117. Inclusion

1. Pour k=0.

2. Pour k=1.
0=b

3.0n a le systeme : y1=-a-bp quidonne a=-1
1= -a+2b

etb=0.
4. Les points A, B, C et D sont coplanaires et donc
d est incluse dans (ABC).

118. Alignement

1.1 0;0;1 etJ l;‘I;l .
2 2 2

4, Pourk = % le point K appartient a la droite (1J).

119. Encore une intersection

2
x=0 X=1—§k
1.(AD)yy =k et (MN) 1 1
_ y=o+ok
z=0 2 2

z=0
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5. La droite est incluse dans les deux plans.
x=0

6. KU {y=2.1¢
L4

Z=5

120. Parallélisme
—_ — —_ — 2—» —_

1.EG=AB + AD, EQ—EAD AEetPF—%AB+AE

2.EQ= EEG - PF combinaison linéaire donc ils ne
forment pas une base.
3. Donc (PF) est paralléle au plan (EGQ).

121. Vrai-faux
1. Faux

2. Faux

3. Faux

4. Vrai

Exercices vers le supérieur p. 302

122. Lieu
1.L 3—§k+1k’;4—4k—k’;6—1k—1k’
2 2 2 2

—§k+1k’
| 2 2

2.KL| -4k -k |=ki+kVv

P
2 2

3. Le point L varie sur le plan défini par le point K
et les vecteurs d et v.
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123. Trafic aérien

1. On cherche a résoudre le systéme :
3+k=05+2k"
9+3k=4+kK
2=4-k
droites ne sont pas coplanaires.

qui n‘a pas de solution donc les

2.a) b) Car les droites ne sont pas paralléles entre
elles.

3. Les deux plans se coupent selon une droite qui
passe par S et qui coupe chacune des deux droites
dans chacun des deux plans car sinon les trois
droites seraient paralléles entre elles.

124. Position et section
1. Coplanaires dans le plan (SBD).

2. a]BF BS+SF——SB+%SD

1 —_—

b) BE = BS+1§5 BS+ 5B+ D)= 3

——SB

‘I——¢

—SD

cJDou: BE = %BF.
3. a) (BEC] et (ABC] se coupent selon (BC] et (BEC)
et (SCD) selon (CE].

b) D'aprés le théoréme du toit ils se coupent selon
une droite paralléle & (BC).

c

125. Parametre

1. AM, = AB + AC, AM,

B ——

= gAB et AM g, = 3AC.

2.a=§etb=—l.
2 2
3.DM,=DA + AM, = 1—[—%AB AC]

1+t

4.f(t) =

-2 ..
donc f est décroissante.
+t)?

5. M, appartient au plan (ABD).

126. Systeme particulier

X=—k

On obtient :

=

<
[
T ol oo

N
1}

127. Section
x=1-t
A.1.(1J) y=1+1t
3 3

z=t
2. 0K

3.0n a le systéeme : {1

quidonnek=t= % et qui doit vérifier la premiere

équation :1=§+1 a—g (:)a=1
2 4 A

2 4
4.L(1;1;U]
4

3 3
4 4
=2 I .
B.1.IL 5 et JK —5 opposé donc IKJL est un
0 0
parallélogramme.
2.3.4. “ -4

\
s
C:
.
\
.

128. Représentations paramétriques
1.A(1;1;1)
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2} (o) [~
2. AB|-8/, 1| -1|etu| 4
1) (-3 0

ne sont pas combinai-

2=-b
son linéaire car le systéme : -8 =-a+4b n’a pas
1=-3a
de solution, donc B n’appartient pas au plan.
3.alflt)=(1+8)2+(4+482+1=17t2+34t+18
b) Minimum pour t, = -1.
cM3;-7;1)
d) C'est le projeté orthogonal du point B sur la
droite d".

129. Aire maximale

1. Lintersection du plan et de la droite (AB] est la
paralléle a (BC) passant par M et lintersection du
plan et de la droite (CD) est la paralléle a (AD) pas-
sant par M.

2. Un rectangle.
3. Alx) = x[8 - x) = -x* + 8x

4. Cette aire est maximale pour x, = 4 c’est-a-dire
quand M est au milieu du segment et alors la
section est un carré.

130. Mouvement d’un point
X(t)=2
1. La vitesse est donnée par : yy’(t) = 1 qui est bien
Z(t)=3
constante.
X(t)=2-2t
y'lt)=0
Z(t)=0

2. La vitesse est donnée par : puis

x’(t)=-2
l'accélération par: »”[t)=0
z”[t)=0

Travaux pratiques p. 304-305

TP 1. Barycentre
d’un systéeme de points pondérés

* Durée estimée : 30 min
¢ Objectif : Découvrir la notion de barycentre.
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A. Avec deux points

m —
B _AB
m, + mg

1.AG =

2.1ci: AG = gAB.
4
3.Sia et b sont de méme signe alors G est entre A

et B et sinon il est a Uextérieur du segment [AB].
4. Dans ce cas G n’existe pas.

B. Avec plusieurs points
1. 3GA + bGB + cGC =0
& (a+b)GH+aHA + bBHB+cGC =0

& (a+b)GH+cGC=0
2. On construit H barycentre de (A, 1) (B, 2) qui

vérifie donc : AH=§AB , puis ensuite G est le
milieu du segment [HC] car les coefficients de H

et de C sont égaux.
3. De méme on construit le barycentre H de

(A, -1) (B, 3) qui vérifie AH = gAB et le barycentre
Kde(C,2) (D, 1) quivérifieCK = %CD et enfin G est

le barycentre de (H, 2] (K, 3) et vérifie HG = gHK.

C. Terre-Lune
1.2. Le barycentre vérifie : AG = — Tt AB = —AB
m, +m; 82

ce qui donne AG = 4 688 km donc a lintérieur de
la Terre.

TP 2. Utilisations du barycentre

d’un systéme de points pondérés

e Durée estimée : 20 min

¢ Objectif : Exploiter une application du TP 1.

1. Le barycentre H de (A, 1) (B, 1) est le milieu
du segment [AB] et G est alors le barycentre de

e

(H, 2] (C, 1) et vérifie alors : CG = %CH c’est donc

le centre de gravité du triangle BCD.

—_— —— — —

2.a) On a: CE=BD=BE +ED et donc E est bary-
centrede (B, 1) (C,-1) (D, -1).
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b) G est barycentre de (A, 1) (C, 1) (D, 1) donc G
est barycentre de (A, 1) (B, 1) (E, 1) et donc de
(1,2 (E, 1).

c)Ona :IG=1IE.
3

3. a) A est barycentrede (C, 1) (J, 1), Bde (A, 1)
(K,1)etCdel(B,1)I(,1).

b) Le centre gravité de IJK est isobarycentre de
(I,1 00,1 (K, 1) doncdel(C,2)(B,-1](A, 2)
(C,-1)(B,2) (A, -1] c'est-a-dire de (A, 1) (B, 1)
(C, 1) donc c’est aussi le centre de gravité de ABC.

4. On regroupe les points deux a deux pour les
bimédianes et par trois pour les médianes.

TP 3. Fonction vectorielle de Leibniz

¢ Durée estimée : 20 min
o Objectif : Etudier une fonction particuliére.

A. Cas ol 2";10(,. =0eto, =0
1.fM=Y" o,MG, +GA)=0+>" 0,GA,

2.D0U: f(M)= o, GA,-

B. Cas ou z;(xi =0
1.7 = 3 (MG +6A) =(3 ouMg]

2. a) 2MA + MB + MC = 4MG

b) Cela revient a : 4MG = 8\/; soitencore :MG = 2\/;
et donc M appartient au cercle de centre G et de
rayon 2\/;.

c) On construit G a laide du milieu H de [BC] et
alors G est milieu de [AH].

On a de plus : AH = 4y/3 et donc AG = GH = 24/3.
Puis Pythagore dans BGH nous donne :

BG=+16+12 =27,

A\_/ B

d) Lensemble cherché est entre les deux cercles.
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(o3 V1N (0] Produit scalaire et plans de l'espace

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Manuel p. 306-333

Nous verrons tout d’abord l'utilisation du produit scalaire dans U'espace. Nous verrons ensuite lintro-
duction de l'équation cartésienne d'un plan afin de manipuler les intersections dans 'espace, les proje-

tés orthogonaux et les distances.

Objectifs

=> Calculer un produit sclaaire et l'utiliser pour calculer un angle ou une longueur.
= Déterminer une équation cartésienne d'un plan.
- Déterminer la distance entre un point et son projeté orthogonal sur un plan.

= Résoudre des probléemes de grandeurs et de mesures dans l'espace.

- Déterminer une intersection entre un plan et une droite quelconques.

Il. Corrigés

Pour prendre un bon départ p. 307

1. Calculer des produits scalaires
dans le plan

a) AB-OE=6x3=18

b) AC-DE = 6x 3 = 18

¢) CB-0D = 6v/3 x 3v2 x cos105°
d]&-&=[3+3ﬁ]X3

2. Déterminer un vecteur normal
a une droite

o) ol el el

3. Déterminer une équation cartésienne
d’'une doite

al -x-3y-+7=0

blx-y+1=0
c) -2x+3y - 13 =0
d)x+2y=0
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4. Déterminer

le projeté orthogonal sur une doite

a) La perpendiculaire passant par A a pour équa-
tion : 2x + y -5 = 0. Les coordonnées du projeté

vérifient le systéeme : 2x+y-5=0
-X+2y+2=0

. 12 1
le point | —;—|.

b) La perpendiculaire passant par A a pour équa-
tion :x - 3y - 5 = 0. Les coordonnées du projeté

ce qui donne

x-3y-5=0

ce qui donne le
3Xx+y+4=0

vérifient le systéme :{

point [—l;—ﬁj.
10 10
c) La perpendiculaire passant par A a pour équa-
tion :2x + 3y - 5 = 0. Les coordonnées du projeté
2x+3y+1=0

ce qui donne
-3x+2y+2=0

vérifient le systeme :{

. 4 7
le point | —;-—|.
[13 13]

d) La perpendiculaire passant par A a pour équa-
tion :2x + y - 5 = 0. Les coordonnées du projeté

vérifient le systeme : {x+2y—2=0 ce qui donne

2x-y-5=0
12 1
le point | —;-—|.
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Activités p. 308

1 Découvrir le produit scalaire
dans Uespace

e Durée estimée : 25 min

¢ Objectif : Découvrir le produit scalaire dans
lespace.

1. a) Ils sont sur une face du cube.
b) AD-AH = a2 par projection.
2.BD-BH =2a% AG-BF = 3% BE-PG = %az et

AB-CG=0.

3.a) AD-AC=a?% AD-CQ=BC-CQ = —%az et

b) AD-AQ=AD-AC+AD-CQ=AD-(AC+CQ)
4. a) AB-HE =0, AB-EF =a? BF-HE=0, BF-EF =0,
FG-HE =-a?, FG-EF =0 donc par somme le produit

scalaire est nul.

b) Donc AG-HF =0 on en déduit que (AG) et (HF)
sont orthogonales.

_— _— —— —

5.a) AG-BH=AG-(BG + GH) = AG-BG + AG-GH
=23? +(-a?) = &2

_— _—

b) Par ailleurs

—_—

AG-BH=AGxBHx cosa < a? =ay3 xay3 x cosa
d’ou coso = % et donc Uangle entre les diagonales

vaut environ 70,53°.

2 Imaginer

les équations de plans de U'espace

¢ Durée estimée : 10 min

¢ Objectif : Découvrir les équations de plans dans
lespace.

A. Des plans particuliers du cube

1. (ABC]) a pour équationz = 0.

2. (EFG) z = 1, (ABE) y = 0, (CDE) y = 1, (ADE) x = 0
et (BCG) x=1.

3.[BD]y=—x+1
4.F[1;U;1]etH[0;‘I;1].

B. Etude du plan (AFH)

—_— — —_— — — _— _—

1.CE-AF =CE-[DC+CG)=CE-DC+CE-CG=-1+1=0

—_— —_— —_—

CE-AH=CE-AE+CE-EH=1-1=0
2. (CE) est perpendiculaire au plan (AFH])

3. Par conséquent (CE] est orthogonale a toutes
les droites du plan (AFH).

4. CE-AM = -x -y +z et donc une équation du plan
est-x-y+z=0.

3 Observer
un projeté orthogonal dans l'espace
e Durée estimée : 20 min

e Objectif : Découvrir le projeté orthogonal dans
lespace.

2
1. Un vecteur normal est : ii| -1|.
3
X=-1+2k
2.dy=2-k
z=-3+3k

3. Systéme a 4 équations.

4. On obtient U'équation : 2(-1 + 2k) - (2 - k] +

3(-3 + 3k) -1 =0 qui donne k = Tet donc H(1; 1; 0).
5.H,M(2;0;-1)etN(0;2;1).

6. AM=17, AN=17 et AH =14,

7. C’est la plus petite.

4 Manipuler le tétraedre régulier

e Durée estimée : 15 min

¢ Objectif : Découvrir des propriétés du tétraedre
régulier.

1. A laide de la relation de Chasles on obtient :
HA + 3HG = 4HA + 3AG = 0.

2. AB-CD=AB-(CB+BD)=AB-CB+AB-BD
= a%cos - a%cos60 =0
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3. Elles sont orthogonales.

4. AG-BC=(AD+DG)-BC

=AD-BC+DG-BC=0+0=0
5. Elle est perpendiculaire au plan.

A vous de jouer p. 311

1.0V=-6+0-3=-9
2. AC-AF = av2 x av/2 x cos60 = 22

3. AB-AC =3v2 x AC x cos60

3 26

& -6=3Y2xACx — d'ou AC=——.
2 3

4.0v=-3+6+0=3

eth7=\/B><\/a><cosa

donc cosa = i dou:a=7531°.
2435

5. De la forme 2x - 3y - 4z + d = 0 et passe par C
donc:-4-3+12+d=0donc:2x-3y-4z-5=0.

6. De laforme -3y + 5z + d = 0 et passe par G donc:
-3+5+d=0donc:-3y+52-2=0.

7. La droite perpendiculaire passant par C a pour
x=1+2k
y=2-3k
z=-1+k

représentation :

Lintersection avec le plan donne : 2(1 + 2k) -3(2 -

3k} +(-1+kl-1=0dou: k=% et le projeté de C

est donc le point : H[E;E : ——J et la distance est :

7 7
i
i

N |~

CH

8. Le plan passant par B et perpendiculaire a la
droite a pour équation : 3x+y-2z+3=0.
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Lintersection de ce plan et de la droite vérifie :

3(2 + 3k) + (-1 + k) =2(-2k) + 3=0d'ou k=—§ et

on obtient le point H[;;—g;%} et la distance

oo

BH
7
_'U _'0 _'4
9.1.0na:J|0|,IK|4|etIL|O].
4 0 0
3
2.y =1y XKy 232
3 6 3
(-2} (-4 (-2
10.0na:AB|-2|, AC| 2 |etBC| 4 |alors:
5 4 -1

E~A7£= AB x AC x cosB/AE

& 24 =433 x 6 x cosBAC

S cosB/A\C = i et BAC = 45,87°.

J33
De méme : BA-BC =BA xBC x cosABC
& 9=1/33 x /21 x cos ABC

& cosABC = —>_ et ABC = 70,01°.
77

1 2
11.1.0na:n| 1 |etd|-1]quine sont pas ortho-
-2 1
gonaux donc la droite et le plan ne sont pas paral-
leles donc ils sont sécants.

2.0na:(2+2k)+(1-kl-2k=0dolk=3etle
point d’intersection est le point :(8; -2 ; 3).

-1 3
12.1.0na:n| 3 |etd| 2 | quine sont pas ortho-
-4 -1
gonaux donc la droite et le plan ne sont pas paral-
leles donc ils sont sécants.

2.0na:-(-1+3k)+3(1+2k)-4(3-kl+1=0dou
k = 1et le point d'intersection est le point:(2; 3; 2).
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13. BH-EG = BH-AC

_— _—

=BD-AC+DH-AC=0+AE-AC=0

N A R |2y |6
14. On a : DE|-1|, DF|-2| et MN| 2 |, MP| 1|.
0 -3 -3 0

Les vecteurs n'étant pas 2 a 2 colinéaires alors les
plans sont sécants.

Exercices apprendre a démontrer p. 316

Pour s’entrainer
Considérons les droites d et d’ de vecteurs direc-

—

teurs respectifs U et u’, et un point A de l'espace.

—

Si les deux droites sont orthogonales alors 4-u’ =0
mais la paralléle a d passant par A admet le vec-
teur & comme vecteur directeur et la paralléle a d’

passant par A admet le vecteur v’ comme vecteur
directeur.

—

Comme 4-u’ =0 et que les deux paralléles ont un
point commun alors elles sont perpendiculaires.

Réciproquement si deux droites sont perpendicu-
laires alors toute paralléle a lune est orthogonale
a toute paralléele a l'autre.

Exercices calculs et automatismes p. 317

15. Produit scalaire

a) b) b) a) c) b) d) a)
16. Equation de plan

a) b) b) b) c) b d) d)
17. Produits scalaires

a) Vrai b) Faux  c) Faux

d) Faux e) Vrai f) Faux

18. Orthogonale ou non
c)

19. Perpendiculaire ou non
a)

20. Orthogonaux ou non

a) Non b) Oui c) Non d) Non
21. Quelle méthode ?
al al b) ¢ c) b) d) b)

Exercices d'application p. 318

Calculer un produit scalaire

22.a)BD-HF =-a? b) AG-BD=0

) DG-AC = a2\3 d) AB-AN = a2

aZ

2 _—
a leG-AM=?

e)]BM-BH=—
2

23.a)ui-v=0-2+3=1

b) AB-AC=0-3+6=3
iV =0+2-6=-4

d) AB-CD =9 +5+ 6= 20

24.a)tlt+1)+2t+2=0dout=-1out=-2.
b)t2-1-2-1=0dolut=2out=-2.
c)2t(t+1)+2t+2=0dolt=-1.
d)-2+2t+0=0dout=00ut=2.

1 2
25. 1. AB| 7| et BD|-2| d'ot AB-BD=-24 donc
4 -3

elles ne sont pas perpendiculaires.

1
2.CD| 1 | d’ou AB-CD =0 donc elles sont ortho-
-2

gonales.

26. On calcule les trois normes et les trois pro-
duits scalaires.

27. Oui car on rentre les coordonnées des vec-
teurs.
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Utiliser un produit scalaire

28.u, etu,

29.u,

L
<l

—~ o~

cosuj=%etuj=§etcos&k=%etuAk=

—

et JI

_\Nl_‘

31.JD

1 V6

—= X

4 2

N | —
N%\

DJI=73,2°

32.1.AI=AJ=

2. Al-AJ= l[AB +AC]'1[AC+AD] =—
2 2 2

= 2\/5 d’oU cosui =% etui =

0

1
2
1
2

— —

x cosDJl donc cosDJI =

o~

w3

dou JD-JI= % et alors

|
—— et
23

1

3etlJ==BD=1
2

5

3. coslAJ = % d’ou IAJ = 33,6°.

0

-1

33.AE|0|etBH| 1 |dou AE-BH=1alors:

1

1

1=1x+/3 x cosO donc cose=i.

V3

—_— —— _— _— —

34.1.MN-MP=MN-MP’ +MN-P'P=6+0=46

2.D’ou 6 =3 X 4 x cosPMN donc PMN = 60°.

NP’
cosé60

3.NP = =2
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1 1
35.AG|1|etDF|-1|d ou AG-DF =1alors :
1 1

1= \/5 X \/5 X cos® donc cos6 =% et langle entre
ses diagonales vaut 70,53°.

Déterminer une équation cartésienne d’un plan

) (2
36.1.n0| 2 |etn’| 3 |.
1 4

2.7-n”=0donc les plans sont perpendiculaires.

1 (2
37.1.0|-1|etn’| 0.
2 -1

2.7-n" =0 donc les plans sont perpendiculaires.

38.a) x+4z-5=0
b) -x -y + 2z - 2=0
c)-x-2y=0
dlz=0

7
39. AC| -3 | donc de la forme 7x - 3y -z + d = 0 et
-1

passe par Bdonc 7x -3y -z-5=0.

2 -3 1 0
40.a) | 1 b) | 1 c|o0 d) |3
-3 -2 -2 5

41.2x-3y+72+7=0

1
42.AB| 2 etlemilieude[AB](—%;4;—1}doncle

—4

plan est:x+2y—42—%=0.
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1 -1
43.1. AB| -2 | et AC| -2 | ne sont pas colinéaires.
-1 1

2. Un vecteur normal vérifie : -
-a-2b+c=0
1

O|etleplanest:x+z-2=0.
1

Déterminer la distance
entre un point et son projeté orthogonal

44.1.HA =17 et H appartient au plan.

2. AH=3\3

45. a) La droite orthogonale passant par A a pour

x=1+2k
représentation paramétrique : <y =2 -3k que l'on
z=3+4k
remplace dans l'équation du plan pour trouver
k:—i et alors H[23 &7 75}
29 29 29 29
b) La droite orthogonale passant par A a pour
Xx="1+k
représentation paramétrique : <y=1+k que lon
z=1+k

remplace dans l'équation du plan pour trouver

k=—zetalorsH lll .
3 3

33
c) La droite orthogonale passant par A a pour
Xx=-T+k
représentation paramétrique : {y=-4+2k que
z=3-11

Uon remplace dans l'équation du plan pour trouver
—3;—§ .
2

46. a) La droite orthogonale passant par A a pour
X =3k

y=1-k que lon
z=2+k

k=1etalorsH —l;
2 2

représentation paramétrique :

remplace dans l'équation du plan pour trouver
k=-1etalors HI-3;2; 1) et AH=11.
b) La droite orthogonale passant par O a pour
X =5k
y=-2k que lon
7=k

remplace dans l'équation du plan pour trouver

k= %etalors H[% —1ij etOH:ﬁ,

représentation paramétrique :

510 10
(-3 i
47. AB| 6 |et n|-2|sont colinéaires.
-3 1
2
48.1. n|-3
0
Xx=5+2k
2. ly=6-3k

z=1

3. On remplace pour obtenir k=£ et le projeté

13
estH 21,249
1313

4. La distance est alors DH = %\/E

Résoudre des problémes de grandeurs
et de mesures dans lU'espace

—_—

49. 1. EM-EN = [EF + FM)-(EF +FN)

2. EM-EN=EM x EN x cosMEN

zaf af

=EF? = a?

X cosMEN d’oul : cosMEN=é et

MENz36,87°.
|0 |2
50. 1. BC|-2| et BD| 0 | sont orthogonaux donc
0 0

BCD est rectangle en B.
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0
2. E 0 | est orthogonal aux deux vecteurs pré-
-6
cédents donc la droite est perpendiculaire au plan.
3.AB=56

4.V=1><BCXBD

3

x AB =4

51. 1. DHM rectangle en D car (DH) perpendicu-
laire au plan (ABD).

o — —

2. tanDMH = i donc DMH = 41,81°.

N

Déterminer uneintersection de droites et de plans
52.a) u-n =0 donc la droite est paralléle au plan.

b) ¢-n =0 donc la droite n'est pas paralléle au
plan et on remplace, ce qui donne :

T+k-3(-3kl+1+k-1=0

d'OUk=—iet le point est : EEE )
" M1 N
c) U-n =0 donc la droite est paralléle au plan, on

prend un point de la droite et il est aussi dans le
plan donc la droite est incluse dans le plan.

d) ¢-7i =0 donc la droite est paralléle au plan, on
prend un point de la droite et il est aussi dans le
plan donc la droite est incluse dans le plan.

1 1
53.a) n| 1| et d|1]| sont orthogonaux donc la
-2 1

droite est paralléle au plan et ils ont un point com-
mun donc la droite est incluse dans le plan.
1 1
blrA| 1 |etd] 1
-2 -1

gonaux donc le point d'intersection existe et est
(5;1;4).

ne sont ni colinéaires, ni ortho-
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1 2
c) n| 1| et d| 1 |ne sontni colinéaires, ni ortho-
2 -3

gonaux donc le point d'intersection existe et est

H;E;—S.
3 3

1 -1

d) n|-1] et 4| 1

1 -1

est perpendiculaire au plan et le point d'intersec-
tion existe et est (-2 ; -2 ; 0.

2 2

eln|1|etdl3

1 -1

sont colinéaires donc la droite

ne sont ni colinéaires, ni ortho-

gonaux donc le point d’intersection existe et est

3 0
54. 1. n|-2| et U|-1| ne sont ni colinéaires, ni
1 3
orthogonaux donc le point d’intersection existe.
2.1, 13,4
5 5
2 1
55. a) ii| 3 | et G| 2 | ne sont ni colinéaires, ni

-1 -1
orthogonaux donc le point d'intersection existe et
est(-8; 2 ; -4).
1 -2
b) n|5| et d| -1
1 5

gonaux donc le point d'intersection existe et est
(-13; -4 27).

ne sont ni colinéaires, ni ortho-

1 1
c) n| 1| et d| 2 | sont orthogonaux donc la droite
3 -1

est parallele au plan et ils n"ont pas de point com-
mun donc la droite est paralléle au plan.
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1

1

56.a) n| 1| et n’|-4| ne sont ni colinéaires, ni

2 5
orthogonaux donc la droite d'intersection existe et

_18_13,

5 5

3 3
est donnée par: yy=-—+—k

p y 55

z=k

-1 1

—

b) 7i| 1 |et n’| -1]| sont colinéaires donc les plans
2 -2
sont paralléeles.
-1 |0
c)n| 0 |etn’| 1]nesontnicolinéaires, ni ortho-
2 -2
gonaux donc la droite d’intersection existe et est
x=1+2k
donnée par: yy=-4+2k
z=k

1 2
1

57.a) n|-1| et n ne sont ni colinéaires, ni

3 -1
orthogonaux donc la droite d'intersection existe et
x=§—gk
2 3
. 7
est donnée par: <y=-1+ 5k
z=kK

1 2
b) n|1| et n’| 2| sont colinéaires donc les plans
1 2

sont paralléles. Ici confondus.

2 [
c)n|-3|etn| 2
1 -1
gonaux donc la droite d'intersection existe et est
5 1

X=—+—=K
77

ne sont ni colinéaires, ni ortho-

, 6 3
donnée par:Jy=-—+—k
p y T

Z=k
1 |2
d) n|-3| et n’| 1| ne sont ni colinéaires, ni ortho-
2 1
gonaux donc la droite d'intersection existe et est
X =§_ @k
7 7
. 9 3
donnée par: <y=-—-—k
p y 777
z=k
3 |2
58.1. n|-2| et n’| 1| sont orthogonaux donc la
4 -1

droite d’intersection existe.
2. Un vecteur directeur vérifie le systeme :

2
7
3a-2b+4c=0 soit par exemple le vecteur: | 11
2a+b-c=0 7
1
5 2
X=-==-=
7 7
M N
3 =-—+—Kk
d 7 7
z=k
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2 -2

59. 1. ii|-3] et ;’ 3 | sont colinéaires donc les
1 -1

plans sont paralleles.

2.a)Al1;0;2)

b)B(0;1;3)

3. AB=3

-1
4. AB| 1| n'est pas orthogonal aux vecteurs nor-
1

maux donc la droite (AB) n’est pas perpendiculaire
aux deux plans et AB n’est pas minimale.

Etudier des problémes
de position relative dans Uespace

60.1.DF-IP=[DA+AB+BF)-IP=0-1+1=0

—_ — — —

2. DF-LP=DH+HG+GF)-.LP=0-1+1=0
3. La droite est perpendiculaire au plan.

61. 1. C’est un parallélogramme.
2. Car ICHJ est un parallélogramme.

_— —

3.FK1J=FK-CH=(FC+CK)-CH=-a2+a%=0
4. De méme

—_ —— —— —

FK-Al=(FC+CK)-(AB +BlI) = 0+%a2 —%az +0=0

donc (FK) est orthogonale a deux droites sécantes
du plan, donc elle est perpendiculaire au plan.

|2 |17

62.1. AB| -1| et AC| 2 | ne sont pas colinéaires.

-3 -1
-7
2. AD| 1
-5

cédents.

est orthogonal aux deux vecteurs pré-

1 -3
63.1.0A|0| et OB| 1 |ne sont pas colinéaires.
2 -2

280

_|-2

2. CD| -4 | est orthogonal aux deux vecteurs pré-
1

cédents.

Exercices d'entrainement p. 322

Géométrie avec le produit scalaire
64. AB? - BC? + CD? - DA?

—_— —— —— ——

= (AB -BC)-(AB +BC] + (CD - DA)-(CD + DA)

—_— —— —— ——

_ (AB -BC)-AC +(CD - DA)-CA

—_— s

65.1. AB-CD =0
< [(AC+CB)-CD=0

—_— —_—

< AC-CD=BC-CD
2. Equivalence car produits scalaires nuls.

Plans dans l'espace

— = — — 1

66.1.1G-IA=IF-IA+FG-IA =_%+0=_Z

2.1G = 1A = § d'oll cosAIG = -% et AIG = 101,54°.

—_— —

3.BJ:IG=BJ-IA =0 avec les coordonnées.

4. [AIG]:—x+1y+lz=0
2° 2

5.-x+—y+—z-—=0
2y 2

2
2
—_ _1 —_— 3 —_ 0
67.1. AP| 1|, EM| 0 | et EN 2 le premier est
4 I I I
3

bien orthogonal aux deux autres.

2.[EMN]:—x+y+gz+l=0
3 3
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68.1.5+2:% 1-0

a b c
2. V=%XOAXOBXOC=%

69. On remplace les coordonnées du point dans
U'équation du plan.

70.1.B(1;0;0),C(0;1;0)etD(0;0;1)
donc (BCD)x+y+z-1=0.

X=-—k
3
2.(1J) qy=0
Z=1+1k
2 2
3.K[-1;0;2)

Intersections en tout genre

-1 1

—

71.1. AB| 4 | et AC| 2| sont non colinéaires.

-2 0
2.(ABC):-2x+y+32-6=0

-2
3. DE| 1 | est vecteur normal au plan.
3
X=6-2k
4. (DE)y=-7+k
z=-1+3k
5.F(2;-5;5])
3 |-
72. Leurs vecteurs directeurs 4| 3| et u’| 2 |sont
1 -3

orthogonaux et le systéme :

-1+3k=2-k
1+ 3k =1+2k’ n’a pas de solution donc elles sont
-3+k=-3k"

orthogonales.

-1 2
73.1. 4| 1 |et n|-1| sont orthogonaux.
1 3
2. Pour k =0 le point (2 ; -1 ; 0) n"appartient pas au
plan.
3. Pourk =1.
b, -x+y+2=0
x=1-4t
5. Jy=1-5t
z=t

Projetés orthogonaux

74.1. x+y+2=0
-1 A

2.7| 1 |etn’| 2 |sontorthogonaux.
1 -1

211
3.a]K 3'3'3

Md=BK=§J§

4.a]K’—1;1;£
333

V8

b)d'=BK =—
3

Xx=k
5.qy=1+2k
z=1-k

6.H—1-;—1;g
3 33

18_

7.BH? = 5 d*+d2

8.Théoreme de Pythagore.

-1

75.1.MN| 1 | etMP % sont orthogonaux au vec-
-1 0
teur normal.

(MNP) x+ 2y +22-2=0
281
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x=1+k
2.diy=1+2k
z=1+2k

3.Kg;l;l et GK=1.
333

4.V=%><Aire[MEDI] XGK=§

X=-2+k X=5+2k"
76.1.d<y=8+bketd<y=1+k"
z=4-k z=-3+K

2. Leurs vecteurs directeurs non colinéaires.
3. H pour k=-1et Kpourk=-1.

6
4. HK|-3| est orthogonal aux deux vecteurs
-9

directeurs.

5. HK = 3\14

77. Travail de l'éléve.

Exercices bilan p. 324

78. Quatre points

1 6
1. BC| 0| et CD| 5 | sont orthogonaux donc BCD
2 -3

rectangle en C et son aire vaut :
Bc;cozﬁzﬁzgm_

2. a) Il est orthogonal aux deux vecteurs précé-
dents.

b) (BCD) -2x+3y+z-1=0

Xx=5-2k
3. dyy=-5+3k
2=2+k

282

411,128
7 7 7

1.5

5. V=—x—-414 xAH=20
3 2

6. AB-AC = 66 = \/76/61cosBAC d’oll BAC = 14,2°.

79. Deux plans
1. Oui.
2.a)-x+y-z=0
b) Pour k = 1.

3. a) Oui.

1
b) A l;2;§ et B’(-1; 1; 2) donnent AA’| 2| et
2 2
1
. -2

BB’| 0 |quisont orthogonaux.
2

c) Pour k=-1.

AA’ x BB’

— X

d) V=l><
3

SH=4

80. Parallélisme

10 1
1.a) OA| 0 | et OB| 7| non orthogonaux.
1 1

—

b) OA-OB = 11= y101y/60cosAOB d’oli AOB = 81,9°.
2. Oui.

x =10k
3.(CA){y=0
z=5-4k
5 , .
4. D[O;O;Ej donc une équation du plan est :

7X+9y-70z2+175=0.

5.F(5;0;3)
9
N 27 NN _9
6. EF _E et AB| 7 | colinéaires.
0
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81. Dans un cube

1.1 1;1;0 ,J 'I;O;1 et K 1;1;1 .
2 2 2 2

0 A
2

2.a)lJ|-—|etIK| O |orthogonaux au vecteur 7.

1

b) Oui.
X=k

y=1
z=0

3.a) (CD)

b) Pour k =§.
A

4.a)b)

82. Distance
_ -3 _[-3
1. AB| 6 | et AC| O
0 4
normal.
2. (ABC)4x+2y+32-12=0
X=-5+4k
3.diy=2k
z=1+3k
4. H(-1;2;4)

5. DH =29

83. Points non alignés

orthogonaux au vecteur

1.a) AB-AC=2, AB =17 et AC = 5.

b) cosBAC = % d’ou BAC = 77°.
85

c) Angle différent de 0 ou m.

2. Oui.

3. Vecteurs normaux non colinéaires.
4. Le point (-2 ; -4 ; -1).

Préparer le BAC

Je me teste p. 326
84.cC 85.B
86.D 87.C
88.ActB 89.D
90.A 91.A
92.D 93.A

Préparer le BAC

Je révise

94, Distance

1.a) AB+AD + AE = AG
b) AG-BD=-1+1+0=0

c)AGBE=-1+0+1=0
d) La droite est perpendiculaire au plan.

2. Dans le plan AEGC, K est aux 2/3 a partir de E
jusqu’au milieu de [AC].

3.a) (BDE)x+y+z-1=0

X=k
b)diy=1+k
z=1+k

C,L(_z;z;zJ
333

5

d) HL=—
3

95. Aire variable
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2.a) BK = (a?BM+BD)
a’+?2
b) BK-AM = 1 et BK-AD = par soustrac-
a’+2 a’+2

tion on déduit : BK-MD = 0.

¢) De méme DK-MB =0.
d) K est lintersection des hauteurs.

—_— —_— — —_—

3.a) AK-MB=AD-MB=0 et AK-MD=AB-MD =0.
b) La droite est perpendiculaire au plan (MBD).

a’+1

4.BD=+2etBM=MD=

sa hauteur vaut : -—=

Naz+2
a2

et l'aire vaut : %x \/E X

96. Intersection
. -1 . 1
1. AB| 4 | et AD| 2| non colinéaires.
-2 0

2.CE| 1 |estorthogonal aux deux vecteurs précé-

dents donc la droite est perpendiculaire au plan.
3. (ABD)-2x+y+3z-6=0

X=6-2k
4. [CE)y=-7+k
z=-1+3k

5. On remplace pour obtenir k = 2et donc
F(2;-5;5).

97. Un volume

-1

N (o

1. MN - et MP| -1 non colinéaires.
1 -2

A

284

2. Leur produit scalaire est nul.

a

3. a) Le vecteur n| b | vérifie le systéme :

c

1 1
-a-—b+—c=0 _
2 4 dont une solution est

-b-2c=0
5
b][MNP]Zx—2y+z=0
5

X=1+—k
4

4.diy=-2k
z=1+k

5. On trouve bien K.

gyl MNXMP L1 £ 53

3 2 b
98. Pyramide
x=0 1
1.(SB) qy=1+k pourkz—g
z=-3k

2. a) C’est le théoréme du toit.

b]V(—z;OﬂJ
3

Xx=1-k :

y=-k pourk=—donneK
6

z=0

3. a) (AE)

et UK-AE =0.
b) L'aire vaut :

%X[UV+AE]><UK=%><[\/E+¥]X

6

@K

18

o | w
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Exercices vers le supérieur o ezl 102. Tétraédre

99. Distance minimale X=k
1. [CENy=1-k
-2 1
— — Z=k
1. n| 1| etn,|-2|sontorthogonaux.
2. (AFH)x-y+z-1=0
1 4
2,04 2212
3.a) Oui. 4 Vect Let directeur &
b) AM? = 14K - 14k + 21 . Vec 6\7:5 normal et directeur égaux.
= 7(2k? - 2k + 3) 5. EK=—3
c) Décroissante puis croissante avec un minimum 3
pour X = 1 6. HK-AF = 0 hauteur et orthocentre.
7. Type 2.
13 1
d) H[‘é’i‘?iij 103. Trois plans
4.2x+3y+2z+31=0 A 2] |2
5. H appartient au plan. 1.n[ 1|, n,| 1] etng|-1].
1 0 2
100. Perpendiculaire commune 2. Sécants.
k=K 7 1
1. Le systéme <3+ 3k =0n'a pas de solution. X= 5 Ek
1-k=0 3.dly=h4+k
2.a=Tetb=3 Z=k
3. Oui.
[4 3 9] 4. Sécants et perpendiculaires.
LA —;—;— . .
5'5'5 5. Un point unique.
) 104. Piege
5 1. Vecteurs normaux orthogonaux.
5.1y =§+t coupe d au point B(E;O;OJ. 2. Oui.
> > 3. 0ui.
2=g+3 X =1- 2k X =1- 4K’
4. (AB) Jy=1-2k et (CD) <y =6 -6k’
6.AB= 10 2=3+2k 2=2- 4K
5

leur intersection est vide donc les droites ne sont

101. Droite ou plan ? pas coplanaires.

1. AM = ki + t7 105. Plan médiateur
2. Plan. 1.MA = MB
3.-5x-by+72+24=0 S x-12+y-212+(z-2)

=(x+3)2+[y+1)2+(z-1)
Shx+3y+z+1=0
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2. Milieu —1;1;E .
2 2

|4
3. AB| -3
-1
4. C'est le plan perpendiculaire au segment et
passant par son milieu.

106. Théoréme de De Gua De Malves

aV243 _ 3
2 2
somme des carrés des aires des trois autres faces

est:
azx/g :
> .

et la

L'aire de BCD est : %xa\/ax

%[ABZAD2 + AB?AC? + AD?AC?) = % x 3a* ={

107. Représenter

A laide d’'un cube de coté 4, lensemble cherché
est le plan (CFH) limité au cube.

"\ o

Ac

B

108. Point variable

-1 2

—_— —

1. CE|-1| est orthogonal aux vecteurs |
1

1] et
1
2

L
K| 1.

1

[
2. BD| 1 | est orthogonal a CE donc paralléle au

0

plan (1JK).

—_—

286

x=1-k
3.(BDM) -x -y +z+1=0cet(CE){y=1-k se
z=k
coupentenMg;g;l.
333

109. Trois méthodes

A. Avec le repére (A; AB, AD, AE)
1.C(1;1;0),E0;0;1),HO; 1 ;1]etK[0;%;1J.

2. @=1lﬂ et ﬁ=1£ donnent P O;g;E et
3 3 3 3

est orthogonal aDG| 0 | et AH| 1.
1 1

1
_'3 1 0
3.pq !

3

B. Avec une étude géométrique
1. A l'aide du théoréme de Thalés.

2. (DG) est orthogonale a (CH) et (CE) et (AH) est
orthogonale a (DE] et (CD).

3. (CE) est lintersection des deux plans (CEH] et
(CDE]J.

C. Avec le calcul vectoriel

1. 3DP =3DH + 3HP = 3DH + HA = 2DH + DA

et3DQ=DG=DC+DH

2. Par soustraction.

3. Ces deux produits scalaires sont nuls.
Donc (PQ) est orthogonale a (DG) et (AH).

110. Double pyramide

1. (ML) est paralléle a (BD) et (IN) a (BF) qui sont
perpendiculaires.

1 1

2
2.a)NC| 1| et mL| ]
2

-1 0
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b) Leur produit scalaire est nul.

—_—

c) (NCI) a pour vecteur normalML d'ot : x -y =0.
3. a) On vérifie.

1
b) DF| -1| donc perpendiculaire.
1

c) Il s'agit de la droite (EG).

111. Bicoin

A.1.destorthogonale a P donc elle est orthogonale
a toute droite de ce plan et en particulier a (AC).

Donc (BD) est orthogonale a (AC).

(AC) est perpendiculaire a (AB) car ABC est rec-
tangle en A.

(AC) est donc orthogonale a deux droites sécantes
(BD) et (AB) du plan (BAD], on en déduit que (AC)
est orthogonale au plan (BAD).

2. d est perpendiculaire a P donc ABD et CBD sont
rectangle en B. ABC est rectangle en A d’apres
U'énoncé et on a montré dans la question précé-
dente que (AC) est orthogonale au plan (BAD).

Donc toute droite de ce plan, donc en particulier
(AC), est perpendiculaire a (AD) en A. Le triangle
ACD est rectangle comme le triangle ABC. Fina-
lement, toutes ses faces étant des triangles rec-
tangles, ABCD est bien un bicoin.

3. a) [CD] est U'hypoténuse de BCD, donc le coté le
plus grand : CD > CB et CD >BD. [CD] est ['hypo-
ténuse de de ACD,

donc CD > CA, CD > AD.

Or [AD] est U'hypoténuse de ABD

donc AD > AB et d’aprés le résultat précédent
CD > AD > AB.

Finalement [CD] est la plus longue aréte du bicoin
car elle est plus longue que les cing autres

b) | milieu de 'hypoténuse de BCD rectangle en D
est le centre du cercle circonscrit a BCD on a alors
IB=IC=1ID.

De méme dans ACD rectangle en A, | milieu de
Uhypoténuse [CD] est le centre du cercle circons-
crita ACDetona:

ID=IC=1IA.

Finalement IA=1B =IC = ID, donc | est équidistant
des quatre sommets du bicoin ABCD.

B.1.2x-2y+z+1=0

2. Pourt=2.

3. On vérifie pour C et AB?=36 = AC? BC?=72 donc
ABC rectangle et isocele en A.

4 a)M e detB e ddoncd=(MB). De plus BetA
sont deux points distincts de P donc (AB) C P et on
sait que d est perpendiculaire a P donc orthogo-
nale a toute droite de P. On en déduit que (MB] est
perpendiculaire a (AB).

Finalement on a donc bien ABM rectangle en B.
b) BM = BA

& (2t - 42+ (-2t + 4)2 + [t - 2)2 =36
ot?-4t=0donct=00out=A4.

c) M1['| :9.-3) et M2[9 015 1),

C. ABCD est un bicoin car ABC est rectangle en B
(voir question 3.) et D est un point de la perpen-
diculaire au plan (ABC) passant par B. D'aprés la
question 3.b. de la partie A, on sait alors que le
milieu | de [CD] est équidistant des quatre som-
mets du bicoin.

Le centre de la sphére circonscrite a ABCD est
donc 1(8 ; 2 ; -4) milieu de [CDI.

Le rayon de la sphere est Cl = 3\/5.

112. Des drones
A.Etude de la trajectoire du drone d’Alex

X=2
1.9y =4+2k
z=1+lk
4 2
(o) [0
2.a) PQ| 1|et PU| 0 | orthogonaux a n.
1 0
b)y-z-10=0

3.0n résout le systéeme et cela donne | pour k = %

4. Les points se situant sur l'obstacle PQTU ont
une cote comprise entre 0 et 1.

Or, le point |, intersection des droites (AB), décri-
vant la trajectoire du drone d’Alex, et du plan
(PQUYJ, dont Uobstacle est le rectangle PQTU, a une
cote de 7/3 > 2, donc ne peut se situer sur le rec-
tangle PQTU.
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Ainsi, en suivant cette trajectoire, le drone d’Alex
ne rencontre pas lobstacle.

B. Distance minimale entre les deux trajectoires
1.MN=MA + AC+CN = -aAB + AC + bCD

2. D’apreés ce qui est dit dans U'énoncé, la distance
MN est minimale si et seulement si (MN] et (AB)
sont perpendiculaires et (MN] et (CD] sont per-
pendiculaires.

Ceci équivaut a MN et AB orthogonaux et MN et CD

| -~ Jo-2a-Lxtaco
orthogonaux soitau systeme: 2 2
—202-2b)=0

d'oUb=1eta=E.
17

217
17

a 1 décamétre la distance minimale est donc envi-
ron 4,85 > 4 : la consigne est respectée.

3. Alors MN = =~0,485071, lunité étant égale

113. Produit vectoriel

1. On calcule les produits scalaires qui sont bien
nuls.

bc’=b'c

— ., a b ¢ S,
2.n=0&1ca’'=c’a & —=—=— < colinéaires.
i , a/ b/ C/

b'=a _2
3.a) AB| -1|et AC| -1| non colinéaires.
-3 -1
-2

b)n=ABAAC=| 3
1

c) (ABC)-2x+3y+z+5=0
4. On vérifie bien.

-1 - -1

114 1.a) FH| 1 | et FK
0

% orthogonaux a n.
-1

b) 4x +4y-3z2-1=0

c)bix+4y-3z+1=0

d) M’(O;U:lj
3
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X = 4k
y =4k
z=1-3k

2. a)

b) (ABC) z =0 donc L[g : % : 0].

c) Le point L de A n’'appartient pas au plan (ABF)
mais E appartient a ce plan; les droites A et (BF)
ne sont donc pas sécantes. Les droites A et (CG)

sont sécantes au point [1 ; 1;%}

115. Droites sécantes ?
1.a)P(2;0;0),Q(0;0;2),R(0;4;6)etQ(3;3;3).

b) Ilfautrésoudrelesystéme:{n P_Q, =-2+2c=0

n-PR=-2+4b+6c=0

dolc=1etb=-1.

c) Oui.
X=3+k
2.a) {y=3-k
z=3+k
b) Oui.
c]QI=£
3
3. a) Oui.
AAO AHU
b) JK| 2| et QR| 4| colinéaires.
2 4

c) La section est :
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116. A. 1. |(o;1;1J
2 2

1
0
! I N =
2.a) IF 5 et FJ| 1 |orthogonauxan.
0|2
2 5
b) -x+3y+52-4=0
x=1-k
3.a)l{y=3k
z=>5k
oy 8.3.5
777
S oo b
4.a]BM~BF=;
b]%=1x \/':7?5 x cosMBF d’ou MBF = 32°,

B. 1. Les faces (BCGF) et (ADHE) sont paralleles.
Le plan (FIJ] les coupe donc suivant deux paral-
leles (FJ) et (KL).

De méme les faces (ABFE) et (DCGH) sont paral-
leles : le plan (FIJ) les coupe donc suivant deux
paralléles (FK) et (JL).

Le quadrilatére (FJLK] ayant ses cOtés opposés
paralléles est donc un parallélogramme.

2
2.FJ2=1+aZ=JL2=1+[a—1]2<:>[3a—2][a—2]=0

2
donca=2ou a=§ or 0 < a < 1donc une seule

solution.

Travaux pratiques p. 332-333

TP 1. Etudier

la position relative de deux plans

¢ Durée estimée : 30 min

e Objectif : Etudier la position entre deux plans.
A. Rechercher lintersection

4 _ -2
1.n|-3|etn’| 1 |non colinéaires.
2 -5
13
=3——
N X 5 z
y=4-8z

3. A une droite.

13

2
. Point (3 ;4 ;0] et vecteur | _g

»N

1

(3]

. Oui.

B. Rechercher un vecteur orthogonal a deux autres

, J4a=3b+2c=0
"|-2a+b-5c=0

N

. Deux équations et trois inconnues.

a——Ec
3.7 o

b=-8c

»N

. Colinéaires.

(3]

.Le méme!

TP 2. Autour de la sphére

¢ Durée estimée : 30 min
¢ Objectif : Découvrir 'équation d'une sphére.

A. Equation

1.AM =R

o X+12+y-22+(z-1)2=4
2.x2+(y+1)2+(z-2)2=9
3.Centre (0;-1;2) etrayon R =3.

B. Position de cette sphére avec un plan

1.(x-2)2+(y+3)2+(z+1)2=9decentre B(2;-3; -1)
et de rayon r=3.

3.BH= ﬁ < 3 donc sécant.

3
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4. De méme le projeté de B sur ce plan est
K[O;—1 ;U] et BK = 3.

5. Plan tangent un seul point d'intersection K.

TP 3. Spheére circonscrite a un tétraédre

e Durée estimée : 20 min

¢ Obijectif : Découvrir la position d'une sphere et
d’un tétraédre.

A. Cas général

1. Intersection des médiatrices.

2. D'apres Pythagore.

3. Equidistant car dans le plan médiateur.

B. Cas de la Terre

1.60="GD=-(R+0G) d'oti 0G = "
Pt 3

2.0na:sinGAO = % donc G/AB ~19,47°.

3. La latitude est 19,47°.

TP 4. Fonction scalaire de Leibniz

e Durée estimée : 20 min

¢ Objectif : Découvrir la fonction scalaire de Leib-
niz.

n n

SoMA? = 0, (MA + E]Z
i=1 i=1

—_— — n

= TOMA? + 250, MA-AA, + Yo AA?

i=1 i=1 i=1

= 0+2MA G +f(A)
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n
B. 20(,. z0
i=1

fIM) = fG) + Yot MG” + 2 0, MG - GA,

i=1 i=1

=f(G) + zoc,MG2
i=1
C. Applications
1. a) (M) = MA? + 2MB? - 3MC?
b) Comme 1+2-3=0alors

fIM] = 2AB? - 3AC? + 2MA -(2AB - 3AC) = k

Si 2AB - 3AC =0 et 2AB? - 3AC? # k alors pas de
solution.

Si 2AB-3AC=0 et 2AB? - 3AC? = k alors espace
entier.

Si 2AB - 3AC # 0 alors une droite perpendiculaire
a ce vecteur.

2. a) f[M) = 3MA? + 2MB? - MC? = 4MG? + f(G)
b) Si k < f(G) alors pas de solution.

Si k = f(G) alors le point G.

Si k > f(G) alors une sphére.



Chapitre 11: Dénombrement

(o VAR MB Dénombrement

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Manuel p. 334-361

Au cours de ce chapitre nous allons formaliser les notions élémentaires de dénombrements selon les

différents cas.

Objectifs

= Déterminer des ensembles.

- Déterminer une partie d’'un ensemble.
- Dénombrer des ensembles simples.
=> Utiliser le principe multiplicatif.

- Dénombrer des combinaisons.

=> Utiliser des combinaisons.

= Utiliser une représentation adaptée.
- Dénombrer dans différents cas.

Il. Corrigés

Pour prendre un bon départ p. 335

1. Connaitre les notations mathématiques
1.a) & b) € e d &
2.a)C b) ¢ cdcC dl C

2. Construire les ensembles ou des uplets
1.{M;A;T;H;E;1;Q;U;E;S}
2.(4,2,1)et(1,4,2).

3. Construire un tableau

1.
Quilles Quilles Total
bleues rouges
Forme 8 10 18
cylindrique
Forme cubique 3 4 7
Total 11 14 25
2. llyena 0.

4. Construire un diagramme
1.

Livres

Manuels scolaires

Maths

2. Il y a 3 800 livres qui ne sont pas des manuels
scolaires.

Activités p. 336-337

1 Construire des ensembles
avec un ensemble
e Durée estimée : 15 min

¢ Objectif : Construire des ensembles a partir
d'un méme ensemble.

1. a) 3 singletons.
b) 3 paires.
c) 1 seul.
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2. a) 4 singletons. A. Sans remise
b) 6 paires. 1.a)

c) 4 ensembles a trois éléments.

d) 1 seul.

3. a) n singletons.

b) nln-="1)

paires.

nln-)n-2 noire

c) ensembles a 3 éléments.

nn-1Nn-2...n-p+1
plp-1p-2...1

d) Et ainsi de suite bleue

2 Construire p-listes [ou p-uplets) avec
un ensemble
¢ Durée estimée : 10 min

e Objectif : Construire des listes a partir d'un rouge
méme ensemble.

1.a) 3 1-uplets.
b) 9 paires.

c) 27 triplets.
2.a) 4 1-uplet.

b) 16 paires.

c) 64 triplets.

d) 4% quadruplets.

verte

3 Construire des arbres b) 4x3x2 =24

* Durée estimée : 15 min
¢ Objectif : Construire des arbres pour dénombrer.
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bleue

rouge

verte

noire

rouge

verte

noire

bleue

verte

noire

bleue

rouge

rouge
verte
bleue
verte
bleue
rouge
rouge
verte
noire
verte
noire
rouge
bleue
verte
noire
verte
noire
bleue
bleue
rouge
noire
rouge
noire
bleue
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2. a)

b) 5x4x3 =60

blanche

rouge
blanche
verte
bleue
blanche
verte
bleue
blanche
rouge
bleue
rouge
verte
rouge
blanche
verte
noire
blanche
verte
noire
blanche
rouge
noire
rouge
verte
bleue
blanche
verte
noire
blanche
verte
noire
blanche
bleue
noire
bleue
verte
bleue
blanche
rouge
noire
blanche
rouge
noire
blanche
bleue
noire
bleue
rouge

verte

blanche

noire

blanche
rouge
noire
blanche
bleue
noire
bleue
rouge

B. Avec remise

1.a)

b) 4° = 64

noire

bleue

rouge

verte

noire

bleue

rouge

verte

noire

bleue

rouge

verte

noire

bleue

rouge

verte

noire

bleue

rouge

verte

noire
bleue
rouge
verte
noire
bleue
rouge
verte
noire
bleue
rouge
verte
noire
bleue
rouge
verte
noire
bleue
rouge
verte
noire
bleue
rouge
verte
noire
bleue
rouge
verte
noire
bleue
rouge
verte
noire
bleue
rouge
verte
noire
bleue
rouge
verte
noire
bleue
rouge
verte
noire
bleue
rouge
verte
noire
bleue
rouge
verte
noire
bleue
rouge
verte
noire
bleue
rouge
verte
noire
bleue
rouge
verte
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2.a)

noire

bleue

blanche noire

routge bleue

\r/;:r: blanche
rouge

bleue vertge

blanche noire

routge bleue

::J:rz blanche
rouge

bleue vertge

rouge

verte

blanche

noire

bleue

blanche noire

routge bleue

ver e blanche

noire rouge

bleue vertge

blanche noire

routge bleue

\r/:;:r: blanche
rouge

bleue vertge

rouge

verte

blanche

blanche

AL AR AR AR A

rouge e

ver e blanche

noire rouge

bleue vertge

rouge

verte

blanche

noire

bleue

blanche noire

routge bleue

ver e blanche

noire rouge

bleue vertge

blanche noire

routge bleue

:\i:rz blanche
rouge

bleue vertge

rouge

verte

blanche

noire

bleue

blanche noire

routge bleue

\r/:;r: blanche
rouge

bleue vertge

blanche noire

rou‘ge bleue

Vefr: blanche

noi rouge

bleue vertge

rouge

verte

blanche

b) 5% =125

C. Comparaison de p-uplet et d’'un sensemble

1. Le nombre d'ensembles est 4, le nombre de
listes sans remise est 24 et le nombre de listes
avec remise est 64.

2. La répétition et Uordre interviennent ou pas.

3. Endivisant par les ordres possibles des 3 lettres
asavoir3x2x1=56.

294

A vous de jouer p. 338

1L.1.AUB={n;a;t;h;y;q;(;v}
ANB={n,aletAxB={ln,y);ln,al;(n,g);(n,0;
(n,v);(n,nl;
la,yl;la,al;la,gl;la,0;(a,vl;la, nl;
(t,y);(t,a);(t,q);(t,0;(t,v);(t,n);
(h,ylslh,al;(h,gl;(h,0;(h,v);(h,nl}

2.n,a,t],n,a,h),n,t, A n, t, a)ln,h,al,
(n,h,t),

(a,n,tlla,n,h)la,t,h)la,t,n)la ,h nlla, ht,
(t,a,n), (t,a,h),(t,n, h)(t,n,a)lt, h,a)(t, h,n),
(h,n,al,lh,n,t),(h,a,t),(h,a,n)(ht,n)(h,t, 6a)

2. Le produit cartésien de {d ; k} et {v; g ; i}.

3.llyenai7.
4,
F G Total
Spé 40 20 60
Non spé 70 20 90
Total 110 40 150

5.1lyena 2%,
6.llyenabx4x3x2x1=120.

7. Le nombre de podiums est
8x7x6=2336.

8.Ilyena4x5x3=460.

9. Le nombre de tirages est : (1 32]

10.Ilyena (552}

11. Le nombre de facons de choisir est : [130] X [2}

=120x10=1200
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12.1.1lya (322] =496 choix.

2.Ilya 19 x 13 = 247 choix.

13.1.
Oui Nin Total
Question 1 10 2 12
Question 2 3 3 6
Total 13 5 18

2.1lya 13 personnes qui ont répondu oui aux deux
questions.

14. 1. On utilise un arbre.

2. Trop !
3.llyenabx4x3=460.
15.1. 16): 1820
4
2 20)_|16 =4 845-1820=3025
4 4
3.20—16—4><16
4 4 1 3

=3025-4x560=785

16.1.Ilyena 20.
10
M
2. llyena =11.
3.llyena M X 9.
5 5
4.llyena1lx i +9x M =506.
9 9

o
2.1lyens [f]@

17.1.llyena [

S
Lllyens @@

5. Ily en a comme la question 4.

Exercices
apprendre a démontrer p. 346
Pour s’entrainer
p p-1) \p-2
(=21 .\ (n-2) . (-2
plln-p=-2'  (p-Mh-p-1" (p-2n-p)
-2
. -2 ((n - plln-p-1)+2pln-p)+plp- 1))
p!(n - p)!
2l -2l
__(n-2) )= (n-2)! ol - 1]
p'(n - p! p'ln - p)!
_ n! _In
plln-plt {p
Exercices
calculs et automatismes p. 347
18. Avec des factorielles
a)17x 16 b)J6-1=5
c)1/6 d) 84
e) 364 f)13x11x10x9
19. Autre écriture
| | |
a) 10! b) 9l (n+2)
3! 41 x 3! (n-1
9 131 I
d (n-2) o) 10131 (n+1)
n! 616! (n - 3)14!
20. Avec des combinaisons
6x5 15%x14%x13%x12 7x6x%x5
a) b c)
2 Lx3x2 3x2
7%x6
2 1 e]9x8_E f 7Tx6x5 7
Ix8x7 4 5x4 5 10x9%x8 24
3x2
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(0,s);(1,s);(2,s);(3,s);(4,s);(5,s);

x4 6%X5 S5x4 bx5x4
2248 029 X . . :
g2 x= 5,2 3x2 40 (6,5);(7,s);(8,s);(9,s)}
9x8x7 14 7x6xb 7 Utiliser un diagramme
3x2 3x2 29. 1. Le diagramme donne :

L Séjour sportif
Equitat
21. Développements quiaen
1.¢ 2. b) 3.¢) 4.b)
22. Combinaisons p
a) Non. b) Oui. c) Oui. Escalade
d) Non. e) Non. f) Oui.

23. Représentation graphique 2. 42 adolescents.

1.a) 2.b) et c) 3. ¢) 3. 27 adolescents.

24. Calcul mental
a) 210 b) 1680 c) 126
d) 33/2 e) 66 f) 54

25. Lecture graphique
1.3 000

30.1.
A
B E
2.1930 2.
3.800
] - - A
Exercices d'application p. 348
Déterminer des ensembles
26. 1Ly a 20 sous-ensembles B E
3.
A
B E

quisont:{a;b;ch{a;b;dh{a;b;el{a;b;
b;c;dh{ib;c;eh{b;c;f,

{c;d;et{c;d;f

{d;e;f
fa;c;db{a;c;el{a;c;M{a;d;el{a;d;f
{a;e;f,

{b;d;el {b;d;fh{b;e;

{c;e;f

27.a)MUS={m;a;g;n;r;d;s;e;t;h} 31.1.
b]MﬂS={m;a}

28.1.1lyena4b. Paires d’hommes

2.CxL={0,m;(1,m);(2,m);(3,m);l4,m);
(5,m);(6,m);(7,m);(8,m);(9,m];

Paires de femmes Paires de joueurs
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2.1lyenal0.
3. Cf. réponse 1.

32.1.

Yams

Maison de retraite

Bridge
2.llyen a4é.
3.Ilyena3l.

4. llyenal9.

Tirages successifs avec remise
33.15x12=180

34.Ily en a 4" soit plus d'un milliard.
35. 1Ly en a 10" soit cent mille milliards.
36.1lyena 28 =256.

37.1lyena 10",

Tirages successifs sans remise
38.38x37x36=50616.

39.llyenabx4x3x2x1=120.
40.1lyena35x34x33.
41. llyenabdx3x2x1=24

42.1.Ilyena7! =5 040.
2.1lyenad! x3! =144,
3. Ily en a 144 également.

43.Ilyena10x9x6=>540.

44.1lya23x22x21tiercéset 23x22x21x20x19

quintés.

45.1.1lya 7! anagrammes.
2.1lyena4x5!x3.

3.1lyena3x5!'x2.
4. Ilyenasdx5!x3.
5.Ilyena3 x5! xa4.

46. 1. Les résultats possibles sont : 900, 800, 700,
600, 500, 400, 300, 200, 100, 0.

2. Pour 900 ily a 6 facons,
pour 800 ily a 12 facons,
pour 700 ily a 30 facons,
pour 600 ily a 18 facons,
pour 500 ily a 21 facons,
pour 400 ily a 42 facons,
pour 300 ily a 42 facons,
pour 200 ily a 12 facons,
pour 100 ily a 6 facons,
pour 0 ily a une seule facon.

47.1.a)llyena 6! =720.
b) Une seule.
2. De 4! x 2! = 48 facons.

48.1.De 0 a 16 000 points.

2.Ilyenabeaucoup:enfaire seulement quelques-
uns !

Représentations

49.1.
DW
PI E D2
DS
DW
P, < D,
D
E, DS
1
P3 E D2
D3
DW
P, < D,
D3
DW
P1 E D2
D3
DW
P, < gz
E, D3
1
P3 E Dz
DS
DW
E3 PA < D2
E D,
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2. Le nombre de menus est de : 3x 4 x 3 = 36. bllIlyena8x7.
8
50.1. cJilyena ,f
, Pas
Blefewi ds de défaut Total
carre
de carre 20
Défaut 56.1.Ilyena .
I 10 30 40 6

de fixation

gzsﬁjaet?oe:am 140 820 960 2. Yann peut figurer dans (159j groupes.
Total 150 850 1000
2.1lyena 140 +30=170. 3. On peut former 2 x [1:] groupes.
3.llyenal0.
51.1.Unarbreaébranches, chacune ayant5sous- 57.1.1t PeUt former 5x 4 p-aires.
branches, qui ont chacune encore 4 branches. 2. Alors il peut former 4 paires.
2. 1lyenaéx5x4=120.
3.1lyenabx3x2=24 58_1_”yena[340]_
52.1 18

Crawl | Brasse Dos Total 2.1lyena [AJ

Filles 50 50 60 160

Garcons 70 10 10 90 31l 30 18

Total 120 60 70 250 e I N
2.1lyenab0.

59.1.Ilya 3*facons.
Tirages simultanés 2. Ilya 3*facons.

. , 49 3. Ilya 3 facons.
53. Le nombre de grilles possibles est : ;

39 61
=13983816 60.1.Ilyena X .
3 4
61
54.1.Ilya[567Jfagons. 2.Ilyena2x(6].
15 61
32 3.Ilyena( ]x( j
2.llyena .
y 6 2 5
4. llyena b6x8x6x9x2x15x6.
32| (25
3.llyena + .
6 6 Utiliser les dénombrements
il 57 32) (25 61. 1. Le nombre de résultats possibles est de : 6°.
-ltyena b - b ¥ 611 2. Avec trois faces numérotées 1, le nombre de
résultats possibles est : 6°.
15 3. Aucune face numérotées 1 : 5°.
55. a) Le nombre de tirages est (2] 4. Au moins une :6° - 55,
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5. Exactement une face :1 x 5%

62.1.a)llyena [i]

blilyena 3 X 5.
2 1

8 5
clilyenal [-]7]
3 3
2.1lyena +2+3.
2 2

9
63.1.1 :
yena (3]

2. Ily en a autant.

3llyens [Z][?]

64.1.a)llyena 9.
bllilyenalx9+9x1.
clilyena3s
2.a)llyena9x8.
b)Ilyenalx8+8x1.
cJilyena3x2.

3.alllyena [Z]

blilyena1x8.

3
cilyena| |

Exercices d’entrainement p. 352

Représentations

65. 1. Un arbre a six branches, trois fois de suite.
2.1lyenaéd.

3.llyenabé.

4.llyena bx5xhb.

5.Ilyenaéx1x5.

66.1.
+ - Total
381 72 453
B 62 12 74
AB 28 5 33
0 350 90 440
Total 821 179 1000
2. Ilyena28.
3.Ilyena 453 +821-381=873.
67.1.
Garage Appartements
Cave
2.1lyena 100.

3.Ilyena335-20=2315.
68.Ilyenab!

69.1.1lyena 8"
2. Avec les vides cela donne 9% =59 049.

70.1lyenab!.

71.1.a)llyenab’.

b) Ily en a 4%
c)ilyena 9 -5
d)Ilyenabx42
2.a)llyenabx4x3.
b)Ilyena4dx3x2.
cilyena9x8x7-5x4x3.
dlllyenabx4x3.

5
3.a) ll .
alllyena [3j
A
b) Il .
Jilyena [3]
9 5
It - .
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d]IlyenaSX(;].

72.1.1lyena10x11.
2. Dans 4 x 7 cas.
3. Dans 4 x 11 cas.
4. Dans 10 x 7 cas.
5. Dans 6 x 4 cas.

et
w2
s )

74.a)llyena 13x[418J=624.

b]Ilyena13x[J 12

o S

X4 xb4xb=1098240.

N——

=123 552.

4
d]Ilyena13x[3Jx12x[ = 3744,

4
e]llyena'|3><(3] [ ] 3744 =54 912.

75.1.1lyen 3[13
5
2.1lyena [13}([39}
2 3
3. Ilyena1><[3]x[12]x[36]+[3Jx(12].
1 2 1 2 3

300

76.1.llyena [8}{24}
2 2

2. llyena8x7x24x23.
3.1lyena82x 242

Démonstrations

77.nn_1=n (- __np =pn
p-1  (n=-pllp-10 (h-plp! “\p

78. (n - n! _ n'(p+1) _ aln
R TP TR PO

nn-1 (n-plln-p-1 [n-glln-g-1
2 2 2
L n-p-glln-p-g-1
2

80.1.(n—2j+[n—2]=(n—1]
p p-1 p
n-2| |n-2 n-1
et + =
p-1) \p-2) \p-1
donne [n—1J+[n—1]=[n]-
p p-1 \p
2. On peut aussi utiliser deux fois celle d'avant
F—3] [n—? [n—j [n—q
+2 + =
p p-1) (p-2 p
et |77 3o "33 [T qui donne le
p-1 p-2) \(p-3) \p-1

résultat.

79.

=pq

Algorithmes
81.1. Oui.

2.a) 1234,1243,1324,1342,1423, 1432, 2134, 2143,
2314, 2341, 2413, 2431, 3124, 3142, 3214,3241,
3412, 3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321

b) Ok.

82. 1. Oui.

2. a)o, {1}, {2}, {3}, {4}, {1; 2}, {1; 3}, {1; 4}, {2;
3L{2;44,{3;4},{1;2;341{1;2;4},{2;3;4}{1;
2:3;:4}
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b) Ok.

83. Travail de léléve. Cela augmente selon le
nombre de 2 et de 5 dans les décompositions en
facteurs premiers des entiers consécutifs.

84. Travail de l'éleve. Au cryptage de données.

Exercices bilan p. 354

85. Sondage 1.

Theé Personnes
Café

2. Ilyena4b.
3.llyena1b.
4.1lyenabb.
5.1lyena95.

86. Prévention 1.

“

Preu Véhicules

Amortisseurs

2. Ilyenaé60.
3.Ilyena40.
4.1lyena 140.
5.1lyena 160.

87. Des animaux

1. . . .
Chats Pension animaliere

Chiens

2. Ilyen a860.
3. Ily en a 340.

88. Histoire de dés
Ilyenabxab=24

89. Alphabet

1. Car il y a 24 lettres et pour les mots de deux
lettres c'est 242 = 576.

2.Ilyena?24delongueur 1 et 24 x23 de longueur 2.

3. Le nombre de mots possibles est 24% et le
nombre de mots simples est 24 x 23 x 22.

4.Lenombre de mots possibles est 24%etle nombre
de mots simples est 24 x 23 x 22 x 21 x 20.

90. Test
ILa 24 facons de répondre.

91. Puissance de dix

1. Il en existe 10°

2.1lya3,12,2130,102, 120, 111, 201, 210, 300,...
soit1T+3+6+10+15+ ...

plp

Ce qui donne donc T”] de plus a chaque fois

92. Nombres a 10 chiffres
1.1lyena 10

2.1lyena 10!
3.llyenab™

Préparer le BAC

Je me teste p. 356
93.C 94.C

95.B 96.A

97.A 98.D

99.A
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Préparer le BAC
Je révise

100. Intersection

al5

b) 15

101. Rangement
Le nombre de rangements estde : 4 x 3 =12.

c) 10

102. Encore des maths
Le nombre de mots est de : 5! = 120.

103. Au tiercé
Le nombre de tiercés est de :
20x 19 x 18 = 6 840.

104. Choix

1. Le nombre de choix est de : (10J=120 .

2. Le nombre de choix devient :

3. Le nombre de choix devient :[

105. Bridge

1. Le nombre de mains est de :

3

2. Le nombre de mains est de :

W)

SR
HE

o

.

4.4><[13

13
2

)
|

5

]x3xF3
4

106. Equations

nin+10 (n+1Wnlh-1 5
a) + ==

o

302

2

6

3

3

38

1

1

|

).

n? - —

1><(1

4
n
3

1

y

iih

|

p. 357

Soit :
3nln+ 1) +nln?-1)=10n?-8n
<nt-7n?+10n=0
& nln?-7n+10) =0 quia pour solutions 0, 2 et 5. On
retire la premiere qui est impossible il en reste 2.
.\ nln -1 . nln-1(n-2)

6
< 24n=3nln-1)+nln-1)ln-2)

< n? - 25 =0 car n est non nul donc une seule
solution n = 5.

b)5n=n

107. Somme (1)
1. On peut former 2% = 8 nombres.
2. Leur somme est 1 776.

108. Somme (2)
1. On peut former 3% = 27 nombres.
2. Leur somme est 10 989.

109. Gateaux
Le nombre de répartitions est : 5 x4 x3x E’J =180.

110. Jeude dés

1. Ily a 6% =216 résultats.
2. llyena3?x3=27.
3.llyena bé6xbx4=120.
4. llyenabx1x5=230.

111. Second degré
1. On peut en former : 9 x 10 x 10 = 900.

2. Pour cela il faut que ¢ = 0 donc il y en a :
9x10x1=290.

Exercices vers le supérieur p. 359

112. Digicode
1.llyena3x9.

2. llyena3x8.
3.llyena3x9-3x8.

4. Ilyena3x9Ix8xT.
5.1lyena3x9-3x9x8x7.
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113. Variations autour de crayons 120. Maths et musique
1.Elleenabx4x3. Maths
2.Elleena3l.

5 , Sport
3.llyena [3]- Etudiants P

Musique
114. Au tarot

Ilyena3.
21} (17
a]llyena( J—[ ]
5 5 121. Sélectionneur
b)Ilyena 4 X 6 X 10 +1x 10. Il peut former 3 X 7 équipes.
1 1 3 4 1 10

19
cJilyena2x )
4 122. Proverbe ?

On peut en former 6.
115. En colonie

5\ (55 123. Gouvernement et sport
1.Ilyena[]x( J 23
10 1. On peut en composer [1 1].
2.Ilyena1><4><(55]. 23
10 2. On peut en composer 1_3|
3.Ilyena2x3x[55} 3. On peut en former 9 x 14.
10
116. Podium 124, Second degré
1.1lyena8x7x6é=336. a) n[n_“=36<:>n2—n—72=0doncn=9
2.1lyenal3x2x1=6.
3.1lyena 336 -5x4x3. 3nln-1n-2n-3 14nln-1
b) = & nln - 1)
4.1lyena3x2xb5. 24

(n2-5n-50) =0donc n=10.
117. Droites

nln - 1]_ 125. Lecture

Le nombre de facons est 16! x 4!.

Le nombre de points est

118. Région d’un disque 126. Anagrammes

1.Ilyena1+n+n_ a)llyenabl!
2) \4 8l

blllyena—.
2.1,2,4,8,16,31, .. 3

8!
) cilyena——.
119. Ala poste y 7% 2

Le nombre de combinaisons est :

GBI CGHE
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127. Au restaurant

Ilya [;] répartitions possibles.

128. Au bridge
Elle peut terminer de 43 x 42 x 4 x 42 facons.

129. Dans le TGV
1. Ily en a 5%,
2. llyena7x4%,

130. Dans une entreprise

1.Ilyena@.

2.Ilyenam.
2
3.Ilyenapg.

4. La somme de tous les saluts est la somme des
trois questions précédentes d'une part et d'autre

p+qllp+g-1
2

partilyap+gemployés donc saluts.

5. On calcule :

-1 -1
(p}pq{q}p(p 1+pq+qlq )

2 2 2 2

2 _ 2 _
P p+2/23q+q 9 4'une part et d’autre part :

p+q|_lp+glp+g-1_p’-p+2pg+q°-gq
2 2 2 '

131. Démonstration (1)

2 k =2 k+1)_[ K d’aprés la formule de
k=p p k=p P+1 P+1

Pascal et partélescopageil reste n+l -0= n+
p+1 p+1
car| P |=0.
p+1

132. Intersection et réunion
1.ANBUCI=(ANBIUANC)
2AUBNCl=(AUBIN(AUC)
3. C'est la distributivité.

304

133. Démonstration (2)

Pt Pt
p)\k) (n-plip!  (p-Klk!

n|n-k|__ n y (n - k)!
k)\p-k) (n- Kkl

(n - pl(p - k!
égaux.

N D W HERNHEW

134. Démonstration (3)

1. On utilise l'égalité :

(1 +x)m =1 +x)"(1 +x)p

qui donne a laide de la formule du bindme :

S BL JEE Sl

et par identification des coefficients on a :

k
2. Avec n = p dans la relation précédente ce qui

donne [anl
n

Travaux pratiques p. 360-361

TP 1. Combinaisons avec répétitions

qui sont bien

e Durée estimée : 15 min

¢ Objectif :
répétition.

Découvrir les combinaisons avec

A. Différences d’énoncé

1. Lordre.

2. 5 x 52 = 250
3

B. Exemples

=331 (") 5
3 3

2.12=| 727 11_|8| 28
2 2
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TP 2. Promenade aléatoire

¢ Durée estimée : 15 min
¢ Objectif : Découvrir un sujet de CAPES.

1. Par exemple on peut coder 0 pour un déplace-
ment vers Uest et 1 pour un déplacement vers le
nord.

Ce qui donne pour le trajet dessiné :
011110010010110

2. Le nombre de trajets est de [185] =6 435.

3. Pour cela il faut dénombrer successivement
les ensembles de 8-suites comportant 7 zéros,
6 zéros, ..., 0 zéro :

e avec 7 zéros et un 8, ilyena[ﬂ:S;
eavec bzéroset3+bou7+Toud+4oub+2,il

i

eavec 5 zéros et 6 + 1 + 1 ou 5 + 2 + 1
oub+2+20ub+3+T0oul3+3+2ilyena

ool

eavec 4 zérosetb+1+1+Toud+2+1+10u
3+2+2+Tou3+3+1+Tou2+2+2+2,ilyen

(o))

e avec3zérosetd+1+1+1+10u3+2+1+1+10u

e

eavec2zéroset3+1+1+1+1+1Tou2+2+1+1
+1+1,ilyena

)

eavec 1 zéroet2+1+1+1+1+1+1 ilyena

i

e avec aucun zéro ily en a une.
Donc au total cela donne aussi 6 435.

TP 3. Triangle de Pascal
et binome de Newton
e Durée estimée : 20 min

e Objectif : En découvrir plus sur le triangle de
Pascal.

A. Algorithme
L'algorithme fabrique le triangle de Pascal.

B. Développements

1. (a + b)2=a? + 2ab + b?

(a + b)® = a%+ 3a%h + 3ab? + b*

(a + b)* = a* + 4a%b + ba?b? + Lab® + b*

2. Les coefficients sont ceux de chaque ligne du
triangle et les puissances de a diminuent pendant

que celles de b augmentent tout en gardant la
méme somme.

3. (a + b)° = a° + ba*b + 10a%h% + 10a%b® + Sab* + b°
(a + b)t = a° + 6a°b + 15a*b? + 20a°b® + 15a%b* + bab® + b®
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CHAPITRE 12: Succession d'épreuves indépendantes et loi binomiale

(o VNN {3 ¥ Succession d’épreuves indépendantes

et loi binomiale Manuel p. 364-401
l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Ce chapitre se situe dans le prolongement des deux chapitres sur les probabilités du programme de
Premiére spécialité (« Probabilités conditionnelles » et « Variables aléatoires réelles ») et du chapitre
sur « Dénombrement » de Terminale spécialité. Son objectif est double :

o faire découvrir et utiliser les variables aléatoires suivant les lois de Bernoulli et binomiale ainsi que
toutes les notions en lien (épreuves de Bernoulli, schéma de Bernoulli) ;

e mobiliser et faire travailler les acquis sur les trois chapitres évoqués précédemment.

Une place particuliére est donnée aux notions d'intervalle de fluctuation (bien que l'expression ne soit
pas employée dans le programme, il nous a semblé utile de Uappeler ainsi) et de seuil en se dégageant
du systématisme induit par 'ancien programme (« on calcule Uintervalle de fluctuation bilatéral et on
regarde si la fréquence est dedans »), notamment en variant les types d’intervalles selon le contexte (a
droite, a gauche ou centré), le tout dans des situations concrétes et variées.

Enfin, on trouvera de nombreux exercices et TP permettant la pratique de la programmation.

Objectifs

= Modéliser une succession d’épreuves, notamment dans le cas d’'indépendance.
= Travailler avec un schéma de Bernoulli ou la loi binomiale.

= Utiliser Uespérance et l'écart-type de la loi binomiale.

= Vérifier si un événement sera réalisé a un seuil donné.

- Déterminer et utiliser un intervalle de fluctuation.

Il. Corrigés 2. Représenter une succession
de deux épreuves indépendantes

Pour prendre un bon départ p. 365 KB % P

1. Utiliser un arbre pondéré 05 F
1. 074 05 -p
. <

0,22 _ : F
026 M 0.5
011 0.5 -p

0,78 z< 0,25 3<

089 M

2.a) p[ANM)=0,22%0,74 =0,1628 et

p(M) = 0,22 x 0,74 + 0,78 x 0,11 = 0,2486. 0.5

Lancer

bl pM[A]=p[AﬂM]=0,1628z0'6549 ancer
plM) 02486 P 1 2 3 4

de piece

p AINORLIN I 1 1
4 2 8 8 8 8
F 1 1 1 1
8 8 8 8

307



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

2. 3x%=§=0,375 (voir cases grisées dans le

tableau).

3. Modéliser par une variable aléatoire

1.
g, -1 0 4 19 99
plG=g) | 0865 | 0,1 | 0,02 | 0,01 | 0,005
2.a) * E(G)=0,865x(-1)+0,1x0+0,02x 4 +

0,01 x 19 + 0,005 x 99
=-0,1

* V(6] =0,865 x (-1~ (-0,1))+ 0,1 x (0 - (-0,1))7 +
0,02 x (4 -(-0,1))2+ 0,01 x (19 - (-0,1))2 +
0,005 x (99 - (-0,1))2

=53,79

¢ 6(G) = \V(G) = +/53,79 = 7,33

b) Non car E(G) = 0.

3. plG = 15) = p(G = 19) + plG = 99) = 0,01 + 0,005

=0,015.

4. Savoir dénombrer

a)3!=3x2x1=6

b)5!=5x4x3x2x1=120

,[1000] :

e) 51 _ 120 _ o
3'><[5 3]' 3Ix2! 6x2

f) 6 6! _ 6x5! _ 6x120

4 4'><[6 4]' 41x 2 4x3x2x1x2x1

120 15
8

Activités p. 366-367

1 Observer des tirages indépendants ou non

e Durée estimée : 25 min

o Objectif : Découvrir une méthode de calcul des
probabilités dans le cas de tirages indépendants
dans le cadre d’une question ouverte.
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A. Avec des boules
Ona:

o
o
oo|w
ol

~o|o~ |1 oo o~
©o|w |~ |~ ~|uo
o
AO
< O<K O OKK O O<KK O O< O

|~
|

<
|~ oo
| &

o
©
~

<
|on
|

<
co
w,

[
|

~

o
|l
|

<
|on o
o|w

i

w

<
|o~
|

<
(<)
1[N

donc cette probabilité est

Sty 3x2 1 ons

11109866

B. Avec des dés

L'arbre est trop compliqué a faire mais si on com-
mence a le tracer, on s'apercoit que, comme les
tirages sont indépendants, les probabilités pré-
sentes sur le chemin sont les probabilités d’obte-
nir respectivement 2 puis 3 puis 4 etc.

Ona:
Dé 1 1 2 3 4 9 6
Dé 2
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12




CHAPITRE 12: Succession d'épreuves indépendantes et loi binomiale

La probabilité cherchée est donc

P2 xplB) % xpl12) = x 2 x 25 B S
36 36 36 36 36
6 5 4 3 2 1_6!><5!

—X—X—X—X-—X—=
36 36 36 36 36 36 36"
=7x 107

2 Reconnaitre un schéma de Bernoulli

¢ Durée estimée : 25 min
e Objectif : Découvrir les schémas de Bernoulli.

1. a) 05 _ p1

0,5 P1§P2
05 P1<P2%P1
05 _
05 - P1
05 05 P1§P2
P2 0 o
05 —P2—__
05

b) La probabilité que le programme P1 soit au
moins a moitié exécuté a lissue des trois plages
est la probabilité qu’il soit appelé 2 ou 3 fois c’est-
a-dire 4x0,5%x0,5x0,5=0,5(chemins 1,2, 3et5
en partant du haut de larbre).

c) Oui et oui.
2. a)
0 P1
{ P1 < -
P1 05 p
0 0.5 P2<
0,5 P2
P1 05 pr
05 08 05 P1 ? -
P2 05 pi
0,5 P2<
0,5 P2
05— p1
05 P1 <
P1 < 052
0,5
0,5 05 05 - < P1
0,5 P2
P2 05 1

P2
P1

o
o
-
N
o o
o o
0 o
N =
o o
o1 ol

o

ol
R
N

b) On ne répete pas des épreuves identiques car
dans le cas oU le programme P1 est appelé les
trois premiéres fois, alors il est entierement exé-
cuté et ne peut plus étre appelé.

La derniere épreuve a donc forcément pour résul-
tat P2, ce qui n’est pas le cas des autres épreuves :
ce n'est pas un schéma de Bernoulli (c’était le cas
pour la succession des 3 premieres plages dans la
question 1. a).

3 Découvrir la loi binomiale

¢ Durée estimée : 30 min

e Objectif : Découvrir la loi binomiale et calculer
des probabilités « a la main » a laide de larbre
associé au schéma de Bernoulli.

1. La réponse dépend de l'éléve.

2. a) Soit le tir est réussi (c’est un succeés), soit
non. C'est donc bien une épreuve de Bernoulli.
b) On doit supposer que les résultats des tirs suc-
cessifs sont indépendants.
c) En appelant R un tir réussi :
0,548
0,548 ~ R

0,452
0,548

T o =

0,548 —
0,452 ~ R

0,452
0,548

F)

0,548 ~ R
0540 0.452 0,452

0,548

F)

5N
Mooy

0452~ R
0,452
0,548

F)

0,548 - R
0,452
0,548

F)

0,548 _
0,452 0,452 >~ R

0,452
0,548

F)

0,548 - R

0,452 0,524

0,548

Fi

e
i o

A

0452 >R
0,452

d) La probabilité qu'au moins 3 tirs soient réussis
est 4 x 0,548% x 0,452 + 0,548 = 0,39 (il y a 4 che-
mins avec 3 tirs réussis : le 2¢, le 3¢, le 5¢ et 9¢ et
1 chemin avec 4 tirs réussis : le 1¢7).
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3. a) « Soit le tir est réussi (c’est un succes), soit
non donc c’est bien une épreuve de Bernoulli.

e On doit supposer que les résultats des tirs suc-
cessifs sont indépendants.
0,343
0343 ~ R
0,657
0,343

T o =

A

0,343 _
0,657~ R < B
? 0,657 R
0343 R
0343 - R < _
0,343 0657 TR
R 0343 R
0,657~ R < B
0,657 R
0343 R
0343 - R < _
R < 0,657 R
0,343~ R
0,343 _
0,657 0,657~ R < B
2 0,657 R
0343 R
0,343~ R
0,657

0,524
0,343

£

£

A

0,657~ R
0,657

b) La probabilité qu’au moins 2 tirs soient réussis
est:
6x0,3432x0,6572+ 4x0,343°x 0,657 + 0,343 = 0,42
(ily a 6 chemins avec 2 tirs réussis : le 4°, le 6, le
7¢, le 108, le 11¢ et 13¢, il y a 4 chemins avec 3 tirs
réussis : le 2¢, le 3¢, le 5¢ et 9¢ et 1 chemin avec
4 tirs réussis : le 1°7).

4. Dans ces deux cas, il marque au moins 6 points
siD =3 ouT=2dont les probabilités respectives
sont approximativement 0,39 et 0,42 : il doit donc
préférer Uoption a 3 points.

4 Trouver une probabilité

avec la loi binomiale

e Durée estimée : 25 min

¢ Objectif : Découvrir la formule donnant p(X = k)
dans le cas ou X suit la loi binomiale.

1.a) D suit la loi binomiale de paramétres n = 8 et
p = 0,548.

b) 28 = 256
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2. 12 = 6 x 2 donc l'événement « marquer exacte-
ment 12 points » correspond a l'événement D = 6
donc k = 6.

3. a) On considére lensemble {a ;b ;c;d;e; f},
olU a, b, c, d, e et f sont des entiers distincts com-
pris entre 1 et 8, correspondant aux numéros des
branches sur lesquelles se trouvent les pondéra-
tions 0,548 sur un chemin correspondant a 6 suc-
ces (parexemple{1;2;3;4;5; 8} correspond au
chemin de 8 branches sur lesquelles les pondéra-
tions 0,543 se trouvent sur les branches numéros
1,2,3,4,5et8).

Trouver le nombre de branches correspondant a é
succes (en 8 tirs) revient a trouver le nombre d’en-
sembles a 6 éléments distincts choisis parmi 8

c'est-a-dire (ZJ =28.

b) La probabilité associée a chacun de ces che-
mins est 0,548 x 0,4522.

c) La probabilité qu’il marque exactement 12 points
est donc p(D = 6) = 28 x 0,548¢ x 0,4522 =~ 0,15.

A vous de jouer p. 369

1. 1. a) Oui : on remet la boule tirée dans l'urne
donc sa composition est identique a chaque tirage.
b) Les tirages sont indépendants donc

6 6 180

PR SN NN =2 x &5 & - 180
11 11 11 1331

0,135.

2. On ne remet pas la boule tirée dans lurne
donc sa composition change a chaque tirage : les
tirages ne sont pas indépendants.

e
o/ |\ olu;
Z VW Z VW Z VW Z D

o
|

~o
|~

ixix§=£=0,152.

11 10 9 33
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2. Lunivers associé a cette expérience est
{G:D; A} et
pllD;D;G;D;D;A)=0,87x0,12x0,01 = 0,0007.

3. 1. On considére une succession de 3 expé-
riences de Bernoulli (en considérant qu'un succés
est obtenir « PILE » par exemple) identiques et
indépendantes avec la probabilité d'un succés qui
est 0,75 donc cette succession d'épreuves est bien
un schéma de Bernoulliavecn=3 et p=0,75.

2. 0.75_ p
075 - P < -
0,25
P 0.75
0,75 ' P
025~ F <
025 F
0,75 _p
075 P <
0,25 . 0,25 F
0,75 _p
025 F <
025 F

3. La probabilité d'obtenir exactement un succes
est 3 x 0,75 x 0,252 = 0,140 625 (4¢, 6° et 7¢ che-
mins).

4. 1. Toutes les parties sont indépendantes.

2. Si on fait un arbre, il y a un seul chemin cor-
respondant a 5 parties perdues et toutes les pon-
dérations inscrites dessus sont 0,9 donc cette
probabilité est 0,9° = 0,590 49.

On peut aussi utiliser la formule générale pour
une succession d’épreuves indépendantes
pllE; E; E; E; E)) =plE)x plE) x p(E) x pE) x p(E) = 0,9°.

5.1.Xdonne le nombre de succés lorsque Uon réa-
lise n = 20fois de maniere indépendante la méme
épreuve de Bernoulli (un succés correspond a
« obtenir FACE ») de paramétre p = 0,5 donc X suit
la loi binomiale de parametres n=20et p =0,5.

2.p(X=11)= [20] % 0,5' x 0,52-11
1

= | 20| %057 =016
(N

6. 1. T donne le nombre de succes lorsque l'on
réalise n = 15 fois de maniere indépendante la
méme épreuve de Bernoulli (un succés corres-

pond a « obtenir un tréfle ») de parametre p = 0,25
donc T suit la loi binomiale de paramétres n = 15
etp=0,25.

2.p(T=5)= [1 5] x 0,255 x 0,75'5-5
5

- [E’J % 0,255 % 0.75" = 0,17
7.1.p(X > 6) =1 - plX < 6) = 0,62
2.0(3=X<12)=plX=11)-plX <2 =0,97

8.1.plY <24)=plY=23)=0,15
2.p(21 <Y< 25)=plY=<24) - plYy <21) = 0,26

9. ¢ Lespérance associée a B, est environ 22 et
celle associée a B, est environ 4 donc B, a la plus
grande espérance.

* Le diagramme associé a B, est plus haut et
moins large que celui associé a B, donc c’est la loi
a B, quia le plus grand écart-type.

10.1.E(X) = 4 et nx 0,22 = E[X) donc n = 20 puisque
n est un multiple de 10.

2. V(X)=20x0,22x0,78 = 3,432

11. La probabilité qu’il puisse accueillir tous les
clients se présentant est p(C < 43) = 0,98 donc oui.

12.Laprobabilité qu’elleaitaumoins 29 éléves dans
sa classe l'année prochaine est p(E = 29) = 0,993
donc oui.
13, Ici, o= 0,1 et % - 0,05.
plY <3)=plY=2)=0,0996 > 0,05donc[3; 9] n"est
pas centré.

: o
14. Ici, 0= 0,05 et E =0,025.
plZ <11)=plZ=<10)=0,012 < 0,025 et

plZ > 26) =1 - plZ < 26) = 0,0245 < 0,025 donc
[11; 26] est centré.

15. On tabule p(Y < k] :
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18.plZ=k)=1-plZ <k
=1-plZ<k-1)

donc plZ = k) < 0,02

& 1-plZ<sk-1)=<0,02

o plZ<k-1)=0,798.

On tabule p(Z < x] :

donc k = 32.
16. On tabule p(Z < k) :

donc k - 1 =28 puis k = 29.

19. [ci %= 0,05et1- % =0,95 donc on cherche les

plus petits entiers a et b tels que p(Y < a) > 0,05 et
plY<b)=0,95.

On tabule plY < x] :
donc k =19.

17.plY =K =1 - plY < k)
=1-plY<k-1)doncplY=k)>0,8

o 1-plY<k-1)>0,8

oply=k-1)<0,2

On tabule p(Y < x) :

Uintervalle cherché est [6 ; 14].

20. Ici %: 0,005 et 1- % 0,995 donc on cherche

les plus petits entiersaetbtels que p(Z <a) > 0,005
et p(Z < b) = 0,995.

donck-1=2puisk=3.
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On tabule p(Z <X} :

Uintervalle cherché est [64 ; 86].

Exercices

apprendre a démontrer p. 380

Pour s’entrainer

L'événement X = k est réalisé si et seulement si on
n'a pas obtenu de 1 lors des k - 1 premiers essais.
En considérant qu'un succés S lors d'un lancer est

« obtenir 1 », de probabilité % plX = klest donc la

répéte k fois de maniére indépendante une méme
expérience de Bernoulli donc

k-1

k-1

plX =k = o ><1=5—-
6 6 6

Remarque : X suit la loi g¢éométrique de paramétre
1

6

Exercices

calculs et automatismes p. 381

21. Répétition d’épreuves indépendantes
3

1>< 1 xE=O,013.

6 |2 8

22. Epreuve de Bernoulli (1)
b)

23. Epreuve de Bernoulli (2)
a)etb)

24. Loi de Bernoulli
Faux il faut que ces valeurs soient 0 ou 1.

25. Schéma de Bernoulli

On doit justifier que ces épreuves sont des épreuves
de Bernoulli identiques et indépendantes.

26. Loi binomiale (1)

c) Attention, on regarde le nombre d'échecs et 0,2
est la probabilité d'un succes.

27. Loi binomiale (2)

ﬁ]x 0,1'%0,9%=02916

28. Loi binomiale (3)

(11OJ><0,91 x0,17=10x%x0,9%0,17=9x 1077

29. Espérance de la loi binomiale (1)
b) 200 x 0,63 = 126

30. Espérance de la loi binomiale (2)

b) Valeur sur laquelle la cloche est approximative-
ment centrée.

31. Intervalle de fluctuation
a) Vrai
plXe[1;9])=0,9876-0,0016=0,986 > 0,95.
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b) Faux [2 ; 9] obtenu avec la méthode 10 est plus
petit que [1; 9].

Exercices d'application p. 382-386

Succession d’épreuves, indépendantes ou non

32.1. Non car chaque tirage change la composition
de lurne donc a de linfluence sur les suivants.
2. Dans larbre ci-aprés, R désigne lobtention

d'une boule rouge, V d'un boule verte, J d’une
boule jaune et B d’une boule bleue.

R
Vv
J
B
R
Vv
J
B
R
Vv
J
B
R
Vv
J

3.a]lxi=ﬂzo,111

20719190
B 102,22 102 4105
20719 20719 19

c) Appelons J, l'événement « la premiére boule est
jaune » et R, l'événement « la deuxiéme boule est
rouge ».

PUINR,)

On cherche p, (J,) = vec
R, 1 o(R,)
2 7 7
e plJ,NR)=—x—=—
P50 99 T 190

314

7 6 10 7 2 7 1 7
e PIR)=—X—+—X—+—X—+—X—
20719 20719 20 19 20 19
_18_7
380 20
T
donc p, () =190 = 7 20 _2 4405
: 7190 1
20

d) Appelons V, l'événement « la premiére boule

est verte » et B, lévénement « la deuxiéme boule
est bleue ».

On cherche pg (V) = pnNBy) avec
p(B,)
10 1 1
e plVNB,)=—x—=—
PP = 50" 19 " 38
7 1T 10 1 2 1 1
e pB)=—X—+—xX—+—X—=—
20 19 20 19 20 19 20
1
donc p, (V) =38 = 1 20104500,
T 3 19
20

33.1. Comme elles ne font pas deux fois de suite
la méme activité, cela veut dire que lactivité
d'une semaine a de linfluence sur lactivité de la
semaine suivante donc les épreuves ne sont pas
indépendantes.

2. 0‘5 Cl
0,5 CO<
Cl 05T
05 05 —cl
' 05~ T <
05 —CO
05 _-co
05 _~Cl <
0,5 - 05 =T
05 ¢l
0,5 T <
0,5 —CO

3.2x%x0,58=0,25 (1° et 3¢ chemins).

34. 1. Non car chaque tirage change la composi-
tion de lurne donc a de linfluence sur les suivants.
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2.
18 N
2
Z Nﬁﬁ
3 N 278
20 17 N%N
® o N
, 18N
BN
20 N 31 \
— 18
16N _
R 5
8
3 17 16 17 3 16 17 16 3
3. —X—X—+—X—X—+—X—X—
20 19 18 20 19 18 20 19 18

= % = 0,358 (4¢, 6¢ et 7¢ chemins).

35. 1. C'est un tirage avec remise donc la com-

position de lurne reste la méme a chaque tirage :

les différents tirages n'ont pas d'influence les uns

sur les autres.

2. En notant B, G, N, O et V les différentes cou-

leurs, Lunivers associé a cette succession de trois

épreuvesest{B;G;N;0; VP

3.pl(B; G ; V) =p(B) x plG) x p(V)
=0,23x0,12x0,11 = 0,003

36. 1. Oui.
2.{1;2;3;4F
3.p((1;3;1;2;4))=0,4x0,2x0,4x0,2%0,2

=0,00128

37. 1. En prenant Uinitiale de chaque activité (par
exemple P pour pilate) {P; S; M} x{Z; CYx{F;Y; T}

2.pllP;C; V)= l><§><3=0,05.
4L 5 6

38. 1. Les résultats n’étant pas connus avant les
matchs, ils ne peuvent pas avoir d’influence les
uns sur les autres quand on considére ces trois
expériences aléatoires a priori.

2. V désigne la victoire et N le match nul :

{VReims ] N ] VLille} X {VStrasbourg ; N ' VMonaco} X {VMarseiLle ;
N ; VSaint-Etienne}
3.V, iN;V, _ )=034x0,26x0,55=0,04862.

Epreuve et loi de Bernoulli

39. En considérant qu'un succés est « L'éléve a
choisi la spécialité mathématiques » alors c’est
une expérience a deux issues, donc une épreuve
de Bernoulli, avec la probabilité d'un succes
p=0,71.

Remarque : Il est tout aussi légitime de considérer
qu’un succes est « L'éleve n'a pas choisi la spécia-
lité mathématiques » auquel cas,p = 0,29.

40. 1. En considérant qu'un succes est « Le TGV
arrive a U'heure » alors c’est une expérience a deux
issues, donc une épreuve de Bernoulli.

2. La probabilité d'un succés est p = 0,879.

41. Il y a trois résultats possibles a cette épreuve
(pierre, feuille ou ciseau) donc ce n'est pas une
épreuve de Bernoulli.

42. Par exemple, on tire au sort une boule dans
une urne contenant 3 boules rouges et 7 boules
vertes et on considere qu'un succes est « obtenir
une boule rouge ».

43. 1. C'est une expérience de Bernoulli car elle
a deux issues.

2.0,5
3. Soit p la probabilité d'obtenir PILE. Ici,
1-p=2p=1=3psp= %

44, On obtient :

* PILE ou 0 fois FACE avec une probabilité % ;

¢ FACE ou 1 fois FACE avec une probabilité% ;
donc les valeurs prises par X sont bien 0 et 1 avec

1 1
(X=1=—=doncp=—.
P 3 P 3

45, 1. Le chiffre des dizaines d'un entier entre 1
et12estOou .

Le dé étant équilibré, p(X =0] = % =0,75 (résultats

1;2:;3;..;8¢et9) etp[X= 1]=%=0,25 (résultats
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10; 11 et 12) donc X suit une loi de Bernoulli avec

p=0,25.
20na:
Dég| 1 2 3 4 5 6 7 8
Dé 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 4 5 6 7 8 9 110
3 4 5 6 7 8 9 110 ] 1
4 5 6 7 8 9 11011 |12

D’aprés ce tableau, plY =0) = 26 = 13 (résultats 2 ;
32 16
6 3.,
3;..;8et9etply =1=—=—[résultats 10; 11 et
32 16

12) donc Y suit une loi de Bernoulli avec p = %

46. random.randoml() renvoie un flottant aléatoire
entre 0 et 1donc cette fonction renvoie 1 avec une
probabilité 0,63 et 0 avec une probabilité 0,37 donc
X suit une loi de Bernoulli de parametre p = 0,63.

47. random.random() renvoie un flottant aléatoire
entre 0 et 1 donc cette fonction renvoie 0 avec une
probabilité 0,41 et 1 avec une probabilité 0,59 donc
X suit une loi de Bernoulli de parametre p = 0,59.

48. def bernoulli (p):

if random.random () <=p:
x=1

else:
x=0

return Xx

Schéma de Bernoulli

49. 1. On doit supposer que les lancers sont indé-
pendants.
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2. 0On considére qu’un succés (S) désigne le fait de
planter la boule sur le socle.

0,78 5
078 S <
022~ E
S 0,78
0,78 - S
022~ E <
022~ E
078 g
078 S <
0,22 022~ E
E 078 g
0,22~ E <
022 E

3.a) 0,78 x 0,22 x 0,22 + 0,22 x 0,78 x 0,22 + 0,22
%x0,22x0,78 =0,113.

b) 0,78° + 3 x 0,782% 0,22 = 0,876

50. 1. On doit supposer que les appels sont indé-
pendants.

2. On considére qu’'un succés (S) désigne le fait
que l'appel soit injustifié.

S 081 E
019 s
019 S <
0,19 0,81 08T E
E 019 s
081~ E <
081 E
019 g
019 S <
081 E
S 0.19
081 019 19 -3
081~ E <
c 08T E
019 s
019 - S <
0,81 08T E
E 019 s
081~ E <
081 E

3.a) 6x0,812x0,192= 0,142

b) C'est le contraire de « tous les appels sont
injustifiés » donc 1 - 0,194 = 0,999.
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51. 1. En considérant qu'un succes (S) est « il
regarde son téléphone »,0n considére une succes-
sion de 4 expériences de Bernoulli identiques et
indépendantes avec la probabilité d'un succés qui

2 . . .
est 5 donc cette succession d'épreuves est bien

un schéma de Bernoulliavecn=4¢et p= %

2.

wn
wn
/\OIN

w[N w[N w[N wN
w|— w|— w|—= w|—=
wn
/\'J

w|N
m
INo wno
=, |

w(No
w
Ao

m
INo
|

N
|

w(No
w
m
N wlno
=, =,

wn m
w w
w w w w|=/ \w w w
m O m O m O m O m 0o m O m O m O

m
w
w|—

N

w|—
m
INo

|

4 3
3. E +4 % Z ><1=0,296
3 3 3

52.a) p(X =1 = j‘] x 0,421  0,58°

4x0,42x0,195=0,328

n

x 0,422 x 0,587

b) p(X =2)=| 4
-2+

~6x0,176 x 0,336 = 0,355
c)ply =1) =[‘1*J % 0,58" x 0,42°

=4x0,58x%x0,074=0,172

d) ply =2)= (g] x 0,582 x 0,422 = 0,355

Remarque : Ces approximations ne sont pas trées
bonnes.

53.a) p(X =2)= (120] x 0,342 % 0,66°
~45%0,12% 0,04 = 0,216
b) plX = 4) = [TJ x 0,344 % 0,665
~210% 0,01 x 0,08 = 0,168
c) plvy =9)= [190] x 0,66° 0,34
~10% 0,02 x 0,34 = 0,068
d) ply =2) = (120J x 0,662 x 0,348

=45x0,44x0=0

Remarque : Ces approximations ne sont pas trés
bonnes.

54. 1. En considérant qu'un succés pour chacun
des lancers est « obtenir rouge », X donne le
nombre de succes lorsque l'on réalise n = 20 fois
de maniere indépendante la méme expérience de
Bernoulli, dont la probabilité de succés [« obtenir

rouge ») est p = g Donc X suit la loi binomiale de

1
19
X —_

55. 1. En considérant qu’un succés pour chacun
des 10 passagers est « le passager s'est endormi
», X donne le nombre de succes lorsque l'on réa-
lise n = 10 fois de maniére indépendante la méme
expérience de Bernoulli dont la probabilité de
succes [« le passager s'est endormi ») est p = 0,68.
Donc X suit la loi binomiale de parametres n = 10
et p=0,68.

R 18
arametresn=20et p=—.
p p 37

2. On cherche p(X=9] ZOXEQ
- On cherche plX=9)=| , 37

=0,168
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2. plX =8)= {180] x 0,68¢ % 0,322 = 0,211
o« plX=9)= [19(3] x 0,687 x 0,32' = 0,099

o plX=10)= Ugj x 0,68'0 x 0,32° = 0,021

3. On cherche p(X = 8) = p(X = 8) + p(X = 9) + p(X = 10]
= 0,211 + 0,099 + 0,021
=0,331.

Remarque : On peut aussi utiliser les fonctionnali-
tés avancées de la calculatrice.

56. 1. En considérant qu'un succés pour chacun
des 35 éleves est « l'éleve est mineur en fin d’an-
née », M donne le nombre de succes lorsque l'on
réalise n = 35 fois de maniere indépendante la
méme expérience de Bernoulli, dont la probabilité
de succés [« l'éléve est mineur en fin d’année »)
est p = 0,33. Donc M suit la loi binomiale de para-
metres n =35 et p =0,67.

2.0 p(M=10)= [?g) % 0,331 % 0,67% = 0,126
. p[M=11]=(??]x 0,33 x 0,67% = 0,141
«p(M=12)= (?gj % 0,332 x 0,672 = 0,139

3. On cherche
pl1I0 =M< 12)=pM=10)+pM=11) + p(M=12)
=0,126 + 0,141 + 0,139 = 0,406

Remarque : On peut aussi utiliser les fonctionnali-
tés avancées de la calculatrice.

Calculs de probabilités avec la loi binomiale
57. a) Environ 0,197. b) Environ 0,366.
c) Environ 0,861. d) Environ 0,66.

58. a) Environ 0,327.
¢) Environ 0,648.

b) Environ 0,059.
d) Environ 0,354.
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59. a) Environ 0,839.
c) Environ 0,573.

b) Environ 0,348.
d) Environ 0,439.

60. a) Environ 0,398.
c) Environ 0,922.

b) Environ 0,637.
d) Environ 0,95.

61. G suit la loi binomiale de parameétres n = 1000
etp=0,1.

a) p(G > 100) ~ 0,473

b) p(G < 85) = 0,049

¢) p(95 < G < 105) = 0,438
d) p(90 < G < 110) = 0,684

62. On consideére la variable aléatoire X donnant
le nombre de personnes végétariennes parmi les
250 personnes prenant un repas a cette cantine.
Elle suit la loi binomiale de parametres n = 250 et
p=0,12. On cherche p(X > 32) = 0,307.

63. On considére la variable aléatoire X donnant
le nombre de personnes en fauteuil roulant parmi
les 1 250 personnes prenant ce train. Elle suit la
loi binomiale de parametres n = 1250 et p = 0,02.

On cherche p(X > 30) = 0,134.

Espérance, variance et écart-type par le calcul
64.1. ¢£(X) =20x0,83=16,6
e V(X)=20x%0,83%0,17 = 2,822

e olX)= JVIX) = 2,822 = 1680

2.2 £[Y) =100x 0,79 =79
e V[Y)=100x0,79 x 0,21 = 16,59

e 6lX)= V1) = 16,59 = 4,073

65.

def param_binom (n,p) :
e=n*p
v=n*p*(1-p)
s=math._.sqrt(v)
return [e,v,s]

66. 1. En supposant les tickets indépendants, X
suit la loi binomiale de paramétresn=10etp=0,1
et Y suit la loi binomiale de parameétres n = 20 et
p =0,05.
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OnadoncEX)=10x0,1=1etE(Y)=20%x0,05=1
donc E(X]) = E(Y)ce qui veut dire « qu’en moyenne »,
sur un grand nombre de répétitions, elle aura un
seul ticket gagnant sur tous les tickets achetés
dans les deux cas.

2.a) 6(X) =4/10x 0,1x 0,9 = 0,949 et
o(Y) =4/20%x 0,05 0,95 = 0,975.

b) Comme o(Y) > o(X), la dispersion est plus éle-
vée en achetant 20 tickets du jeu n°2 c’est-a-dire
que l'on aura des nombres de tickets globalement
plus éloignés de lespérance (1) sur un grand
nombre de répétitions (mais c’est tres léger car
les écarts-types sont assez proches).

67.1. E(X) = np et VIX) = np(1 - p)
donc EX)(1 - p) = VIX)

soit 1—p=M=M=O,64.
E(X) 432

2.Ainsip=1—0,64=0,36etn=@=ﬁ=120.

p 036

68. V(Y) = 1,52 = 2,25 donc il s'agit de résoudre
25xpx(1-p)=225¢-25p%+25p-2,25=0.

La résolution de cette équation donne p = 0,1 ou
p=0,9:0,1et0,9 sont les valeurs possibles de p.

69. 1.np=2doncn=g.
P

1

Ona L>—>Ldonc

015 p 016

——=np=-=—

0,15 p 016

Comme i = 13,3 et i =125alorsn=13.

2

13

Espérance, variance et écart-type :
aspect graphique

70.1.a) E(X) =10

10
b) np=10 n=—=
P 0,4

2.p

25

2. Le diagramme en barres associé a B” est plus
haut et moins large que celui associé a B donc

Uécart-type associé a B est plus grand que celui
associé a B".

71. 1. Soit X suivant la loi a B.

On peut penser que E(X] = 7donc p = 7 =0,7 donc
10

p =0,66.

2. L es diagrammes semblent symétriques ce qui

veut dire qu’ils ont mémes largeurs et hauteurs

donc on peut penser qu'ils correspondent a des
lois binomiales ayant mémes écarts-types.

Vérification du respect d’un seuil

72. La variable aléatoire X donnant le nombre
d'articles qu’il a trouvé suit la loi binomiale de
parameétresn=30etp=0,9.

a) p(Xx < 28) = 0,589
donc plX < 28) < 0,99 donc non.
b) p(X = 23) = 0,992
donc p(X = 23) = 0,99 donc oui.

c)p(21<X<29)=0,957 doncp(21 < X<29)<0,99
donc non.

73.1.plX € [2; 24]) = 0,962 donc
plX €1[2;24]) = 0,95 : [2 ; 24] est un intervalle de
fluctuation au seuil de 0,95.

2.p(X € [13;26]) = 0,994 donc
plX € [13; 26]) = 0,99 : [13 ; 26] est un intervalle
de fluctuation au risque de 1 %.

74. La variable aléatoire X donnant le nombre de
« 100 m » courus en moins de 13 s suit la loi bino-
miale de parameétres n = 61et p = 0,94.

a)p(53 <X=<60)=0,968 donc p(53 < X =< 60) = 0,95
donc oui.

b) p(X < 59) = 0,717 donc p(X < 59) < 0,95 donc
non.

c) p(X>53)= 0,971 donc p(X > 53] = 0,95 donc oui.
d) p(X < 57) = 0,502 donc p(X < 57) < 0,95 donc non.

Vérification qu’un intervalle
est un intervalle de fluctuation centré

75. 1. Ici, o = 0,05 donc % = 0,025,

plX < 18] = 0,022 et p(X > 35] = 0,021
donc p(X < 18) =< 0,025 et p(X > 35) < 0,025 :
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[18 ; 35] est bien un intervalle de fluctuation cen-
tré au seuil de 95 %.

2. i, 0.= 0,01 donc % - 0,005,

p(X < 15) = 0,003 et p(X > 38) = 0,004 donc

plX < 15) < 0,005 et p(X > 38) < 0,005 :

[15 ; 38] est bien un intervalle de fluctuation cen-
tré au risque de 1 %.

76.1. Ici, o = 0,05 donc %: 0,025.

plY < 9] = 0,016 et plY > 21) = 0,028 donc
plyY>21) > 0,025:[9; 21] n’est pas un intervalle
de fluctuation centré au seuil de 95 %.

2.a) Ici, 0= 0,1 donc%=0,05. plY < 10) = 0,035 et
plY > 21) = 0,028 donc plY < 10) < 0,05 et p(Y > 21)
< 0,05 : [10 ; 21] est un intervalle de fluctuation
centré au seuil de 90 %.

b) plY < 9) < plY < 10) donc p(Y < 9) < 0,05 et
plY > 22) < p(Y > 21) donc plY > 22) < 0,05 donc
[9 ; 22] est un intervalle de fluctuation centré au
seuil de 90 % donc au risque de 10 %.

Exercices d’entrainement p. 387-391

Successions d’épreuves

77.1. La ligne permet de définir une liste dont :

e le 1°" élément est un entier aléatoire entre 2 et
4 ce qui correspond au 1°" tirage ;
e le 2¢ élément est un entier aléatoire entre 2 et
Sce qui correspond au 2¢ tirage ;
o le 3° élément est un entier aléatoire entre 2 et 6
ce qui correspond au 3¢ tirage.
Le « tirage » de chaque élément de la liste n"a pas
d’'influence sur les autres donc c’est une succes-
sion de trois épreuves indépendantes.
Remarque : for i1 in range(1,4) correspond
a«pouriallantde 1a3».
2.{2;3;4}x1{2;3;4;5}x{2;3;4;5; 6}
3. 0n cherche pl(2 ; 3 ; 4)) = p(2) x p(3) x p(4)

1T 1 1

=lx—x—- :
3 4 5 60
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[0] 15 1
315 21
60 4
1 = 2 = 3 = 4 5 -
et p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = 315 21

2.a){0;1;2;3;4;5)F
b) pl(2;4;3;3;0))=pl2) x pl4) x p(3) x p(3) x p(0)

4 A il =0,000063
21 271

79.1.0,7x0,35%x 0,38 x 0,59 = 0,055
2.0,7x0,65%x0,62x0,41=0,116
3. Soit t ce taux de réussite sous forme décimale.

Ona0,7%x0,65x0,38x0,59%xt=0,07donct=0,69
soit un taux de réussite d’environ 69 %.

=[0.7, 0.65, 0.38, 0.59, 0.69]

80. 1. On considére les événements :
e B7h15: « elle a le bus de 7h15 » ;

e B7h20 : « elle a le bus de 7h20 » ;

e M7h30 : « elle a le métro de 7h30 » ;
e M7h35 : « elle a le métro de 7h35 » ;
e T:«ellearrive a U'heure ».
Onaalors:

0.9~ M7h30 T
B7h15

0'75 0,85 T

0.1 M7h35 < _

015 - T

1

03~ M7h30 T

B7h20 085 _ 1

0.7~ M7h35 < _

015 = T

2.p(T)=0,75%0,9%1+0,75x0,1x 0,85

+0,25%x0,3x1+0,25x0,7%x0,85=0,9625
3.Sielle se leve n minutes plus tot, Uarbre devient :
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0.9~ M7h30 T
n B7h15
0,75+ —
75+ 700 ~ 0,85 T
' M7h35 _
015~ T
1
n 0.3 M7h30 T
0'25_ﬁ
B7h20 085 T
07 M7h35<_
015 = T
Il s'agit donc de résoudre p(7) = 0,98 avec

plT)=]0,75+ " |x0,9%1+] 0,75+ |x 0,1% 0,85
100 100

#1025- " |x03x1+[025--"|x01x085
100 100

= 09625+ 2997 <ot 0,9625+ 2977 = 0 98
100 100
< 96,25 +0,09n =98
Sn= ﬁ avec ﬁ = 19,4 donc il faut qu’elle se
0,09 0,09

leve au moins 20 minutes plus tot.

Loi binomiale

81. Les différentes simulations réalisées avec la
fonction bernoul 1§ sont indépendantes et L est
une liste de taille n constituée de 1, correspondant
a un succes, avec une probabilité p et de 0, cor-
respondant a un échec, avec une probabilité1 - p.

La somme des éléments de L, renvoyée par la
fonction binomiale, donne donc bien le nombre
de succes lorsque lon réalise n fois de maniére
indépendante une méme expérience de Bernoulli
de paramétre p donc elle simule une variable
aléatoire suivante la loi B(n ; p).

82. 1. On considere qu’un bit mal transmis est un
succes, sa probabilité est p = 0,01. X donne donc
bien le nombre de succés lorsque l'on réalise n =8
fois de maniére indépendante la méme expérience
de Bernoulli de paramétre p = 0,01 donc X suit la
loi binomiale de paramétres n=8 et p=0,01.

2. plX =2) ~ 0,003

3. plX = 3) = 0,00005 ce qui parait en effet négli-
geable.

83. 1. On appelle T, l'événement « le produit
défectueux passe le 1°"test » et T, lévénement « le
produit défectueux passe le 2¢ test ». On a alors :

0,08 1

0,12 T1<_

092 T,

0
0887 <

1 _

092 T2

La probabilité qu'un produit défectueux soit mis
en vente est donc 0,12 x 0,08 = 0,0096.

2. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre
de produits défectueux mis en vente parmi ces
100. X suit la loi B (100 ; 0,0096).

On cherche p(X = 3) = 0,072.

84. 1. Les n = 5 éléments de la liste sont des
entiers aléatoires entre 1 et 10 générés indépen-
damment et on considére que le résultat obtenu
est un succes s'il est inférieur ou égal a 6, la pro-
babilité d'un succes est donc p = 0,6.

X donne bien le nombre de succes lorsque l'on
réalise n = 5 fois de maniere indépendante la
méme expérience de Bernoulli de parameétre
p = 0,6 donc X suit la loi binomiale de parameétres
n=5etp=0,6.

2.

import random
L=[random.randint (1, 10) for i inrange (5)]
=0
for a in L:
if a<7:
T.append (1)
else:
T.append(0)

Utiliser Uexpression de p(X = 0) ou p(X = k)
85.1.plX=n)=0,25"
On résout donc 0,25" = 9,5 x 107
< nln(0,25) = n(9,5% 107)
_1n(9,5x107)
~ 1n(0,25)
2.plX=0)=0,75

On résout donc 0,75" = 0,0001
< nln(0,75) = In(0,0001)

__n(0,0001)
(n(0,75)

donc n=10.

donc n = 32.
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86.1. p(Y=0) = 0,56".
On résout donc 0,56" < 105 <> nln (0,56) < Ln (1079)
- (n(10-9)
(n(0,56)
2.ply=1=1-ply=0)=1-056"
On résout donc 1 - 0,56" > 0,99 < 0,56" < 0,01
(n(0,01)
(n(0,56)

donc la valeur cherchée est n = 20.

< nln(0,56) < n(0,01) & n > donc la

valeur cherchée est n = 8.

87.1. plZ =n)=0,89"

On résout donc 0,89" > 0,01 < nln(0,89) > n(0,01)
(n(0,07)
(n(0,89)

2.plZ<n)=1-plZ=n)=1-0,89"

On résout donc 1 - 0,89" > 0,75 < 0,89" < 0,25

(n(0,25)

(n(0,89)

n< donc la valeur cherchée est n = 39.

< nln(0,89) < n(0,25) < n > donc la

valeur cherchée estn=12.

88. On appelle n le nombre d’obstacles mis dans
le niveau et X la variable aléatoire donnant le
nombre d’obstacles touchés. En admettant tous
les obstacles indépendants, X suit la loi binomiale
de paramétres n et p = 0,05.

On cherche a résoudre p(X=0) > 0,5 0,95" > 0,5
(n(0,5)

(n(0,95)

< nln(0,95) > In(0,5) @ n < doncn<13:

elle pourra mettre au maximum 13 fois cet obstacle.

89. 1. On appelle n le nombre de parties jouées et
X la variable aléatoire donnant le nombre de par-
ties gagnées. Comme tous les tirages sont indé-
pendants, X suit la loi binomiale de parametres n

1

etp=———.
P 19068 840

On cherche a résoudre p(X = 1] = 0,01

s 1-pX=0) 20,01(:)1—[

19068839 .
19068839 _
119068840 '

19068 839 = 0,01
19068 840
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l (1 9068 839

n < n(0,99)
19068 840

on= (n(0,99)
In 19068839
19068 840
Remarque : On pourra faire remarquer aux éléves
qu’il faut déja un nombre énorme de parties pour

avoir ne serait-ce qu'une toute petite chance
(supérieure a 1 %) de gagner !

donc n = 191 649.

2. Il y a 52 semaines dans une années soit 156
tirages.

On calcule 191649

= 1229 donc il faudrait jouer a

tous les tirages pendant environ 1 229 années pour
avoir 1 (tout petit) % de chance de gagner le gros lot.

Comparaisons de lois binomiales

90. 1. * Le gain algébrique au premier jeu est -5
avec une probabilité 0,55 et 5 avec une probabilité
0,45 donc l'espérance de gain au 1¢" jeu est
-5x0,55+5x0,45=-0,5.

e Le gain algébrique au 2¢ jeu est -2 avec une pro-
babilité 0,82 et 8 avec une probabilité 0,18 donc
Uespérance de gain au 2¢ jeu est
-2x0,82+8x0,18=-0,2.

On perd donc moins d'argent avec le 2¢ jeu.

2. 20 tickets du premier jeu et 50 du deuxiéme.
3.a) * G, suit la loi B(20 ; 0,45) donc

E(G,) =20 x 0,45 =9.

* G,suit la loi B(50; 0,18) donc E(G,) = 50 x 0,18 = 9.
Cela veut donc dire que si l'on reproduit cette
expérience un grand nombre de fois (achat de
20 tickets du premier jeu ou de 50 du deuxieme

jeul, en moyenne, on a 9 tickets gagnants pour les
deux jeux.

b) 6(G,)=/20x 0,55% 0,45 = 2,2
et 6(G,)=4/50x 0,18 x 0,82 = 2,7 donc il est un peu

plus risqué d’acheter 50 tickets du deuxiéme jeu
car les valeurs fluctuent légerement plus autour
de 9 (il y aura donc plus souvent des valeurs éloi-
gnées de 9, en dessous ou au-dessus).
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c) On rentre dans ses frais si G, = 10 ou
G, = 10(puisqu’on a dépensé 100 € et que le gain
pour un ticket gagnant est 10 € dans les deux cas).
On calcule :

* plG, = 10) = 0,409 ;

*plG,=10)=0,412;

donc il est légérement plus probable de rentrer
dans ses frais en achetant 50 tickets du 2¢ jeu.

91. ¢ T suit la loi binomiale de parametres n = 20
etp=0,6.

¢ R suit la loi binomiale de paramétres n = 15 et
p=0,8.

al e p(T=10) = 0,872 ;
e p(R=10)=0,939;

donc si 10 répétitions sont nécessaires, il faut pri-
vilégier Rob.

b]°p[T> 15) = 0,126 ;
e p(R=15)=0,035;

donc si 15 répétitions sont nécessaires, il faut pri-
vilégier Tristane (mais dans les deux cas, ces évé-
nements sont improbables).

92. « On appelle X le nombre de postures man-
quées a l'épreuve 1 : X suit la loi binomiale de
paramétresn=10etp=0,5.

¢ On appelle Y le nombre de postures manquées a
Uépreuve 2 : Y suit la loi binomiale de paramétres
n=50etp=0,1.

1.ep(X=<3)=0,172

e p(Y=<3)=0,25

donc on doit plutdt choisir U'épreuve 2.
2. ¢ p(X<7)=0,945

*p(Y=<17)=0,878

donc on doit plutot choisir Uépreuve 1.

Déterminer un entier k avec p(X < k)
93.a) 15
b) 34

94. a) 20
b) 31

95. 1. F suit la loi binomiale de paramétres n = 20
et p=0,36.

On tabule x — p(F < x] et on obtient que le plus
petit entier k tel que p(F € [0 ; k]) = 0,95 c’est-a-
dire p(F < k) = 0,95 est 11.

2. 1—1 =0,55donc:
20

on peut étre sr au seuil de 95 % que la fréquence
de FACE obtenus sera inférieure ou égale a 55 %.

96.1.

def cumul_binomiale (n, p, k) :
proba=0
for 1 in range (k+1):
proba=proba+proba_binomiale (n, p, i)
return proba

2.

def seuil_binomiale (n, p,s):
i=0
while cumul_binomiale (n, p, i)<=s:
=i+l
return i

Déterminer un entier k avec p(X = k)
97.alplX=kl>09=pX<k-1)<0,1
On trouve k - 1 =30 puis k = 31.

b) p(X = k) = 0,05 @ plX<k-1)=<0,95
On trouve k - 1 =38 puis k = 39.

98.1.plY =kl > 0,99 & plY < k- 1) < 0,01
On trouve k - 1 =3 puis k = 4.
2.plY=K)<0,02plYy<k -1)=0,98
Ontrouve k"= 1=16 puis k"= 17.

99. 1. J suit la loi binomiale de parameétres n = 40
etp=0,35.

On cherche le plus grand k tel que plJ = K
=099 < pld<k-1)=<0,01.

On tabule x—p(J < x) et on obtient k - 1 = 6 soit
k=17.

2. l =0,175donc :
40

on peut étre sdir au seuil de 99 % que la fréquence
de boules jaunes obtenues sera supérieure ou
égalea 17,5 %.
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Déterminer un intervalle de fluctuation centré
100. On tabule k+— pX < k) :

donc [2 ; 11] est un intervalle de fluctuation
centré au seuil de 95 % (car p(X < 2) > 0,025 et
plX < 11) = 0,975).

101. On tabule k— plY < k) :

donc [44 ; 77] est un intervalle de fluctuation
centré au risque de 1 % (car p(X < 44) > 0,005 et
plX < 77) = 0,995).

102. 1. P suit la loi binomiale de paramétres n = 25

5
etp=—.
P 11
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On tabule k— p(P < k] :

donc [7 ; 16] est un intervalle de fluctuation
centré au seuil de 95 % (car p(X < 7) > 0,025 et
plX < 16) =0,975).

2. La fréquence de nombres pairs sur les 25

tirages est donc comprise entre % soit 28 % et g

soit 64 %, au risque de 5 %.

Problémes de seuil

103. Soit X le nombre de ces 237 éléves qui se
présenteront effectivement a la cantine.

X suit la loi binomiale de parametres n = 237 et
p=0,93.

1. On cherche a trouver le plus petit entier k tel
que plX < k) = 0,95 (ou p(X > k) < 0,05 ce qui est
équivalent] : la calculatrice donne k = 227 : il faut
prévoir au minimum 227 repas.

2. On cherche a trouver le plus petit entier k tel
que plX < k) = 0,99(ou p(X > k) < 0,01ce qui est
équivalent] : la calculatrice donne k = 229 : il faut
prévoir au minimum 229 repas.

104. Soit X le nombre de cartons jaunes recus sur
les 38 matchs.

X suit la loi binomiale de parameétres n = 38 et
p=0,15.

1. On cherche la plus petite valeur de n entiere
telle que p(X < n) = 0,99 : la calculatrice donne
n=11.

2.0n cherche la plus petite valeur de n entiere telle
que p(X > n) < 0,10c’est-a-dire p(X <n) > 0,9 : la
calculatrice donne n = 9.
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105. 1. Soit X la variable aléatoire donnant le

nombre de personnes comptant voter pour F. Fil-
lon dans l'échantillon.

X suit la loi binomiale de parametres n = 1 000et

p =0,200 Tet F = X donc le probleme revient a
1000

trouver le plus petit intervalle de fluctuation de X
de la forme [0 ; k] au seuil de 99 %.

La calculatrice donne [0 ; 230] pour plus petit
intervalle de fluctuation de X de la forme [0 ; k] au
seuil de 99 % c’est-a-dire que [0 ; 023] est le plus
petit intervalle de fluctuation de F de la forme [0 ;
k] au seuil de 99 %.

2.0n avu que normalement, un sondage sur 1000
personnes devrait donner au maximum 23 % d’in-
tentions de vote a F. Fillon, au seuil de 95 %.

e Pour les sondages de 2016, il y a donc un souci
car non pas un (cela pourrait arriver dans la mul-
titude de sondages) mais la plupart des sondages
donnent un score, 25 %, trés largement au-des-
sus des 23 % : ces sondages ne sont pas repreé-
sentatifs, on peut penser qu’ils ont été faits trop
tot et n'ont donc que peu de valeur.

¢ Pour les sondages a partir de 2017, on ne peut
rien dire, cela semble cohérent (on pourrait don-
ner un intervalle de fluctuation centré pour dis-
cuter du 17 %) donc ces sondages semblent
pertinents.

106. 1. On considere la variable aléatoire X don-
nant le nombre d'atomes de carbone 14 présents
aprés 11 460. X suit la loi binomiale de paramétres
n=100000etp=0,25.

On tabule k — p(X < k) :

Donc a =24 732.
On procede de méme pour b ;
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donc b =25 269.

Ainsi, Uintervalle [24 732 ; 25 269] est un intervalle
de fluctuation centré du nombre d’atomes res-
tants, au seuil de 95 %.

2. Au départ, il y avait 100 000 x 10'? = 107 atomes
de carbones 12 pour 100 000 atomes de carbone
14. Comme ils ne se désintegrent pas, il en reste
10" pour entre 24 732 et 25 269 c’est-a-dire entre
4,04 x 10" et 3,96 x 10'? atomes de carbone 12
pour un atome de carbone 14 c’est-a-dire autour
de 4 x 102

Trouver noup

107. 1. Soit X la variable aléatoire donnant le
nombre de personnes prenant le vol pour n billets
vendus.

X suit la loi binomiale de paramétres n (inconnu)
etp=0,91.

On tabule n— p(X < 180) (en partant de 180) avec
les instructions :

e Y1=binomFRép(X,0.91,180) (TI) ;

e Y1=BinomialCD(180,x,0.91) (casio) ;

e f(x)=binomcdf(180,%,0.91) (humworks).
On obtient :

donc pour 191 billets vendus, la probabilité que le
nombre de personnes prenant effectivement le vol
soit inférieur ou égal a 180 (c’est-a-dire que tout
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le monde puisse prendre place dans lavion) est
environ 0,96 donc supérieure ou égale a 0,95.

2. C’est la méme question avec 0,99 au lieu de 0,95
donc on peut vendre 189 billets.

108. Soit X lavariable aléatoire donnant le nombre
de chocs recus sur 15 000 obstacles.

X suit la loi binomiale de parameétres n = 15 000 et
p inconnu.

On cherche a trouver p tel que p(X > 3 000) < 0,03
c’est-a-dire p(X < 3 000) > 0,97.

On tabule p+— p(X < 3 000) (d’abord avec un pas de
0,1 puis un pas de 0,01, etc.) avec les instructions :
* Y1=binomFRép (15000, X,3000) (TI) ;

e Y1=BinomialCD(3000,15000,x) (casio) ;
* f{x)=binomcd (3000, 15000, x) (numworks).
On obtient :

donc p =0,193.

Tests d’hypothéses

109. 1. C suit la loi binomiale de parameétres
n=600etp=0,8.

2. [461 ; 499]

3. a) On s'attendait & un nombre de contrats entre
461 et 499 donc le nombre de 550 est nettement
plus élevé.

b) On peut penser que cette affirmation est fausse,
au risque d’erreur de 5 %.

110. 1. G suit la loi binomiale de parameétres
n=400etp=0,9.

2. Un intervalle de fluctuation centré de G au seuil
de 95 % est [348 ; 371] donc un intervalle de fluc-

tuation centré de au seuil de 95 % est

{ﬁ.ﬂ

: c’est-a-dire [0,87 ; 0,9275].
400 400
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3. On s'attendait a entre 87 % et 92,75 % de
patients guéris et il y en a 87,5 % ce qui est bien
entre 87 % et 92,75 %. On ne peut donc pas douter
du pourcentage d'efficacité annoncé.

111. 1. X suit la loi binomiale de parameétres
n=1000etp=0,03.

On trouvel0 ; al = [0 ; 43].

2. 39 € [0 ; 43] donc le taux de défaut est dans la
fourchette attendue, au seuil de 99 %.

112. 1. a) X suit la loi binomiale de parameétres

n = 600 et p=% donc il peut « espérer » avoir
E(X) =600 x % =200 plans homozygotes.

b) [178 ; 223]

¢) 201 €[178;223]donc rien ne permet de remettre
en cause sa théorie. On peut néanmoins s'interro-
ger sur le fait que la valeur trouvée, 201, soit aussi
proche de la valeur « idéale » 200.

2.a) X suit la loi binomiale de paramétres
n = 600 et p = 0,37donc il peut « espérer » avoir
E(X) = 600 x 0,37 = 222plans homozygotes.

b) [199 ; 245]

c) 201 € [199 ; 245]donc rien ne permet de
remettre en cause sa théorie.

3. Le nombre de plans homozygotes trouvés, 201,
est tres proche du nombre que Mendel pensait
idéal, 200, mais beaucoup moins de celui « réelle-
ment idéal », 222. On a donc pu penser que Mendel
avait truqué ses résultats afin d'avoir un résultat
quasi parfait et ainsi valider sa théorie.

Remarque : On pourra faire remarquer aux éleves
que Uexpérience de Mendel est facilement repro-
ductible et que tout(e] scientifique (munile) du
matériel nécessaire) peut reproduire 'expérience
afin de vérifier s'ilou elle trouve des résultats com-
patibles avec la théorie de Mendel. Cette notion
de reproductibilité d'expérience est au cceur de la
méthode scientifique.

113. Pour la premiére partie (réflexion des éléves),
toutes les réponses sont valables.

La solution de Pascal est la suivante :

e Le perdant de la premiére manche aurait
gagné le jeu, donc 64 pistoles, s'il avait gagné
les suivantes c’est-a-dire avec une probabilité

de 0,52 = 0,25, son espérance de gain est donc
0,25 x 64 +0,75x 0 =16.

* Le gagnant de la premiére manche aurait gagné
le jeu dans les autres cas, c'est-a-dire avec une
probabilité de 0,75, son espérance de gain est
donc 0,75 x 64 + 0,25 x 0 = 48.

Pascal propose donc de répartir les gains ainsi : 48
pistoles pour le gagnant de la premiere manche et
16 pistoles pour le perdant de la premiere manche.

114. Travail de éleve.

La premiere chose a remarquer est que cela va
diminuer le nombre de lancers et donc accélérer
le jeu (ce qui est sans doute la raison principale de
cette mesure).

Allons un peu plus loin en prenant deux typologies
de joueurs.

@ Un joueur avec un bon pourcentage de réussite
au lancer franc, par exemple 85 %.

e Avec la nouvelle mesure, on a:

Nombre de points 0 2
Probabilité 0,15 0,85

D'apres la calculatrice, il peut espérer marquer
1,7 point avec un écart-type d'environ 0,71.

e Avec 'ancienne mesure, on a :

Nompre 0 1 2
de points
Probabilité | 0,152 0,15 0,852
=0,0225 x0,85 =0,7225
+0,85
x0,15
=0,255

D'apres la calculatrice, il peut espérer marquer
1,7 point avec un écart-type d’environ 0,5.

® Un joueur avec un mauvais pourcentage de
réussite au lancers francs, par exemple 50 %.

e Avec la nouvelle mesure, pour un lancer a 2 points,
ona:

Nombre de points 0 2
Probabilité 0,5 0,5

La calculatrice donne qu’il peut espérer marquer
1 point avec un écart-type de 1.

e Avec l'ancienne mesure, pour un lancer a 2
points, on a :

327



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

Nombre
de points 0 ! 2
Probabilité | 0,52 0,5x0,5 0,52
=0,25 +0,5x05 | =025
=0,5

La calculatrice donne qu'il peut espérer marquer
1 point avec un écart-type d'environ 0,71.

On voit que dans les deux cas, l'espérance est la
méme et que l'écart-type est plus grand avec la
nouvelle mesure ce qui veut dire que les valeurs
sont globalement plus éloignées de l'espérance
avec cette nouvelle mesure : le jeu est « plus
risqué ».

On pourra aussi remarquer que si le lancer-franc a
lieu sur la derniére action et que les deux équipes
sont a égalité, dans le cas :

O la probabilité de passer devant pour léquipe
obtenant le lancer franc est 0,85 avec la nouvelle
mesure contre 0,255 + 0,722 5= 0,977 5 avec l'an-
cienne mesure ;

® la probabilité de passer devant pour l'équipe
obtenant le lancer franc est 0,5 avec la nouvelle
mesure contre 0,5 + 0,25 = 0,75 avec lancienne
mesure.

Exercices bilan p. 392

115. La péche a la ligne
A. Epreuves non indépendantes

1. Le fait qu’il aille pécher le samedi a de lin-
fluence sur le fait qu’il y aille le dimanche donc les
deux épreuves ne sont pas indépendantes.

2. On appelle S Uévénement « il va a la péche
samedi » et D l'événement « il va a la péche
dimanche ». On a larbre :

p[SUD)=0,7%x0,3+0,7x0,7+0,3%x0,9=0,97

B. épreuves indépendantes

1.Q=1{S; T;B}"

2.p((S5;5;5;5;S;T;T;B;B;B)=p(SPxp(T)?xp(B)?
=0,4°x 0,352 x 0,25°
=0,000019 6
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C. Loi binomiale

1. X suit la loi binomiale si toutes les prises sont
indépendantes. Dans ce cas, X suit la loi binomiale
de paramétresn=50etp=0,2.

2.m=50x0,2=10etp(X>10)=0,416.
3. plX < 20) = 0,999 1 donc oui.
4.[5;16]

116. Taux de satisfaction

1. On cherche le plus grand a tel que p(X = a) =0,
95 < plX<a-1)=<0,05.

On trouve a - 1 =971 puis a = 972.

2.974 €[972;1000] donc il n'y a pas de raison de

douter du taux de satisfaction affiché par l'agence
de voyage.

117. Gestion des réservations

Soit n le nombre de réservations total. Le nombre
de personnes venant chercher le smartphone est
modélisé par une variable aléatoire X suivant une
loi binomiale de parameétres n (inconnu) et p = 0,9.

Il s’agit de trouver le plus grand entier n tel que
p(X < 500) = 0,95.

On tabule & laide de la calculatrice et on trouve
n =543 : on peut accepter 43 réservations supplé-
mentaires.

118. Choisir son podcast

1. P, suit une loi binomiale de paramétres n= 10 et
p =0,9 donc, en moyenne, ilya E[P)=10x0,9=9
titres qui lui plaisent dans le podcast 1.

P, suit une loi binomiale de parametres n = 12 et
p = 0,75 donc, en moyenne, ily a E(P,) = 12 x 0,75
= 9 titres qui lui plaisent dans le podcast 2.

2.p(7<P,<9)=0,63%etpl8<P,<11)=0,811.

3.plP,=8)=0,93 etp(P,= 8) =~ 0,842 donc elle doit
privilégier le podcast 1.

119. Probabilité de gagner

1. La probabilité de n’obtenir aucune fois PILE est
la probabilité de n’obtenir que FACE soit 0,5" pour
n lancers.

Il s'agit de résoudre 0,5 < 107
< nln(0,5) < -91n(10)
-91n(10)
Ln(0,5)

n>

donc il faut jouer au moins 30 fois.
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2. Soit p la probabilité d'obtenir PILE. On a alors
p+4p=1op=0,2etla probabilité d’obtenir FACE
est 0,8.

La probabilité de n'obtenir aucune fois PILE est la
probabilité de n'obtenir que FACE soit 0,8" pour n
lancers.

Il s'agit de résoudre 0,8" < 107

< nln(0,8) < -9Ln(10)

n> ~9In(10) donc il faut jouer au moins 93 fois.
(n(0,8)
Préparer le BAC Je me teste p. 394
120.B 121.c
122.D 123.B
124.c 125.A
126.B 127.B
128.B

Préparer le BAC Je révise p. 395

129. Epreuves indépendantes

A. 1. Non car le titre joué ne peut pas étre rejoué
a l'étape d’apres : le résultat d'une épreuve a donc
de Uinfluence sur la suivante.

2.
260
260 456 M
456 —M -
19
261 M 261 456
456 456
196 . 456 M
456
195 E
260 456
456 M
261
456 E
196 196
4% NE 261 456
195 . 456 M
4
56 195 E
456

457 456 4b6 4D7 456 456 45T 456 456

= 0,315 (4¢, 6° et 7¢ chemins).

b) On peut faire le calcul direct ou remarquer que
c'est la probabilité que le téléphone joue 2 ou
3 titres électro soit

261 196 195 196 261 196
X —— X —— X ——— X ——
457 456 456 457 456 456
196 195 261 196 195 195
+—X—X—+—X—X—=0,
457 456 456 457 456 456
B. 1. Oui.

2.{M; EP

3.p[[M T ELESE M) = p[M]2 Xp[E]3

2 3
= [E] X[ﬁJ = 0,026
457 457
4 p(M;E;E;E;E)=pllE;M;E;E;E)
= p(M)' x p(E}*

A
= 261 X 196 =0,019
457 457

5. Introduisons la variable aléatoire X donnant le
nombre de titres « métal » joués.

394.

X suit la binomiale de paramétresn=5et p= 261

457
On cherche donc :

e plX=1) = 0,097 ;
. p[2 =X<4)= 0,828.
6.

def cing_titres():
L=0
for 1 in range (6) :
if random.randint (1,457) <=261:
L.append ("'"Métal')
else:
L.append ("'Electro™)
return L

130. Une urne

1. Le tirage est avec remise donc, en considérant
que lobtention d'une boule rouge est un succés
(par exemple), on répéte 4 fois de maniére indé-
pendante une méme expérience de Bernoulli donc
cette succession d’épreuves est bien un schéma
de Bernoulli.

329



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

En notant R l'événement : « la boule tirée est
rouge », on a: 4

3>
+ (&
~
)
>
+
~
>
Dl =

3>
+
B~
3>
+ |3
~
0|
>
+
~
3
|l =

R 4n+4
4 n+4 R
4 n n+4 R S
n+4 R
n+4 —
R 4n+l;

R 4
4 n+4 R
n n+s_— R =
n+4 = nZA
R 4

2. g, est la probabilité de l'événement contraire de

4
«aucune boule n’est noire » donc g, =1- 4 .
n+4

4
3. 1- 4
n+4 4

donc n = 36.
131. Seuil et intervalle de fluctuation centré

~

n

+

4
] 20,9999@0,00012(

1. D suit la loi binomiale de parameétres n=1 500
etp=0,02.

plD < 44) = 0,994 donc oui.
2.a)[20; 41]
b) Non car 40 € [20 ; 41].

132. Probléme de seuil

Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de
personnes (supposées indépendantes) n’aimant
pas le livre dans le club. X suit la loi binomiale de
parametres n = 236 et p = 0,15.
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On cherche le plus petit entier k tel que
plX > k) < 0,01 < plX < k)= 0,99 donc k = 49.

Exercices vers le supérieur

p. 396-397

133. La bonne martingale ?

A. Loi géométrique

1.a) 0,49

b) ¢ Elle quitte le casino aprés 2 parties si elle
perd puis gagne c'est-a-dire avec une probabilité
0,51 x 0,49 = 0,2499.

e Elle quitte le casino apres 3 parties si elle perd
puis perd puis gagne c’est-a-dire avec une proba-
bilité 0,512x 0,49 = 0,127449.

e Elle quitte le casino apres k parties si elle perd
successivement k - 1 fois puis gagne c’est-a-dire
avec une probabilité 0,51%" x 0,49.

c) pX=kJ=0,51"%x0,49

2. a) Elle gagne 1000 €.

b) « Elle perd 1 000 € puis gagne 2 000 € donc elle
gagne 1 000 € au total.

e Elle perd 1 000 € puis perd 2 000 € puis gagne
4 000 € donc elle gagne 1 000 € au total.

c) On peut conjecturer qu'elle gagne toujours
1000 €.
3.a)u, =1000x2""

b) La somme misée sur les n premiéres parties
est

1-2n

1000 x =1000x (2" -1) = 1000 x 2" - 1000

(somme des termes d’une suite géométrique).

On gagne le double de la derniére mise c'est-
a-dire 2 x 1 000 x 2" =1 000 x 2" donc le gain
algébrique est

1000 x 2" -(1000x2"-1000) =1000 quel que soit
le nombre de parties jouées.

4.a) G prend la valeur 1 000 avec une probabilité 1.

b) Cela parait paradoxal car avec cette méthode,
on gagne 1 000 € a coup sir.

En réalité, ca ne lest pas tant que ca car on
manque assez rapidement d'argent pour réaliser
cette stratégie. Par exemple, aprés 10 parties, on
amisé1 000x2™-1000=1023000¢€.
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B. Loi géométrique tronquée

1. 0n résout 1 000 x 2" - 1 000 =15 000 et on trouve
n = 4 donc elle ne pourra miser que pendant
4 parties [si elle ne gagne pas avant).

2.a)
0,49
0,49
= 0,49
0,51 G _
05 © _ 0,49 g
0,51 _
051G
b)Ona:
y. 0 1 2 3 4
0,514 0,49 | 0,51 | 0,512 0,513
plY=yJ) | =0,068 x0,49 | x0,49 | x0,49
=0,25 | =0,127 |=0,065
cJOna:
g, -15000 1000
, 0,514 1-0,514
plE’=g) ~ 0,068 ~0,932
E(G’) =-15000x% 0,514+ 1 000 x (1 - 0,514)
~-82¢€

3. ¢ Onrésout 100 x 2" - 100 = 15 000 et on trouve
n = 7,2 donc elle ne pourra miser que pendant 7
parties et cela lui colite 12 700 €.

* Pour k entier entre 1 et 7,
onaplY=kl=051"x0,49 et plY=0)=051".

*Ona:

g, ~12700 100
, 0,517 1-0517
pl6=g) ~ 0,009 ~ 0,991

E(G')=-12700x 0,517+ 100%x (1 -0,51")=-15 €

4. Avec la deuxieme stratégie, on réduit les pertes
en moyenne mais le gain est également moindre.

Remarque : On pourrait calculer les écarts-types
pour constater que la premiére stratégie est plus
risquée.

134. Intervalle de fluctuation centré
1.pXela; bl =1-(pX<a’)+plX>b)
orplX <a’) +plX>b’) <2 x%

soit p(X < a’) + plX > b') < «
=-[pX<a)+pX>b)=-a

puispXela’; bl =1- .
2. a) Pour a entier non nul,
plX < a)=plX<a-1)oraestle plus petit entier tel

que p[Xsa]>% donc p[Xsa—ﬂs% C'est-a-

dire p[X<a]$%.

b) p(X>b)=1-plX<blorpX<bl=1-

N R

=1-plX =< b]S% c’est-a-dire p(X > b] < %.

3.0n a montré a la question 1 que si p(X < a’) s%

et p(X > b')< % alors [a”; b’] est bien un intervalle

de fluctuation au seuil del - o

Comme les deux nombres a et b définis a la ques-
tion 2. vérifient les conditions demandées a la
question 1., [a ; b] est bien un intervalle de fluctua-
tion centré au seuil de 1 - o qui est centré d’aprés
les questions 2. a) et 2. b).

135. Influence de p sur Uécart-type

1. La fonction racine carrée est croissante donc
cette fonction, appelons la f, a les mémes varia-
tions que la fonction p — pl1 - p) = -p? + p qui est

croissante sur {O;%} et décroissante sur l:%ﬂ}

donc :

N | —

f /%\

0 0

2. La courbe de f est symétrique par rapport a la
droite d’équation x = 0,5 car f{0,5 - p) = (0,5 + p).

3. Pour nfixé :

e o(X)=+/np1-p) = Jn \pll-p)
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e (X' )=+lnp1-p’ =\/;><\/P'[1-P']

De 10,5 - pl < 10,5 - p’l, on déduit que p est moins

éloigné de 0,5que p’donc que \/p[1 - p) > \/p’[1 -p')

(par symétrie) c’est-a-dire que o(X) > o(X’).

136. Test d’hypotheéses

Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de
personnes touchées par la maladie dans U'échan-
tillon.

Si Uhypothése de 15 % est correcte, en considé-
rant toutes ces personnes indépendantes, X suit
la loi binomiale de parameétres n =200 et p = 0,15.

D'aprés la calculatrice, un intervalle de fluctua-
tion centré de X au seuil de 95 % est [20 ; 40].

Comme 25 € [20 ; 40], on ne rejette pas U'hypo-
these.

137. Probabilité et loi binomiale

1. La probabilité d’obtenir k succes en n+1essais
est la somme de la probabilité d’obtenir k - 1suc-
cés en n essais puis 1 succés au (n + 1)-iéme essai
et de la probabilité d’obtenir k succes en n essais
puis 1 échec au (n + 1)-iéeme essai c’est-a-dire

plX . =k)

nel T
=plX =k-1)xp+plX =k} x(1-pllon peut faire un
arbre pour s'en convaincre si ce n'est pas clair).

2.a) ¢ p(X =0) est la probabilité de n"avoir que des
échecs en n essais c'est-a-dire (1 - p)" et [gj
x p°x (1= p)0=(1- p)ce quijustifie 'égalité dans
le cas k = 0.

* plX =n] est la probabilité de n'avoir que des suc-

cés en n essais c’est-a-dire p" et (Sj x px(1 - p)rn

= p” ce qui justifie l'égalité dans le cas k = n.
b) On consideére la proposition

«plX, = k]=[2] x p¥x (1 - p)"* pour tout k entier

entre 0 et n ».

332

Initialisation : sin=1alors X suit la loi de Bernoulli
de paramétre p donc

o plX,=0]=1-pet

[;] xp®x (1-p)'0=1-pégalement;
eplX,=1)=pet Uj xp'x (1 -p)-'=p également.
La proposition est vraie au rang 1.

Hérédité : supposons la proposition vraie a un

rang n = 1 (hypothése de récurrence) et montrons
qu’elle est alors vraie au rang n+1.

® Pour tout k compris entre 0 etn, on a :
plX =kl =plX =k=-1)xp+plX =k x(1-p).

n K n-k+1 n K n+l-k
= x pkx (1 - = x px (1 -p)
[k—J pix(1-p) {k—J p p

etp(X =kl x(1-p) =[Zj><pk>< (1 - p)*x(1 - p)

OrplX =k-1) ><p=[k” prm x (1= p)) x p

| n % kx['l_ ]n+1—k.
[1)ewxt-s

Ainsi, p[Xn+1 = k] = ([kri J * [ZJ} X Pk X [1 - P]””'k
n+1 x pk x (1= p)reik
=| « _

e Pour k=n+ 1, la proposition est vraie d'apres la
question 2. a.

On vient de montrer que si la proposition est vraie
au rang n, alors elle est vraie aurang n + 1.

Conclusion : La proposition est vraie au rang 1 et
est héréditaire donc, pour tout entier n non nul,

plX, =k]=[2] x p* x (1 = p)™* pour tout k entier

entre 0 et n.
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138. Espérence de la loi binomiale

1.

[n]_ nl nx(n-1

k) K-kl kx(k=Mx(n-1-(k-1!

n (n -1 n (n-1
=—X =_
kK= (n-1-tk=M k *| 4

2.p[Xn=k]><k=[Z]><pk><[1 - pltx k

=£>< n- ><k><p><pk4><[’| _p]nf17[k71]
k k-1

=npxplY=k-1)
3.alEX)=0+npxplY=0)+..+npxplY=n-1)
=nplplY=0)+..+(Y=n-1)) (daprés 2.)

b) E(X) = npx1=np

139. Relation de Panjer
(k - 2)a

A 1. pIN=kK)= xp(N=k-1).

(k -2)a

Pourk=2,0na =0 donc p(N = 2) = 0 puis

p(N = k) = 0 par récurrence immédiate pour tout
k=2

2. N prend pour valeur 0 et 1 avec des probabilités
différentes de 0 et 1 donc N suit une loi de
Bernoulli.

OnaplN=1)=-axplN=0).

Comme p(N =0) + p[N = 1) = 1, on déduit que
1

p(N =0)

(1-alpiIN=0l=1=a=1-

B. 1 n_ n! _ n'(n+1-k)
TUlk) K-k kx(k=1x(n+1-k)!

n+1—k>< n!
k (k-=Mx(n-(k-1)

n+1-k n
= X
k k-1

On adonc:

plZ =k = Z X pk x (1= p)ok

n+1-k
= X
k
BN S S
1-p k
9 P n—k+1_ p i+n+1
1-p k 1-p k k
_ P [ g0
1-p k
Lx[n+1]
_p 1-p
1-p k
On a donc bien une relation de Panjer avec
a=-—"L<tetb=-Lx(n+1
1-p 1-p

(notons que p(Z = 0) # Tpour une loi binomiale).

140. Loi de Poisson
1.a)

plX=k) <0,013apartirde k=7.

b) On a : (en gris clair ci-dessous])
0,3

0,2
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c)0x0,14+1x0,27 +2x0,27 +... +7x 0,034 = 2
donc on peut penser que 'espérance associée a
une loi de Poisson de paramétre A est A.

2.a)

En gris soutenu sur le graphique précédent.

b) Pour Y, n est assez grand (1 000) et un succés
est assez rare (probabilité 0,002 c’est-a-dire une
chance sur 500) et E£(Y) = 2 donc la probabilité
d’obtenir k succés, p(Y = k) est proche de p(X = k)
ol X suit une loi de Poisson de paramétre E[(Y), ce
que l'on a bien constaté sur les graphiques.

3. a) Appelons X la variable aléatoire suivant une
loi binomiale (on suppose les billets indépendants)
donnant le nombre de faux billets recus sur le total
des billets en notre possession dans une vie.

On ne connait pas les parameétres de cette loi mais
on sait que :

e le nombre total de billets que l'on a en sa pos-
session en une vie est trés grand ;

¢ la probabilité qu'un billet soit faux est trés
petite ;

e comme on nous dit qu’en moyenne, on en recoit
3, cela veut dire que E(X] = 3.

Toutes les conditions sont réunies pour approxi-
mer X par une variable aléatoire Y suivant une loi
de Poisson de parametre 3.

b)On approxime p(X > 4) par

0 1 2
p[Y>4]=1—3—e‘3_3_e—3_3_
0! 11 21

32 3¢

e—3 _ - e—3

31 41

e—3
= 0,185.
141. Dénombrer avec les probabilités

1. Si on considére la variable aléatoire X suivant
une loi binomiale de parametres n et p=0,5 alors

plX=k)=| " |x05x05*=|"|x05"
k k
Ainsi lexpression dans U'énoncé est

334

plX=0)+plX=1)+..+plX=n)=1.

2. En mutltipliant par 2"les deux membres de l'éga-
lité précédente, on obtient l'égalité souhaitée.

Travaux pratiques p. 398-401

TP 1. Calculatrice et loi binomiale

e Durée estimée : 10 min

¢ Objectif : Utiliser la calculatrice pour calculer
directement des probabilités de la forme p(X = k)
et plX < k).

Activité de 'éléve.

TP 2. Choisir le bon nombre

¢ Durée estimée : 55 min

e Objectif : Travailler la programmation autour
d’un probléme de seuil.

1. a) F(3)=6 et F(6)=720.
b) f(n) =n'!

..

2.

def k_parmi_n(k, n) :
return f(n)/(F(kK)*F(n-k))

3.

def proba_binom(n, p, k) :
return k_parmi_n (k, n)*p**k*(1-p)**(n-k)

4.a) p(X > k) <alpha < 1 - plX < k) < alpha
o plX<k)=1-alpha
b)

def seuil (n, p,alpha):
proba=proba_binom(n, p, 0)
k=0
whille proba<l-alpha:
k=k+1
proba=proba+proba_binom(n, p, k)
return Kk

5. seuil (10,0.3,0.05) renvoie 5, ce qui doit
normalement correspondre a la plus petite valeur
de k telle que p(X < k] = 0,95 ol X suit la loi
B(10;0,3).



CHAPITRE 12: Succession d'épreuves indépendantes et loi binomiale

En tabulant k — p(X < k], ou X suit la loi B(10; 0,3],
on obtient :

et on retrouve bien cette valeur k = 5.

6. a) Pour chagque personne ayant réservé une
place, on considére que c’est un succeés si elle se
rend effectivement au concert. N donne donc le
nombre de succes lorsque l'on réalise n = 543 fois
de maniéere indépendante la méme expérience de
Bernoulli avec la probabilité d'un succés p = 0,97
donc N suit la loi binomiale de paramétres n = 543
etp=0,97.

b) p(N > 530) = 0,17ce qui correspond a la proba-
bilité qu’il manque des fauteuils si l'artiste prévoit
530 places.

c) p[N > 540) = 0,00001 donc le risque qu'il
mangque des places si elle prévoit 540 fauteuils est
inférieur a 1 % (de lordre de 0,001 %).

d) seuil(543,0.97,0.01) doit donner la
réponse : il renvoie 535.

TP 3. Un train bien rempli

¢ Durée estimée : 40 min
¢ Objectif : Simuler avec Python.
1.

def simul_tarif() :

p = random. random ()

if p<=0.37:
tarif=45

if p>0.37 and p<=0.68:
tarif=60

if p>0.68 and p<=0.9:
tarif=70

if p>0.9:
tarif=85

return tarif

2. ...
3. a) Les entiers de 1 a 100.

b) 100 tarifs de billets simulés & l'aide de la fonc-
tionsimul_tarif.
4. a)

704 .

651
60 . .
551
50 1

45- .
10 15 20 25 3.0 35 40 45 5.0

b) Les commandes exécutées sont successive-
ment :

plt_plot([1],[60],b.")
plt.plot([2],[60], b.")
plt.plot([3],[55].7b-")
plt.plot([4],.[58-75],b.”)
plt._plot([5],[59],b.")
On obtient donc (les premiers points en gris foncé,
ou rouge, et gris clair, ou bleu, sont superposés)
70 .

651

60 .

551

50 1

451 .
1.0 1,5 2,0 2,5 3,0 35 40 45 50

5. ...
6. a) De 60 environ.

b) Cette valeur correspond au tarif moyen qui doit
se rapprocher de :

E(X) =45x0,37 + 60%x 0,31 + 70 x 0,22 + 85 % 0,1
=59,15.

TP 4. La planche de Galton

e Durée estimée : 40 min

¢ Objectif : Répondre au probléme d'entrée de
chapitre avec les connaissances acquises sur la
loi binomiale.
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A. Avec 3 étages
1.a) 5 € puis 10 €.

b) Dans les 3 cas (il va tout le temps a droite sauf
une fois qui peut étre a l'étage 1, 2 ou 3), il finit
dans le réceptacle a 10 €.

2. a) En admettant que le fait qu'il aille a droite ou
a gauche a un étage n’a pas d’influence sur le fait
qu’il aille a droite ou a gauche aux autres, c’est-
a-dire que les directions sont indépendantes a
chaque étage, et en considérant qu'un succes est
l'événement « le palet va a gauche » alors X donne
le nombre de succes quand on réalise n = 3 fois
de maniere indépendante la méme expérience de
Bernoulli de parametre p = 0,5 donc X suit la loi
binomiale de parametresn=3 et p =0,5.

b) p(X=0)=plX=3)=0,125etp(X=1)=plX=2)=0,375.
3.

import random
gauche=0
for i in range (3):
if random.random () <=0.5:
gauche =gauche + 1
if gauche==0:
print (*'500 euros'™)
if gauche==1:
print (""10 euros™)
if gauche==2:
print ("5 euros')
if gauche==3:
print (*"1000 euros'™)

g |1000 |5 10 500

0,125 0,375 0,375 0,125

plG:g,‘]
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B. Avec 11 étages

1.1lya 11 étages donc 1 clou au-dessus, puis 2 clous,
etc. puis 11 clous a Uétage le plus bas ce qui corres-
pond a 12 facons de tomber (un réceptacle a gauche
de chacun des clous et un a droite du dernier).

2.a) ...
b) La loi binomiale.

3. a) Si la boule va 0 fois a droite, elle se retrouve
dans le réceptacle 0; sielleva 1 fois a droite elle se
retrouve dans le réceptacle 1 ; etc. Le numéro du
réceptacle dans lequel finit la bille est donc donné
par le nombre de fois ou la bille va aller a droite
sur les 11 clous qu’elle va rencontrer : R suit la loi
binomiale de paramétresn=11etp=0,5.

b) Avec la calculatrice (graduations tous les 1 en
abscisse et 0,1 en ordonnée).

c) On retrouve la forme caractéristique de la
répartition des billes observée dans la vidéo.

4. C'est le phénomeéne de fluctuation d’échantil-
lonnage.



Chapitre 13: Variables aléatoires, concentration et loi des grands nombres

o\ NN K] Variables aléatoires, concentration
et loi des grands nombres Manuel p. 402-437

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Ce chapitre poursuit le travail initié en classe de Premiére sur les variables aléatoires, notamment sur
Uespérance et la variance. Il se décompose en deux parties.

Dans un premier temps sont présentées la notion de somme de variables aléatoires, les propriétés de
linéarité de U'espérance et d’additivité de la variance (dans le cas de variables aléatoires indépendantes).
Ces résultats permettent la modélisation et la simplification de situations diverses (par exemple lan-
cers d'un trés grand nombre de dés). Les exercices proposés peuvent varier de la simple application de
formule a la modélisation de problémes pour obtenir la valeur d’'une espérance par exemple. Cette pre-
miere partie sera aussi l'occasion d'un retour sur la loi binomiale et la découverte des notions d’échan-
tillon de variables aléatoires et de variable aléatoire moyenne.

Le second temps de ce chapitre concerne la découverte et l'utilisation des inégalités de Bienaymé-
Tchebychev et de concentration. Le travail, la aussi varié entre application simple de formule et l'ana-
lyse de situations plus complexes, porte surtout sur la manipulation d’inégalités afin de minorer ou
majorer des probabilités. Enfin, comme conséquence de ces résultats, la loi des grands nombres est
(ré)abordée.

On rappelle enfin que la partie sur concentration et loi des grands nombres ne figure pas dans les sec-
tions abordables par un sujet de bac d’aprés le BO du 23 février 2020.

Objectifs

=> Travailler avec X + Y ou aX.

= Travailler avec un échantillon.

= Appliquer linégalité de Bienaymé-Tchebychev.

= Utiliser linégalité de concentration.

=> Comprendre et visualiser la loi des grands nombres.

Il. Corrigés b) p(X = 6) = 0,145 et p(X < 9) = 0,803.

A plX=101=1-pX<10)=1-plX<9)=0,197
Pour prendre un bon départ p. 403

1. Connaitre et utliser la loi de Bernoulli 3. Calculer l'espérance, la variance

et l'écart-type d'une variable aléatoire

al0,32 1 1 1 1
b]0,68 E[X]:EX[_ZF]+§X7+EX12+EX20:3
c) 0,32 1 : 1
d) 0,32x0,68=0,217 6 V[X]=EX[_4_3]2+§X[7_3]2+EX“2_312
2. Connaitre et utiliser la loi binomiale + 1 x (20-3)2 = 182 60,7

12 3

a) X suit la loi binomiale de parameétres n = 30 et
p=0.25. olX) = JVIx) = /% -78
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4. Faire une simulation avec Python

import random
def jeuQ:
a=random.random ()
if a<=0.01:
k=45
if a>0.01 and a<=0.05:
k=5
if a>0.05:
k=-5
return k

5. Utiliser une valeur absolue

1.a) [x - 4| = 3 traduit le fait que la distance entre
X et 4 est supérieure ou égale a 3.

b) Ix - 5| < 0,5 traduit le fait que la distance entre
x et 5 est inférieure ou égale a 0,5.

2.a)2=sX<5<[X-35/=<15
b) X < 1000 ou
x> 1500 < |X-1250] > 250.

Activités p.404-405

1 Découvrir la linéarité de U'espérance

e Durée estimée : 25 min

¢ Objectif : Découvrir la linéarité de lespérance
sur un exemple simple.

1. X peut prendre les valeurs 5 ou 10 et :
X 5 10

!

. L
PX=xI1 5 | 2

Y peut prendre les valeurs 5,2 ou O et :
Y, 5 2 0

1

=y | = | = | 3
PUSYIL 3 | 6 | 2

2.EX)=75etE(Y)=2.

3.a) On gagne 5+ 5= 10 euros.
b) Si on fait 1, on gagne 10 euros.
Sion fait 2, on gagne 15 euros.
Sion fait 3, on gagne 7 euros.

Si on fait 4, on gagne 10 euros.
Sion fait 5, on gagne 5 euros.
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Sion fait 6, on gagne 10 euros.
Z peut prendre les valeurs 15, 10, 7ou S et :

z 5 7 10 15

zeg| 1|21 ]2
ple=zl 6 2 6

c]E[Z]=5><1+...+15><1=9,5
6 b

On remarque que E(Z) = E(X) + E(Y).

4.a) D peut prendre les valeurs 10, 4 ou O et :

d 10 4 0
1 1

1
pD=d) | = 5 5

On en déduit que E(D) = 4.
b) On remarque que E(D) = 2 x E[Y).

2 Décomposer une variable aléatoire
suivant une loi binomiale

e Durée estimée : 20 min

e Objectif : Au travers d’'un exercice de program-
mation, utiliser la somme de plusieurs variables
aléatoires suivant une méme loi de Bernoulli.

1.

def bernoulli(p) :
a=random.random ()
if a<=p:
r=1
else:
r=0
return r

2. ...

3. Les résultats de bernoul li(p) a lintérieur
de la boucle sont indépendants et on somme
pour obtenir s. Cela revient donc a additionner
n (nombres de boucles) valeurs aléatoires iden-
tiques suivant une loi 3B(p) et indépendantes. X est
la variable aléatoire donnant le résultat de s a la
fin de Uexécution suit donc une loi binomiale de
parameétres n et p.

3 Découvrir Uinégalité
de Bienaymé-Tchebychev
¢ Durée estimée : 25 min

¢ Objectif : Introduire Uinégalité de
Bienaymé-Tchebychev sur un exemple.
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A. S’éloigner de U'espérance

1. E(X)= 0x0,682 + ... + 25000 x 107 = 1,423 03 (on
peut aussi utiliser la calculatrice).

2.a) plIX - EIX)| = 15) = pl(IX - 1,423| = 15)
=plX € ]-=; -13,577]1U[16,423 ; +[))

= p(X = 16,423) puisque X = 0 donc

plIX - EIX)| = 15) = p(X = 20] + p(X = 100)

+ p(X'=1000) + p(X = 25000) = 0,0127.

b) De méme p(IX - E(X)| =100)

= plX = 1000) + p[X = 25 000) = 2,7 x 10,

c) De méme pl|X - E(X)| = 10000) = p(X = 25 000)
=7x107

3.pllX - E(X)| = &) se rapproche de 0 quand & devient
grand.

V(X)

82

B. Comparer p(lX - E(X]| = §) et
ViX)
5

¢ Pour 6 =100, % =0,045.

1. ¢ Pour6=15, 2.

V(X) _

e Pourd=10 000,? 4,5x107°,

2. Dans ces trois cas, pll X - E(X]| = 8) < %

3. On peut conjecturer que pll X - E(X]| = 8] < %

pour tout d.

4 Découvrir la loi des grands nombres

e Durée estimée : 25 min

¢ Objectif : Introduire U'inégalité de concentration
sur un exemple.

1. X suit la loi de Bernoulli de paramétre p = 0,5 donc
EX)=p=05etVIX)=px(1-p)=05x05=0,25.

2. Pour d non nul, d’aprés l'inégalité de concentra-

tion, on ap(IM,-0,5|=8) < 0.25 _
nx &?
3.a) Comme plIM, -0,51=0,1 < 0.25 :§'
nx017% n

il suffit de trouver n tel que é <0,01< n=2500.

n
b) Il suffit de trouver n tel que
2 _0001e n=25000.

n

c]OSp[IMn—O,5|>0,1]$§et lim0=lim§=0

n n—>+ n—+x n

donc, par le théoreme des gendarmes,
limp(IM, -0,51=0,1=0.

n—>+%°

d) Il est peu probable que la valeur de M_ne soit
pas dans 0,4 ; 0,6 aprés un grand nombre de lan-
cers.

0

4.0=pllM,—05])< 0_2;5 ot lim 0 < tim %25 _

n n—+o0 n—+o0 n82
donc, par le théoreme des gendarmes,
lim p(IM,-0,5[)=0.

n—>+%°

5. a) C’est le nombre de PILE obtenu sur le total
de lancers c’est-a-dire la proportion de PILE obte-
nue.

b) C’est la loi qui dit que quand on réalise un grand
nombre de fois (de maniére indépendante) une
méme expérience, la fréquence d'un événement
(ici « obtenir PILE ») dans l'échantillon s’approche
de la probabilité de cet événement quand on réa-
lise l'expérience [ici 0,5).

A vous de jouer p. 407

l.a.EX+Y)=3+5=8
b. E(2,5X)=2,5x3=17,5
c. V[2X) =22x 0,5 =2

2.EX+Y)=15+15=30etVIX+Y)=1,2+0,3=15
car X et Yindépendantes.

3. X est la variable aléatoire donnant le nombre
de lancers réussis par Jean sur ses 10 lancers et
Y est la variable aléatoire donnant le nombre de
lancers réussis par Sophie sur ses 20 lancers.

4. On pose X la variable aléatoire donnant le gain
au premier jeu, Y celle au deuxiéme et Z celle au
troisieme. Alors X + Y + Z correspond au gain total
de Numa.

5. Les variables aléatoires X sont indépendantes
et suivent toutes une méme loi %B(0, 5) car la pro-
babilité d obtenir PILE est 0,5.

X, +X,+...+X  suitune loi binomiale de paramétres
n =40 et p = 0,5. Elle correspond au nombre de
PILE obtenu sur les 40 lancers.
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6. X suit une loi binomiale de parameétres n = 8 et
p=034donc EX)=nxp=272.

7. E[X1] =12x0,48=5,76
Donc E(S) = 3E(X,) = 17,28.

8.1.

X 1 4 -2

plX=x) | 025 | 0,25 | 05

2. E(X) = 0,25 donc E(Z) = 15E(X) = 3,75.

9.1.a)pllP-32<6l)=pllP-32|=6)
=1-pllP-32|=¢))

0rp[|P-32|>6]$%=0.25donc:

-p(IP-32| = 6)=-0,25puis 1 -plIP-32| = 6] =0,75
c’est-a-dire p(|P - 32| < 6) = 0,75.
b) La probabilité que ce médecin voie entre 26

et 38 patient(e)s [exclus] c’est-a-dire entre 27 et
37 patient(e)s est supérieure ou égale a 0,75.
2.21=32-9et41=32+9doncon cherche

1

9
(IP-32=9)orpllP-32|=9)<—=—.
P P % o

10.1=2-1Tet3=2+1
On veut donc minorer p(l/ - 2| < 1).

p[|/-2|<11>1_0$=o,25.

11. On appelle X pour i entier entre 1 et 100 le gain
dui-eme joueur. On a alors [X1 Xy ;XmO] qui est
un échantillon associé a une loi d’espérance 10 et

de variance 2 et M = XeXotot X sa moyenne.
100
On cherche p(IM -101<3)=1- avec
100 x 3?
- =0,998.
100 x 32

12. Pour tout j entier entre 1 et 30,
E(X)=20x0,6=12

et V(X) =20x0,6 x0,4=4,8.0nadonc
4,8

pliIM-12l)=4<
30 x 42

=0,01.
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13. Quand sa taille augmente, la moyenne d'un
échantillon associé a une loi se rapproche de les-
pérance associée a cette loi donc, ici, de :

0,6x1+05%x10+0,17%x30=8,4.
14. On peut estimer que p = 50.

15.1. Commeily a 20 000 billes, ce qui est grand,
on peut considérer que le prélevement de 3 billes
ne changera pas les probabilités et donc que le
prélévement peut étre considéré comme un tirage
avec remise de 3 billes.

2. a) La loi de X, est donnée par :

plX,=1)1=0,7, plX, = 2) = 0,25 et p(X, = 9) = 0,05.
Les lois de X, et X, sont considérées identiques.
b) E(X,) = 1,65 donc E(S) = 3E(X,) = 4,95.

VIX,) = 3,027 5 doncV(S) = 3V(X,) = 9,082 5.

16. 1. On peut avancer largument que la produc-
tion est grande.

2. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre
de défauts d’une vis prise au hasard. La loi de X
est donnée par:

X 0 | 1 2
0,97 | 0,02 | 0,01

plX=x)

OnaE(X)=0,04en posant X le nombre de défauts de
la i-éme vis de léchantillon, les X sont considérés
comme indépendants et de méme loi (celle de X).

S=X,+X,+ ...+ X,, donc E[S) = 200E(X) = 8.

17.1. E(R) = 2,5 et VIR) = 1,25.

2. Les lancers étant identiques et indépendants,les
variables aléatoires [X1 . an] donnant les résul-
tats de n lancers successifs forment un échantil-
lon de variables aléatoires d'espérance 2,5 et de
variance 1,25.

Appelons M la variable aléatoire moyenne de cet
échantillon.

On cherche a trouver n tel que
p(IM -2,5] =0,5) < 0,01

125 = § donc une condi-

orpllM-251=0,5 <
nx05% n

tion suffisante est
5

5
—=<0,01& —=<nc’est-a-dire n = 500.
n 0,01
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18. Les parties étant indépendantes,les variables
aléatoires [X1 Do Xn] donnant les nombres de
lignes réalisées lors de n parties successives for-
ment un échantillon de variables aléatoires d’es-
pérance 125 et de variance 10

Appelons M la variable aléatoire moyenne de cet

échantillon.

On cherche a trouver n tel que

p(IM -125] = 5) < 0,05
100

orplIM-125|=58)<s——= 4 donc une condition
nx% n

suffisante est
4

4
—=<0,05¢& —=<nc’est-a-dire n = 80.
n 0,05

Exercices

apprendre a démontrer p416

Pour s’entrainer
Soitp €10; 1[.
On va utiliser le raisonnement par récurrence.

Pour tout entier n = 1 on considere la propriété
P(n) : si X suit B(n ; p) alors on a VIX) = np(1 - p).
Initialisation : pour n =1, X suit une loi de Bernoulli
de parameétre p (car il n'y a qu’une seule répéti-
tion).

Alors V(X) = p(1 - p) =1 x p(1 - pl. La propriété est
vraie pourn=1.

Hérédité : soit un entier n = 1. Supposons que la
propriété P(n) est vraie, c’est-a-dire V(X) = np(1 - p)
si X suit B(n ; p).

Montrons que Pln + 1) est vraie, c’est-a-dire
VIX) = (n + 1)pl1 = p) si X suit Bln + 1 ; p).

Soit Y une variable aléatoire qui suit B(n + 1 ; p).

Y peut-étre décomposée sous en une somme

de variables aléatoires indépendantes
Y=X +X,+..+X +X  ouchacun des X suit la
loi B(p).

Alors X, + X, + ... + X_suit B(n ; p) donc

VIX, + X, + ...+ X ) =np(1 - p).

De plus Y) = VX, + X, + .. + X + X ] =
VIX, + X, + ...+ X )+ VIX ) car d’aprés le prérequis
X, +X,+...+X etX . sontindépendantes.

n+1
Donc VIY) = np(1 - p) + p(1 - p) car X, suit une loi
de Bernoulli de paramétre p.

Donc E(Y) = (n + 1)p(1 - p) en factorisant.

Conclusion : on en conclut que P(n) est vraie pour
tout entier n = 1. Par récurrence, si X suit %B(n ; p)
alors VIX) = np(1 - pl.

Exercices

calculs et automatismes p. 417

19. Espérance d’'une somme (1)
Non.

20. Espérance d’'une somme (2)
EX+Y) = EX) + E(Y)

< ElY) =EX+Y) - EX)
=0,45-3=-2,55

21. Espérance d’'une somme (3)
b) (0,2 + 10x0,1)

22. Linéarité d’une espérance
2E(X) + 3E(Y)

23. Variance d’'une somme (1)
X et Y doivent étre indépendantes.

24. Variance d’'une somme (2)

d) Il n'est pas précisé que les variables aléatoires
sont indépendantes.

25. Variance d’une somme (3)
VIX+Y) = VIX) + VIY) & VIY) = VIX + Y) - VIX)
=15,26 - 13,23 = 3,03

26. Ecart-type d’'une somme
c) (VIX + Y) = VIX) + V[Y) = 2 donc

o+ Y= V(X +Y) = 2)

27. Somme de variables aléatoires (1)
Faux son espérance est 10 x 0,6 = 6.

28. Somme de variables aléatoires (2)
Faux ,/5x 22 = 2\/5.

29. Echantillon

alVIM,) = 425 donc sa limite est 0.

n
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30. Loi des grands nombres
a)

31. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
et écart-type

c)V=52=25etd=10 doncé=0,25.

32. Loi des grands nombres
-2,3 environ.

33. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

p[IX—20I<6]>1—6—92=0,75

34. Inégalité de concentration

Cette probabilité est majorée par
Vv 4

n® 100 x 5

Exercices d'application p. 418-423

Calculer Uespérance
et lavariancede X + You aY

35.a) E(X+V) =7
b) E(3X) =6
c) E-2Y)=-10

= 0,001 6.

36.1.a) E(X+Y)=1560
b) E(4X) = 6 000

c) E(3Y) =180

2. E(4X+3Y)=6180

37.a) EX+VY)=-1
b) E(2X + 5Y) = -2
c) E(2X+10) = 2E(X) + 10=8

d) VIX + Y) = VIX) + VIY) car X et Y indépendantes
donc V(X +Y) =2,5.

e) V[3X) = 32V(X) = 18
f) VInY) = n?V{Y) = 0,5n2.

38. 1. On calcule d’abord
EX)=0,5%x(-2) +...+0,1 x4 =0.
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De méme E(Y) =0,5.

Donc E(X + Y) = E(X) + E(Y) = 0,5.

2. On calcule d’abord
VIX)=05x(-2-0)2+...+0,1x (4 -0)2=5,4.

De méme V(Y] = 108,75.

Donc V(X + Y) = VIX) + V[Y) = 114,15 car X et Y indé-
pendantes.

3. 0n en déduit o(X +Y) = V(X +Y) = 10,68.

39. D'aprés ['énoncé E(X) = 0,6,

V(X)=0,6 x0,4=0,24, E(Y) = 0,33 et
VY)=0,33x0,67=0,221 1.

a) E(X+Y) =093

b) VX +Y) = 0,461 1 car X et Y indépendantes.
c) EIX-Y) = EX) - E(Y)=0,27

40. D’'aprés l'énoncé, E(X) =np =5,

VIX) = np(1 - p) = 2,5.

De méme E(Y) = 4,2 et VIY) = 2,436.
EX+Y)=9.2

VIX +Y) = 4,936 car X et Y indépendantes.

olX+Y)=VIX+Y) =222

41.1. a) La seule valeur que peut prendre Y est 6
et la loi de Y est donnée par plY = 6) = 1.

bl E(Y) =6 et VY] =1x(6-6)2=0.
2.EX+Y)=9

VIX+Y) = VIX) + VIY) = VIX) = 0,5 car X et Y indépen-
dantes et V[Y) = 0.

42.1. Y peut prendre les valeurs -15, 0, 60 ou 150.
2. E(Y) = 3E(X) = -11,73.

3. V(Y) =32V(X) = 9 x 2,832 = 72,080 1

Donc olY) = 8,49.

4. 7 peut prendre les valeurs -3, 2, 22 ou 52.

E(Z) = EX) +2=-1,91

V(Z) = VIX) = 2,837

Donc o(Z) = 2,83.

43.1.£(X)=0,25x10+0,25x 1 + 0,25 x (-2
+0,25 x (-4) = 1,25.

En jouant un grand nombre de partie on peut
espérer gagner en moyenne 1,25 euros.
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VIX)=0,25x (10 - 1,25)2 + ... + 0,25 x (- 4 - 1,25)2
= 28,6875

2.a)Z7=2X

b) E(Z) = 2E(X) = 2,5

VIZ) = 22V(X) = 114,75

3.alV=X+1

b) E(Y) = E(X) + 1 =2,25 et V[Y) = V[X) = 28,687 5 donc
olY) = 5,36.

Modéliser avec une somme de variables aléatoires

44, X est la variable aléatoire donnant le résul-
tat du dé tétraedrique et Y est la variable aléatoire
donnant le résultat du dé cubique.

45. On pose X la variable aléatoire donnant le
numeéro de la boule tirée au hasard dans l'urne et
Y la variable aléatoire donnant le nombre obtenu
apres le lancer de la piéce.

46.7 =X + X, + X, ou X donne le gain algébrique
pour la carte obtenue en ji-éme position.
La loi des X, est donnée dans le tableau suivant :

X 7 4 | -1
M=x)| = | = | =
PA=XID 93 | 13 | 13

10

13
Donc E(2) = E(X,) +E(X) + E(X,) = %

Alors E[X,) = E(X) = E(X) =

47.1. X + Y correspond au temps total de trajet en
minutes de Myriam dans les bus.
2.EX)=75etE(Y) = 6.

3. E(X + Y) = 13,5. En moyenne, Myriam passera
13 min 30 s dans le bus pour aller au lycée.

48. 1. X suit une loi B(30 ; 0,46) car elle répéte

de maniere identique et indépendante 30 fois une

méme épreuve de Bernoulli dont le succés est de

marquer un jet de 7 métres (de probabilité 0,46).

De méme Y suit (50 ; 0,78).

2. X + Y correspond au nombre de jets de 7 metres

marqués au total sur la journée.

3.EX+Y)=EX +EY)=30x0,46 +50x0,78
=52,8

Sur un grand nombre de journées d’entrainement,
Elia peut espérer en moyenne marquer 52,8 jets
de 7 metres sur les 80 jets.

Sommer des variables aléatoires indépendantes
suivant une méme loi B(p)

49.a)n=15etp=0,6.
b)n=25etp=0,12.
c)n=150etp=0,999.
dln=1000etp=0,2.

50. a) Une loi 9(0,23).
b) Une loi 93(0,7).
3
51. E(X) = np avec p = n et E(X) = 60.

Onadoncn= = 80.

~Nw|S

52. 1. D’aprés l'énoncé, chacun des X suit une loi
B0, 1). De plus les X, sont indépendants car les
10 lancers sont indépendants.

Donc la somme X suit une loi binomiale de para-
metresn=10etp=0,1.

2.E(X)=np=10x0,1=1et
VIX)=np(1-p)=10x0,1%0,9=0,09.

53. 1. En posant Z la variable aléatoire donnant 1
si le résultat du dé lu en j-éme position est 4 ou 0
sinon,onaZ=2+..+7Z,.

Chacun des Z suit donc une loi de Bernoulli de

parametre p =

I o~| =

2.E(7)=EIZ) = .. = EZ,) = %

Donc E(Z) = 30E(Z,) = 5. Sur un trés grand nombre
de lancers de 30 dés, on peut espérer en moyenne
obtenir 5 dés qui tombent sur 4.

On pouvait également dire que Z suit une loi
binomiale de parameétres n = 30 et p=% pour en

déduire que E(Z) =np = 5.

54.1.En posant Y la variable aléatoire donnant 1 si
la piece du test numéro i n’a pas résisté et 0 sinon.
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Les tests sont indépendants donc les Y, le sont aussi.

OnaalorsY=Y +Y,+.+Y, etlaloidesY estla
loi 9B(0, 05).

2. Y suit donc une loi binomiale de parameétres
n=30etp=0,05. Ainsi E(Y) =np =1,5.

55. 1. La loi B(0, 452).

X = < 1000% 0,452
1000 1000 1000
- 0,452
vl 2o = w1000
1000 10002 106

x 0,452 % (1-0,452) = 2,48 x 10*

Sommer des variables aléatoires indépendantes
suivant une méme loi

56. 1. En posant X la variable aléatoire don-
nant le résultat du dé lu en i-éme position, on a
X=X+ ...+ X,

La loi des X est donnée dans le tableau suivant :
Y, 1 2 3 4 5 6

1

1 1 L
6 | 6| 6| 6| 6|6

ply=y)

2.0n a E(X) = EIX,) + .. + E[X,)) = 100EX,).

100

OrE[X1]=1><l+...+6><l=3,5.
6 6

Donc E(X) = 350.

Cela signifie que sur un tres grand nombre de
lancers de 100 dés, on obtient en moyenne une
somme proche de 350.

57. E[S) = 20E(X,) les variables aléatoires X, sui-
vants toutes la méme loi.

Or E(X,) =12x0,3 = 3,6 donc E(S) = 72.

V(S) = 20V(X,) les variables aléatoires X suivants
toutes la méme loi et étant indépendantes.

Or VIX,) =12x0,3x0,7=2,52.
Donc V(S) =20 x 2,52 = 50,4.

58. Soit X, la variable aléatoire donnant le nombre
de baguettes mal cuites dans la boulangerie
numéro / (pour i entre 1 et 10).
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Les X sont indépendants et suivent toutes la loi
B(50;0,03) : (X, ; X, ;... ; X, ;) forment un échantil-
lon de variables aléatoires.

OnaElX)=np=1,5et VIX])=npl1 - p)=1,455.
Donc E(Z) = 10E(X) = 15 et

V(Z) = 10VIX] = 14,55 donc o(Z) = 3,81.

59. 1. Soit X la variable aléatoire donnant le
nombre de tartines mangées le jour de la semaine
numéro i (pour i entre 1 et 7).

Les X sont indépendants et suivent toutes une
méme loi dont la loi est donnée dans le tableau
ci-dessous.

X 1 2 3

plX=x]) | 0,25 | 0,62 | 0,13

La somme X, + ... + X, = S donne le nombre de
tartines mangées par Carmen au cours d'une
semaine.

aléatoires.
Ona E(X] = 1,88 et VX) = 0,365 6.

Donc E(S) = 7E[Xl.] =13,16 et V[S) = 7V[XI.] =2,5592
donc o(S) = 1,60.

60. E(S,;) = 50E(X) = 50(6 x 0,579) = 173,7
VIS,,) = 50V(X) = 50(6 x 0,579 x (1 - 0,579)) = 73,13
E(M,) = EX) = 6 x 0,579 = 3,47

ViM,,) = V(X) _6x0,579% (1-0,579))
50 50

=0,03

61. E(S ) = nE(X) =5,6n

VIS)=nViX) = nx —= 1
16

16
EIM)=EX) =56
vim) <YL
n 16n

Manipulations de variables aléatoires
et d’inégalités

62.1.1=17;17[
2.)=]-0:-2]etK=1[8; +oo[.

63.a)lyY-5/<5
c)lY-13]>1

b)|Y-48] <3
dlY-9|=7
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64. 0,8 (événement contraire)
65. 0,65 (événement contraire)
66. 0,28 (événement contraire)

67.p(IB-8/=3)=pllB-8/<3)=1-pllB-8] <3
donc

plIB-81=3)<036<=1-pllB-8l<3)<0,36
<pllB - 8] < 3)=0,64.

68.plIC -4l =3) < 0,02
69.pllB+ 12| <2]=0,89

70.1.pl1Z-101<3)=p(z € [7;13])
=0,25+0,3=0,55

2.0,45

71.p(lA-101 <3)=plA€]7;13[) =04 et
pllA-8l <1)=plA€]7;9[) =0,15.

On adonc
pllA-111<2)=plA€19;13[=0,4-0,15-0=0,25.

Utiliser Uinégalité de Bienaymé-Tchebychev

72. 1.a]p[|F—165|>8]$?avecz—§=0,39.

25
b]p[lF—165|>10]<—avec 25 =0,25.
10? 10?

36

2. p[IH—180|>10]<—6 avec — =0,36 : la pro-
10? 10?

babilité qu'un homme pris au hasard dans cette
population mesure 1,70 m ou moins, ou 1,90 m ou
plus, est inférieure a 0,36.

73.1.a) plIC - 1501 = 60] = 22 avec 7 _ g5
60? 60?

b) La probabilité qu'une personne prise au hasard

dans la population consomme 90 litres ou moins,

ou 210 litres ou plus est inférieure a 0,25.

2p[|C—150|<90]>1—m 1—m~089
902 902

donc pl(IC - 1501 < 90) > 0,85.

102 102
74.1.p(IM -501<20)=1- — avec1-—=0,75
202 202

ou plus directement p(|M - E(M]| < 2(M)) =1 —2—12

‘IZ
avec1-—=0,75.
22

102 102
2.a) plIM - 50|>40]<—avec——00625
407 402
Remarque : On peut aussi remarquer que
40 = 4o(M).
b) p(M = 90) = plIM - 50 = 40) ~p(M < 10) < 0,052 5

75. Soit F le nombre de feuilles utilisées par Lycia.

On cherche p(F € [1000; 1500]) = p(F €1999 ; 1501[)
=plIF-1250] < 251).

Linégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

802

p(IF-1250] < 251) =1-——avec1-
2571

2
80 = (0,898
7

donc elle ne peut pas en étre slire au seuil de 90 %
(mais c’en est assez proche néanmoins).

76.1. X suit la loi binomiale de paramétres n = 45
etp=0,2.
2.a)«..si|X=-9]=3»
b) On sait que E(X) =45x 0,2 =9 et
VIX)=42%x0,2x0,8=7,2.

7,2 7,2
On a donc pll X - 9|>3]<3—avec3— 0,8
c'est-a-dire qu’'ily a au plus 80 % de chance que la
quantité de nourriture prévue ne soit pas adaptée

ce qui ne donne pas une information trés intéres-
sante.

c)IX-9l=3et7<X=<11sont les mémes événe-
ments.

La calculatrice donne p(7< X <11=0,35 donc la
majoration trouvée a la question 2. b) n’est pas
trés bonne.

77.1. M suit la loi binomiale de parameétres n = 20
etp=0,6.

2. a) On sait que E(M) =20x 0,6 = 12 et

VIM) =20x 0,6 x0,4=4,8.

On cherchep[lM—12|<3]>1—%avec
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1- 48 = 0,47.
32

b) p(9 <M < 15) = 0,75 donc la minoration obtenue
a la question 2. a) n’est pas trés bonne.

2
78. 1. p[ID—1000|>100]<1gg2 =1ce que lon
sait déja puisqu’'une probabilité est comprise entre
Oetl.

2 2
2.p(I|D-1000]<250)=1- 100 avecl- 100
2502

=0,84

502
donc Ben a au moins 84 % de chance d’avoir rai-
son ce qui ne semble pas trés risqué.

Somme des variables aléatoires et inégalité de
Bienaymé-Tchebychev

79.1. E(G) = 0,55 et V(G) = 0,997 5.

2. a] p[lG - 0,55| = 2_45] < 0.997 5
2,457

avec

0,9975 _
245
b) Lévénement |G - 0,55] = 2,45 est événement
G € ]-x;
est positif.

017.

-1,91U[3 ; +oo[ = [3 +o[ puisque le gain

La probabilité de gagner plus de 3 jetons est donc
inférieure a 0,17 environ.

80.1.E(7T) =300 et V[T) =82+ 82=128.
2. a) On doit avoir | T-300| < 30.

b]P[lT—300|<30]>1—§avec1—@:0,86
302 302

donc cette probabilité est relativement élevée.

81.1.E(A) =5et VIA) = 0,152 + 0,12=0,032 5.

0,0325 0,0325

2.pllA-5]1<0,6)=1- avecl-=—-==0,91

donc il est tres probable que la montre soit équi-
librée.

Utiliser Uinégalité de concentration

82. 1. Soit X, X,, ..., X,; les variables aléatoires
donnant les résultats des 35 mesures de méme

Xi+ Xy + oo+ Xy
35 '
0,04 0,04

004 04
35 0'52 E]VECS‘SX—O'52 = 0,005

loi que Xet M =

plIM-9,5/=05)<
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2.alp[|M—9,5|<0,2]>1—& avec
35x0,2?
004
35x 0,22

b) On est slr au seuil de 97 % que la moyenne
des mesures réalisées sera comprise strictement
entre 9,3 et 9,7 cm.

83.1.E£(B)=0,91 et V(B) = 0,901 9.
2. a]p[IM—O,‘)1I>1,U9]<m avec
50 x 1,092
0,9019
50 x 1,092

b) Cela veut dire que la probabilité que le nombre
de buts marqués en moyenne par match sur cette
saison soitinférieura-0,18 ou supérieur a 2 c’est-
a-dire soit supérieur a 2 est inférieure ou égale a
0,015 environ.

=0,015.

84.1. F£(X) = 2500 0,6 = 1 500 et
VIX) = 2 500 x 0,6 x 0,4 = 600,
2.a) p[M & 11 400; 1 6001) = p(l M - 15001 < 100}

=p[IM—1500|>100]S& avec
200 x 100?

__600 =0,000 3.

200 x 1002

b) La probabilité qu’il n'y ait pas entre 1 400 et
1 600 (exclus) logements ayant du courrier en
moyenne sur les 200 tournées est inférieure ou
égale a 0,000 3.

85. 1. £(X) = 1,088 et V(X) = 1,304 256.

2. a) On appelle X, pour i entier entre 1 et 1 700
le nombre de points marqués au i-eme tir et
M_X1+X2+...+X

1700

"% la moyenne des points par
tir.
Les événements M € [0; 1]U[1,176; 3] et

M € ]-e0; 1]JU[1,176 ; +[ sont identiques puisqu’on
marque au minimum 0 point et au maximum
3 points.

On cherche donc

plIM -1,088|=0,088) < 1304256 avec
1700 x 0,0882
1304256
1700 x 0,088?
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b) Ily a donc moins de 10 % de chance qu'il marque
1 700 points ou moins, ou 2 000 points ou plus sur
ces 1700 tirs (1 700x 1,176 =1 999,2).

86.1. £(G) = -1,5 et V(G) = 2,35.
2.50it G, G,, ..., G, les gains algébriques de ces
G +G,+...+ Gy

1000

1 000 personnes et M = leur gain

moyen. 1000
p(ME1-17;-13[)
pIM+15]<02)=1- —23°
1000 x 0,22
avecl- — 235 _094125,
1000 x 0,22

3. Le gain de l'organisateur correspond a lopposé de
la perte des joueurs donc lorganisateur a raison si

1000M € ]-1700;-1300[ &M e ]-1,7;-13l

dont on sait qu’il est réalisé avec une probabilité
de 0,941 25 > 0,9 donc il a raison.

87.1.EE) = 0,5 et VIE) = 0,25.

2. C’est la proportion de filles dans les 2 180 000
naissances.

3.pM€10,49;0,51[) = plIM - 0,5] < 0,01)

. 0.25

= " 2180000x 0,07 °'¢¢
_L:g_c;qg_
2180000 x 0,07

4. Si la probabilité qu'un enfant soit une fille a la
naissance était réellement de 0,5 alors, la proba-
bilité que la proportion de filles soit entre 0,49 et
0,51 dans un échantillon de 2,18 millions d'en-
fants serait supérieure a environ 0,999 (c'est-a-
dire extrémement élevée). Comme ce n’est pas le
cas dans cet échantillon des naissances en France
entre 2016 et 2018, on peut penser que la probabi-
lité qu’un enfant soit une fille a la naissance n’est
pas 0,5.

88.1.a)M=M
500

b) p(M €121,5 ; 22,5[)
0,47
500 x 0,52
0,4

> = 0,998 72.

=plIM-22| <0,5) =1-

avec 1-
00x0,5

2. 'avion ne contient pas d’autres bagages que
ceux de ses passagers ou ne contient pas tous les
bagages de ses passagers si la masse totale de
bagage des passagers est inférieure ou égale a
10 500 kg ou supérieure ou égale a 11 500 kg c’est-
a-dire siM € ]-o; 21]U[23 ; +o0l.

0,42

OnapllM-22|=1<———avec
500 x 7

0,42

X

Utiliser la loi des grands nombres
89. La moyenne va se rapprocher de E(G) = -1.

90.£(X) =15

91. E(X) = 12,5 d’apres le graphique et la loi des
grands nombres or E(A) = 13 et E(B) = 8,75 donc les
X suivent la méme loi que A.

92. Le nuage de points bleus car c’est celui pour
lequel la moyenne de buts par matchs semble se
rapprocher de l'espérance 0,64.

93. 1. Une liste donnant un échantillon de taille n
associé a X.

2. Ces instructions renvoient la moyenne de deux
échantillons de tailles 1 000 et 10 000 donc une
valeur proche de E(X) qui est donc proche de 2,1.

Exercices d'entrainement

p. 424-427

Problémes et variables aléatoires

94. 1. On répéte 25 fois de maniere identique et
indépendante une méme expérience de Bernoulli (le
succeés est une bonne réponse de probabilité 0,2).

X compte les succés donc X suit %B(25 ; 0,2).
2.a)Y=25-X

b) E(X) = np = 5 donc E(Y) = E(25 - X) = 25 - E[X) = 20.
3.a)Z=2X-0,5Y

b) On calcule

E(Z) = 2E(X) - 0,5E(Y) =2x5-0,5x20=0.
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Sur un grand nombre de tels QCM, la moyenne de
Tess est 0 point.

95. 1. 200 + 10 x 12 = 320 euros au maximum sur
lannée.

2.a) X suit %B(12;0,5).

b) Y =200 + 10X

c) E(Y) = 200 + 10E(X) = 260 car E(X) = np = 6.

3. Pour cela, il faudrait que son pere ait fait 5 PILE
ou plus l'an dernier donc que X = 5.

plX=5)=1-plX =<4 =0,806:cest la probabi-
lité que Lubin ait touché au moins 250 euros l'an
dernier.

96.1.

def jeuQ:

a=random.random Q)

if a<=0,028:
r=55

if a<=0,17 and a>0,028:
r=5

if a<=0,37 and a>0,17:
r=1

if a>0,37:
r=-5

return r

2.0n peut écrire [Jeu() for i1 in range(5)]
par exemple.

3.a)0OnaEX)=-0,7.

Donc E(S) = 5E(X) = -3,5.

b) En moyenne, lorsqu’il joue un grand nombre de
fois b parties, Thomas perd 3,50 euros.

c) VIX) = 103,71

On en déduit que V(S) = 5V(X) = 518,55 puis que
o(S) = 22,8.

97.1. E(M,) = £1X) = 0,65

V[Mn]=M= 3,7275
n n
2. On résout M<0,5 3.7275 <n car n et

n

0,5 positifs. Il faut prendre n = 8 soit a partir de
n=8.

98.1.0n peut poser Z=X, + X, + X, ou X, est le gain
lors du tirage /.

La loi de X, est donnée par :
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x1, 0 2 3
1 7 1
=X 5 s | s
29
(ona E(X,)==—).
15
La loi de X, est donnée par :
X2, -5 -2 0
(X, =x2) 1 1 =
PAEXEH 3 | 5 | 15

(on a E(X,) = —E].
15

La loi de X, est donnée par :

X3, 0 | 10
4 1
p(X,=x3) s s
(on a E(X) = 2).
2.0na E(Z) = EX )+ EX )+ EX)= 22 - 31,5 - 28,
15 15 15

Sur un grand nombre de parties, on peut espérer
gagner en moyenne environ 1,87 euros.

3.a) S, représente le gain total sur n parties.

b) E(5 ) = nE(Z) = 22
" 15

c)On veutE[Sn]>100@%n>100@n>ﬁ.

Il faut jouer 54 fois pour espérer remporter plus
de 100 euros.

99.1.

Zi Z, :ax1 2228X2 zn:axn

plZz=1) P, P, P,

2.E(Z)=p,XZ,+p,XZ,+ ..+ p X7

= ax,p,+ ax,p,+ ... + ax.p,

=alp, XX, + P, XX, + ... + p XX ]

= aE(X)
donc ElaX) = aE(X).
3. VI2) = p,x(z,- E[2))*+ p,x [z, - E(Z))? + ...
+p, xz, - ElZ))?
= p,x [ax, - aE(X))?+ p, x (ax, - aE(X))?+ ...
+p, x lax - aE(X))? car E(Z) = aE(X)
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=a?(x, - EX))?p, + a%(x, - EX))%p, + ... + a’lx_— E(X))*p,
=a’(p, x [x, - EIX))?+ p, x [x, - EIX))?+ ...

+p x(x - EX))?) = a?V(X)

donc VlaX) = a?VI(X).

100.

import math

e=Float (input(entrer I"espérance de X))

s=Float (input(“entrer l"écart-type de X))

n=int (input("entrer n la taille de I"échantillon™))

print (""l"espérance de Mn vaut:",e)

sl=math.sqrt ((s**2)/n)

print (""I1"écart-type de la moyenne de I-échantillon
est:",sl)

21,252 4515625
n n .

Donc o(lM,) = ,/M
n
On veut donc M <
\ n

21,25

n
Il faut donc choisir n = 452.

101.0naV(M,) =

< 1donc 21,25 < \n et 451,562 5 < n

102.1.a) Pour m=2ett=3 on a ElX) = 0,75 et
E(Y)=-0,9.

Donc E(X + Y) = E(X) + E[Y) = - 0,15.
De plus V(X) = 0,687 5 et V(Y] = 6,69.

Les jeux sont consécutifs et indépendants donc X
et Y sont indépendantes.

Ainsi VIX + Y) = VIX) + V(Y] et donc

olX+ Y= VIX)+VIY) = 2,72

b) Non car E(X + Y) < 0.
2. a) Il faut que E(X + Y) > 0.

OrE) = M et Eyy =84 L
4 5 10

6 t

_2 i
5 10
©5+5m-24+2t>05m+2t> 19 pour que le
jeu soit avantageux.

b) Par exemple (2;1);(2;2);(3;1);(2;3).

>0

Il faut donc I+

103. 1. a) On répete 8 fois de maniére identique et
indépendante une méme expérience de Bernoulli
qui consiste a transmettre un bit (le succés est
que le bit est mal transmis, de probabilité 0,002).
X suit la loi 9(8 ; 0,002).

b) E(X) =np =0,016 et

VIX) = np(1 - p) = 0,015 968 et donc o(X) = 0,126.

2. a) S correspond au nombre de bits mal transmis
sur un échantillon d'un million d’octets.

b) 1 Mo = 1 million d’octets. Donc il s'agit de
E(S) = 10¢x E(X) = 16 000 : 16 000 bits incorrects
sur 1 Mo.

V(X
) EIM=E(X)=0,016 et V(M) - %

olX)

108

donc 6(M) = = 0,000 126.

Utiliser un échantillon
dans le cadre d’un prélévement

104. 1. Comme leffectif de l'entreprise est rela-
tivement grand par rapport au prélévement (1 500
par rapport a 10). On peut considérer que c’est un
tirage avec remise.

2.E(S)=10x1870=18700
V[S) = 10V(X) = 10 x 223% donc

o(S) =410 x 223? = 705,2.

105. 1. Chacun des X suit une loi B(0,66] et on les
considére indépendants.

S suit donc une loi B(200 ; 0,66).

2. E(S) = np = 132 et 6(S) = \/npl1 - p) = 6,7.

3. On utilise la méthode du chapitre 12. Avec la
calculatrice, on trouve a = 119 et b = 145. Un tel
intervalle est donc [119 ; 145].

106.1.Lénoncé dit qu'ily a un trés grand nombre
de billets. Donc on peut considérer que les pro-
babilités ne changent pas et que les tirages sont
indépendants.

2.

X, 19 | 49 |99
0,969 | 0,02 | 0,01 | 0,001

plX=x)

Ona ElX) =-0,2 et VIX) = 36,36 donc o(X) = 6,03.

349
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3. £(S) = 3E(X) = - 0,6 est ce que peut espérer
Manon en moyenne en tirant 3 tickets.

V(S) = 3V(X) donc o(S) = y3V(X) = 10,4.

Inégalités de Bienaymé-Tchebychev

107.1. p(lD — 30000| =5 000) < M =016
50002

2. a) p(ID - 30 000| = 5 000)

= pl(D < 25 000)JU(D = 35 000])

= p(D < 25 000) + p(D = 35 000) or

p(D = 35 000) = p(D = 30 000 + 5 000)

= plD < 30 000 - 5 000) = p(D < 25 000) donc

plID - 30 000] = 5 000) = 2p(D = 35 000) soit

_ =
pllD—30 ogol 50000 _ b = 35 000)

b) D’aprés 1. et 2. a), on a p(D = 35 000) < 0,08 il
y a donc moins de 8 % de chance qu'une ampoule
dure 35 000 heures ou plus donc la réponse est :
non.

108. 1. a) X suit la loi binomiale de parameétres
n=4x10%etp=0,5.

b) £(X) = 2 x 10%, V[X) = 10% et o(X) = 102
2. a) Ce n’est pas dans ses capacités.

10%
b) plX —2x10%| <102 + ) =1- ———
(10" + 12
24
avec‘l—Lzo,
(10" +1)2

c) Il y a plus de 99 % de chance que le nombre
d’atomes désintégré soit égal a 2 x 10% a plus ou
moins 10" atomes prés.

Inégalités de Bienaymé-Tchebychev
et de concentration « sans symétrie »

109. 1. a) Car l'événement X € ]-o ; 6]U[12 ; +oof
n’est pas de la forme |X - 8| = & (ou son contraire).
b) IX-8] =2 o X& ]-x; 6]U[10 ; +[ donc

(IX-8] = 2] = (X € ]-0; 6]U12 ; +c[JUX € [10; 12[)

donc pl(lX - 8] = 2] = p(X € ]-o ; 6]JU[12 ; +oo[)
+pXe10;12[) = plX € 1-00; 6]UI12 ; +o0[).
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€) plX € 1= ; 6]UN12 ; +ol) < plIX -8 = 2) < -
=0,25 22

2. a) Car lévénement X € 15 ; 13[ n'est pas de la
forme |X - 8] < & (ou son contraire).

b) I X-8l<3e=Xe]15; 11
doncXe€15:13[=(IX-8] <3)uXe[11;13[) donc
pXx €15; 13[) = plIX - 8] < 3) + plx € [11; 13])
= plIX - 8] < 3).

2

cplXxel5;13[) =pllX-8/<3) =1 —;—zavec

2
1-—=0,89.
32

110. On cherche
4L
pA>7=pllA-1121<42=1-——

4,22

avec1— iz =0,77.

111.1.5=1000 =M =100 or IM - 95| =5
< M=1000u M < 90.

Ainsi p(IM - 95| = 5) = p(M = 100) + p(M < 90)
= p(M = 100) = p(S = 1 000).

2
2. plS=1000)< plM—95|=5<—> -0,
10 x 52
112.1. E(X) = 11,4 et VIX) = 9,54.
2.p(M < 1) <plIM-11,41 = 0,4)
<% o3
2000 x 0,42

Déterminer la taille d’un échantillon
113. On considére M, = KXot t Xy

n
et on cherche n tel que p(IM - 250] < 5) = 0,95.
Comme pl(IM, — 250| < 5)=1- 100 _ 1- 4

n x5 n

une condition suffisante est 1— é =0,95 < n=80.
n
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L i 128
37 1369

2. On considere G,, G,, ...,G, les variables aléatoires
donnant les gains des joueurs successifs : elles sont
toutes indépendantes et suivent la méme loi que G.

114.1. E(6) =

OnposealorsM, = 6+6,+...+6, eton cherchen
n
telquep[ +—‘ ]>095
Comme
1368

1

p[M +—

A O R E TS
37

37 1 2 n
X R

une condition suffisante est

1368
n

1-—

=0,95 < n=27360.

115. On considére 7., T,, ..., T les variables aléa-
toires donnant les temps de trajets successifs :
elles sont toutes indépendantes et suivent la
méme loi que T.

L+T,+...+T

On pose alors M, = et on cherche n

n
tel que p(IM_ - 6| <0,25)=0,9
Comme

2
025 _, 1

plM, —6/<025)=1-——
n x 0,252 n

une condition suffisante est 1- —=0,98 <& n=50.

n

116. On considere A, A,, ..., A_les variables aléa-
toires donnant les apports caloriques journaliers
successifs : on suppose qu’elles sont toutes indé-
pendantes et suivent la méme loi d’espérance
3000 et d’écart-type 50.

On pose alors M, = Arh+. +A

n
n tel que p(IM_- 3 000] < 100) = 0,99.
Comme

et on cherche

50? 1
plM, —3000/<100)=1-— =1
n x 1002 4n

une condition suffisante est

- L=

0,99 © n=25.
4n

117.1. a) On obtient soit 1 PILE (avec une probabi-
lité 0,6) soit 0 PILE (avec une probabilité 0,4) donc
donc X/ suit une loi de Bernoulli de parametre 0,6.
b) £(X) = 0,6 et VIX) = 0,6 x 0,4 = 0,24.
2.a)]0,5;0,7[ pour 6=0,1.

b) On cherche n tel que

p[|Mn -0,6] <0,1) = 0,95.

Comme

plM. —0,6]/<0,1=1-
n><0,1 n

une condition suffisante est

-

0,95 < n= 480 donc n, = 480.
n

c) Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de
PILE obtenus quand on lance 480 fois cette piece.
X suit la loi binomiale de parameétres n = 480 et
p = 0,6 et on cherche p(X > 240) = 0,999 99.

Pour 480 lancers, on est sr a un seuil bien plus
élevé que 95 % d'obtenir plus de PILE que de
FACE : encore une fois, l'inégalité de concentra-
tion n’est pas optimale.

Déterminer dou V

118. 1. Pour 8 = /200 l'inégalité est vérifiée.

2qum>&\§wm02

4\4

119. a) On résout d'abord = <0,01< 6 =100(Y).

Pour ces valeurs de 9, on a
pllY — Hm>&\%ﬁ\om

viy)

b) On résout d’abord 1— 5 > 5 < &> 3clY).

Pour ces valeurs de 9, on a
V(Y)

p[IY—E[Y]I<6]>1——>—-
& 9
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120. D’aprés l'énoncé, on a
plIX =701 = 10)>0,1.

D'autre part, pllX — 70| =10) < %)Z] d’'aprés liné-

galité de Bienaymé-Tchebychev.

Ona donc%>0,1@V(Xl>10.

121. 1. On résout d’abord

1—@20,99@0,01>@@82100.
8? &?

Pour ces valeurs de §, on a

pllS 300/ <8)=1- % =0,99.

2.D’apreés la question précédente, p(S €]200; 400[)
=p(S = 201) = 0,99 donc a = 200 convient.

122. Travail de 'éleve.
1. Bienaymé l'a formulée et Tchebychev la démontrée.

2. On peut par exemple penser au théoreme de
Fermat-Wiles ou au théoréme de Pythagore dont
on trouve des formulations dans des textes de
différentes civilisations (babylonienne, indienne,
chinoise] mais dont la premiére démonstration
connue est donnée par Euclide.

On pourra ouvrir le spectre des recherches aux
recherches simultanées (on pense notamment au
calcul différentiel de Leibniz et Newton).

123. Travail de l'éléve.

1. Les sondages précédant d'un an les élections de
2017 donnent des intentions de votes trés sur-éva-
lués ou sous-évalués pour de nombreux candidats.

2. La sincérité des réponses (cf J-M. Le Pen en
2002 par exemple), taille des échantillons, etc.

3.... [pour le graphique, on pourra par exemple
afficher les intentions de votes successives d'un
ou une candidate afin de commenter son évolution
dans le temps).

Exercices bilan p. 428

124. Somme de variables aléatoires
1. La loi de X est donnée par le tableau :

352

X 1 2 3

plX=x) | 0,9 | 0,08 | 0,02

S=X,+X,+..+X, ouX estle nombre de feuilles
prises lors de la i-éme impression (chacune des
X. suit la loi de X et sont indépendantes car les
impressions sont indépendantes).

2. 0On trouve E(X) = 1,12 donc E(S) = 10E(X) = 11,2.
3. 0n trouve V(X) =0,145 6 donc V(S) = 10V(X) = 1,456.
On en déduit que o(S) = 1,21.

125. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev (1)
1. E(Z) = 6E(X) = 6 000 et V[Z) = 6 x 15 = 90 par indé-
pendance des volumes de chacune des bouteilles.
2. Cette probabilité est p(Z € 15 950 ; 6 050[).
D’aprés linégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a :

plZ €15950; 6 050[) = 1—812

p[ZE]5950;6050[]>’I—2
502

plZ €15 950 ; 6 050[) = 0,964.

3. a) Comme le prélévement est assimilé a un
tirage avec remise, on considere que c’est une
répétition de 200 expériences de Bernoulli (de
succes le fait que la pack d'eau contienne entre
5,950 et 6,050 L, de probabilité 0,98) effectuée de
maniere identique et indépendante.

N suit donc une loi binomiale de paramétres
n=200etp=0,98.

b) Avec la calculatrice, p(N = 194) = 0,891.

c) On a E(N) = np = 196. Sur un grand nombre de
lots de 200 packs, en moyenne, 196 contiennent
entre 5,950 et 6,050 L.

126. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev (2)

1. Albane car ol(A) < o(T).

2. a) Albane et Thomas ne répondent qu’aux ques-
tions de leur discipline donc le score sur un theme
n'a pas de lien avec le score sur l'autre.

b) E(S) = 86 et, A et T étant indépendantes,

V[S) = 3%+ 4?= 25 puis 6(S) = 5.

3.a) p[|S—86|<15]21—§avec1—£z0,889.
152 152
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b) plIS - 86| < 15) = p(S € 171 ; 101[) = p(S = 72)
puisqu’il y a 100 questions donc Albane et Thomas
sont sdrs de gagner un lot a un seuil proche de 89 %.

127. Inégalité de concentration,
loi des grands nombres et simulation

1.a) E(X) = 2,5 et VIX) = 1,25.
b) On considere X, X,, ..., X les variables aléa-
toires donnant les résultats des lancers succes-

sifs : elles sont toutes indépendantes et suivent la
méme loi que X.

On pose alors M = KXot t Xy et on cherchen
n
tel que p(IM - 2,5] < 0,05) = 0,95.
Comme
p[lM—2,5|<0,05]>1—£=1—5;m.
n x (0,05)2 n
une condition suffisante est
1—@20,95®n>10000.
n

2. a) La probabilité que le résultat soit 4 est 0,35
et non 0,25 (par exemple si a = 0,7 alors r vaut
d’abord 3 mais prend ensuite la valeur 4 qui est
renvoyée).

b)

Y, 1 2 3 4
0,25 | 0,25 | 0,15 | 0,35

ply=y)

c) E(Y)=2,6 et V[Y)=1,44.

d) Sous la condition que les valeurs renvoyées par
la fonction sont indépendantes.

4.a) De E[Y) = 2,6.

b (M — 2,6/ < 0,05)=1- — 44
10 000 x (0,05)2

I T
10 000 x (0,05

c’est assez probable.

avec 1 =0,942 4 donc oui,

c) Si on joue 10 000 fois, on voit que la moyenne
des résultats doit probablement se trouver dans
lUintervalle 12,55 ; 2,65[ avec ce programme
alors qu'elle devrait trés probablement étre
dans]2,45 ; 2,55 si le programme était correct.

On peut donc jouer 10 000 fois et constater que la
moyenne des résultats n'est pas dans 12,45 ; 2,55[
ce qui devrait étre le cas avec une probabilité
supérieure a 0,95.

Préparer le BAC Je me teste p. 430

128. B car c’est égal a 5E(X).
129. B car c’est égal a E(X) + E(Y).

130. B car X et Y étant indépendantes, c’est
VIX) + VY) = 0,042 + 0,122,

131. C car la variable aléatoire moyenne qui a la
méme espérance que X.

132. D en résolvant l'équation E(X) + bE(Y) = 0.

133. D d'aprés le cours.

134.A=10L‘J 6=2.
52

135. C et D car il serait suffisant d’avoir

2
n x 0,22

1-

> 0,95

136. B d’apres la loi des grands nombres.

Préparer le BAC Je révise p. 431

137. Probléme ouvert

Soit X la variable aléatoire donnant le nombre
de fois oU elle touche la cible 1 et Y celle pour la
cible 2.

Les tirs étant indépendants, on peut dire que X
suit %B(20 ; 0,4) et Y suit B(10 ; 0,1).

On adonc E(X) =8 et E[Y) = 1.

Soit Z la variable aléatoire donnant le nombre de
points : on a Z=5X+ 20Y.

Sur un grand nombre d’entrainements, elle peut
espérer en moyenne E(Z) points avec :

E(Z) = E(5X + 20Y) = 5E(X) + 20E(Y) = 40 + 20 = 60
c’est-a-dire 60 points.

138. Avec un programme
1. La loi de X est donnée par :

X -4 5 100

plX=x) | 0,78 | 0,18 | 0,04
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2. D’apres la ligne 11, elle est utilisée 10 fois.

3. - 40 signifie que L'on a obtenu - 4 dix fois (soit
10 partie perdues).

Cette probabilité vaut 0,78 = 0,083.

4.a) On peut écrire S=X, + ...+ X, ou X est le gain
a la i-eme des 10 parties et ou tous les X, suivent
la loi donnée dans la question 1.

b) On a E(S) = 10E(X) = 17,8 car E(X) = 1,78.
On peut espérer gagner en moyenne 17,8.

139. Espérance et concentration

1. On considére T,, T, ..., T, les variables aléa-
toires donnant les temps d’attente successifs :
elles sont toutes indépendantes et suivent la
méme loi que T. On pose alors :

M = T+ 41y et p(M — 600<60)=1— 2000
52 52x60?
avec 11— 2 000 = 0,989
x 602

2.a) T'=T - 60 donc E(T") = 540 et V(T") = 2 000.

b) On considére I, T, .. T lesvariables aléatoires
donnant les temps d’attente successifs : elles
sont toutes indépendantes et suivent la méme Lloi
que T".

T+T +...+T/

On pose alors M, = = et on cherche n

n
tel que p(IM’ - 540] < 30) = 0,99.

Comme
oM —540] =1 - 2000 _q_20,
n x 302 9n
une condition suffisante est
1202 099 5 =290
9n 9

donc a partir de 223 clients.

140. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

1. X suit la loi binomiale de parametres n = 50 et
p=0,25.

2.a)G=2X

b) E(X) = 12,5 et VIX] = 9,375 donc E[G) = 25 et
VIG) = 37,5.

3.a) S=2X-0,5(50 - X) =2X- 25+ 0,5X=2,5X - 25
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b] E[S] = 2,5E[X] - 25 = 6'25 et V[S] - V[2,5X] _ 2'52

V(X) = 58,593 75.

) pllS — 6,251 = 31,75 < 2222270
31,752

vec 58,593 75 =~ (,058.

d) [S - 6,25 = 31,75

& S € J-o; - 25,5]U[38 ; +[ or le score minimal
est -25 donc |S - 6,25| = 31,75 & S = 38.

La probabilité que U'on obtienne 38 points ou plus
a ce jeu est inférieure a 0,058 environ.

e) 5=38< 2,5X-25=38
& 25X =63 < X =252 c’est-a-dire X = 26.
Ainsi, p(S = 38) = p(X = 26) = 0,000 04.

f) La majoration (de Uordre de 0,06) n’est pas trés
bonne puisque la «vraie » probabilité est bien plus
faible (de Uordre de 0,000 04).

Exercices vers le supérieur  p. 432-433

141. variables aléatoires en tant que fonctions
1.a) Q = {rouge ; vert ; noir ; blanc}

b) Glrouge] = 1, Glvert] = 0, G(noir) =0

et Glblanc) = - 2.

c) G est une variable aléatoire.

Sa loi est : 9 ) 0 1

pl=g) | 01 | 07 | 02

2.a)Q'={7;8;9;10;valet ; dame ; roi ; as}

b) V(7) = VI8) = V[9) = V(10) = 0, Vlvalet) = V(dame)
= Vlroi) = 10 et V(as) = 20.

142. Variables aléatoires, univers et espérance
1. a) Ils sont identiques car X = x; si et seulement
si X(w) = x, c’est-a-dire si et seulement sio € A.

b p, = plX = x) = plX € A) = 2 plo)

WEA
2. EX) =X, X P, + X, X P, + ... + X X P

=x,XpX=x)+x,xpX=x)+ .. +x xplX=x]

=X, X %p[m] +X, X zAzp[w] +o XX z; plo)
= Dlplo) xx,) + ;[p[w] XX) + ok %[p(m] xx)

WEA

or pour tout ® € A, x. = X(w) donc
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ElX) = 0%1[13[0)] x X(o)) + me%[p(ml x X(o)) +

+ Zlplo) x Xlol) - 2 plo) x o)

143. Linéarité de Uespérance

1. €11 = X [plo) x V(o)

2. EX+ ) = 2 [plo) x X(o) + Vo))

3. £0 + £ = 2 [pl) x Xlo)

+ 2 (plo) x Vo)) = X (plo) x Xlo] + pla) x Vo)
= 2 (plo) x (Xlw) + Yloll) = £+ ¥

144, variables comparables et espérance

EX) = le(ml « Xlo)) < Z[p[wl x Ylo)) = EV) si
Xlo) < Vo) pour tout ® € Q.

145. Inégalité de Markov
1. Soitw € Q.
e si X[w) = § alors Y(w)

e siX(w) < §alors Yw) =
X est positive.

On vient de montrer que X = Y donc E(X) = E(Y).

=8 donc X(w) = Y(w).
0 donc X(w) = Y(w) puisque

2.a) y 0 N
plY=y) | 1-plx=39) plX =9
b) E(Y) = p(X = 8) x &
3. On a donc EX] = E[Y) = plX = 8] x & donc

[X>5]<ﬁ puisque & > 0.
d

146. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

= (X - E[X])? est une variable aléatoire positive
donc on peut appliquer linégalité de Markov.
2. Pour & positif, appliquons linégalité de Markov
aZetd:

plZ = &%) < iZ] or
82

7= X-EX)P=8s IX-EXI=3§;
¢ £(7Z) = VIX) d’aprés le rappel de U'énoncé ;

onadonc p(lX — E(X)| = 8] < %

147. Ecritures équivalentes

1. Les X, suivent toutes une méme loi de Bernoulli
de parametre p car la probabilité d'un succés dans
la i-eme répétition du schéma de Bernoulli vaut p.

2. Comme le cadre est un schéma de Bernoulli,
les expériences sont identiques et indépendantes
et donc les X sont indépendantes.

3.X, +X,+..+X donne le nombre de succes sur
les n répétitions donc X, + X, + ... + X = X ce qui
prouve que l'on peut décomposer X en une somme
de variables aléatoires indépendantes de méme
loi B(p).

148. Jeu de couleurs

Soit G lavariable aléatoire donnant le gain algébrique
a ce jeu. D'aprés le graphique et la loi des grands
nombres, on a E(G) = - 0,1 environ.

D’autre part,

EG) =px(-1)+(1-p)x2=2-3p

ol p est la probabilité de perdre (c’est-a-dire la
proportion de boules noires dans lurne).

Onadoncp=0,7 aprés résolutionde 2-3p=-0,1.

Pournlenombredeboules noires,ona % =p=07

donc n = 21
rouges.

:il'y a 21 boules noires et 9 boules

149. Variables aléatoires indépendantes (1)
1. A laide d'un tableau & double entrée par
1

exemple, on trouve p(S =7) = 6% etplR=1=

N |

5
2 ) )

2.pS=7N[R=1)= m car les issues qui

conviennent sont (6; 1) et (5; 2).

3.6 32 32

6h 64 64 64
S et R ne sont pas indépendantes.

150. Variables aléatoires indépendantes (2)
1. La loi de X est donnée par:

X, 0 2

1

pX=x) | 05 | 05
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La loi de Y st donnée par:

doncp[U=3]xp(D=0]=%:

Y, 0 5
2 1 1
MY=YJ 5 5 .pHU=3]ﬂU?=0U=?§:
Ona. donc plU=3)xp(D=0)=pl(U=3)N(D=0)).
DU 2.V1U) =7 et vID) = 0,187 5 donc Vi) + V(D) = 221
»plX=20Y =5 = pligh = - 6 ' 48

Laloide U+ Dest:

et p(X =2 x plY =5) = 1 cily a égalité.
6 X, 112[3[4[5[6]7]8]9

(N O O O O I

1
«pIX =0NY =5) = piisl) = 1
616 |6 [12112(12(12(12|12

plU+D=y)

1
et plX =0)x plY =5) = —:ily a égalité. 329
6 donc V(U + D) = ===,
48

1
oeplX=2NY=0=pl{2;4}) =— . o
P )= pli2; 41 3 Dans ce cas ou U et V ne sont pas indépendantes,

1 ona V(U + D) # VIU) + V(D).
et plX =2 x plY =0) = —:ily a égalité.
3 153. Espérance et indépendance

1
epX=0NY=0=p{1;3)=- 1. Pour résumer, on peut utiliser un tableau a
3 double entrée :

et plX =0)x plY = 0=~ : il y a égalité. . 2 3 A
3 Dé 2
Les variables X et Y sont donc indépendantes. 1 1 2 3 4
2 2 4 6 8
151. Variables aléatoires indépendantes (3) 3 3 . . 0
A laide d'un arbre [(seules les deux premiéres
étapes sont nécessaires) par exemple, on obtient 4 4 8 12 16
que: pl(X =1N(y =10)) =ply =10 = 1 Ainsi on a la loi de XY donnée par :
é ro 12346 |8]9[12]16
1 1
p[X=1]=EetP[Y=10]=g. : 11212322121
PY=r) | 7 176 | 76 |16 | 16 | 76 | 16 | 16 | 12
On en déduit que
plX=1) N (Y=10))#pX=1)xplY=10). 2. On trouve E(XY] = 6,25.
Xet Yne sont donc pas indépendantes_ 3. La |.0| de X [Et Cel.l.e de Y] est donnée par N
Remarque : On peut considérer X = 2 et ¥ = 10. X; 1 2 3 4
En effet, p((X=2 N (Y=10]) =0 et p(X = 2] # 0 et 1 1 1 1
PlY=10) #0. _ - - - —
S R A A
152. Variance et indépendance Donc E(X) = E[Y) = 2,5.
1. Non:

On remarque que
9 E(X) x E[Y) = 6,25 = E(XY).

12

1
[] U=3=_ = =
pl ) 12etp[D 0)

~Nlw
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154. Variance de Konig-Huygens

VIX +Y) = E((X + Y)?) - (E(X + Y))2 d’aprés le premier
prérequis

= E(X?+ 2XY + Y?) - (E(X) + E(V])?

= E(X?) + 2E(XY) + E(Y?) - ((E(X))2+ 2EIX)ELY) + (E(Y))?)
= E(X)2+ 2E(X)E(Y) + E(Y?) - (E(X))? - 2EIX)E(Y) - (E(V))?
d’aprés le deuxiéme prérequis

= E(X)? - (E(X))2+ E(Y?) - (E(V))?

= VIX]) + V[Y) d’aprés le premier prérequis.

Travaux pratiques p. 434-437

TP 1. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
et loi binomiale

e Durée estimée : 55min

¢ Objectif : Confronter la majoration donnée par
linégalité de Bienaymé-Tchebychev et la valeur de
la probabilité dans le cadre de la loi binomiale afin
de constater que cette majoration est loin d'étre
optimale.

A. Premier exemple
1..e0sX=<20u9=X=<10.
2. for 1 in [0,1,2,9,10]
On obtient 0,050 6 environ.

B. Calcul de plIS, - npl=+/n)
et inégalité de Bienaymé-Tchebychev

1.a)

def pl(n,p):
return sum ([proba_binom(n, p, i)
for i in range (n+1l)
if abs(i-n*p) >=math.sqrt(n)])

b)...
2. On applique linégalité de Bienaymé-Tcheby-
cheva§ d'espérance np et de variance np(1 - p) :

plS, — npl = n) < npll — p) =pl1 - p).

(W)

3.a)0,2475

b) Dans le cas n =10 et p = 0,55, linégalité de Bie-
naymé-Tchebychev donne

pllS, — npl = \/;] < 0,2475 alors que l'on sait que
pllS, — npl = \/;] = 0,050 6 dans ce cas : la majo-

ration donnée n’est pas trés bonne.

C. Comparaison de pl|S, - npl= \/;l etpl1-p)
1.

def p2 (k,p):
return [p1(n, p) for n in range (10, k+1)]

2. a) On obtient :

0,175-
0,150
0,125-
0,100
0,075
0,050
0,025 o222 50 mi b it o ot o s fo
0,000~ : : : :
20 40 40 80 100

''''' . .

Pour un p donné, la majoration n’est jamais trés
bonne.

b) Par exemple avec k=200 et p=0,63 :

0,20-
0,154
0,10-
R

25 50 75 100125 150 175 200
Oui, cela confirme les observations de la question
précédente.

) A «n constant», on remarque que les probabi-
lités sont globalement plus grandes quand p est
proche de 0,5 : c’est normal car dans ce cas, la
variance np(1 - p) est plus grande c’est-a-dire que
les valeurs éloignées de l'espérance np sont plus
probables.

TP 2. Marche aléatoire

e Durée estimée : 50 min

¢ Objectif : Travailler avec une marche aléatoire
et, en particulier, discuter de léloignement du
point de départ.
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1. a) On obtient (les points marquent les positions
d’arréts successives du centre du robot] :

0.25+
0 0p5 05 075

-0,25+ +

-0.5+ —

b) X = [0, - 0.25, - 0.25, - 0.25, 0, 0]
etY=1[0,0,-0.25 -0.5,-0.5 -0.25]
2.a)

def modifl (L) :
L.append (L[len(L)-1]+0.25)
return L

b)

def modif2 (L) :
L.append (L[1en(L)-1]-0.25)
return L

c)

def modif3 (L) :
L.append (L[Ien(L)-1D)
return L

3.a) Labscisse augmente de 0,25 et lordonnée reste
identique donc c’est un déplacement vers la droite.

b) ¢ Sia =2, c’est un déplacement vers la gauche.
e Sia=3, c’estun déplacement vers le fond.

¢ Sja =4, c’est un déplacement vers l'avant.

4. a) Non.

b)...

c) Si on considére Uabscisse du robot, la variable
aléatoire X donnant la valeur a y ajouter a l'étape
i suit la loi :

X -0,25 0

pX=x) | 025 | 05

0,25
0,25

d’espérance 0 et de variance 0,031 25.

Cela veut dire qu'apres 1 000 étapes par exemple,
l'abscisse du point est donnée par la variable aléa-
toireS=X +X,+ ...+ X, ,,d’espérance 1000x0=0

et de variance

1000
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1 000 x 0,031 25 = 31,25 (toutes les variables aléa-

toires X sont indépendantes).
Linégalité de donne

pllSl=20]< 3L 0,078 125 donc, bien qu'en
202

Bienaymé-Tchebychev

1 000 étapes, le robot ait pu atteindre (au maxi-
mum) les abscisses - 250 ou 250, la probabilité
qu’il soit éloigné du point de départ de plus de
20 est inférieure a 0,078 125 (et on sait que cette
majoration n’est pas optimale).

ILen va de méme pour les ordonnées.

TP 3. Echantillons et écarts-types

e Durée estimée : 40 min

¢ Objectif : Simuler N échantillons de taille n
d’'une variable aléatoire d'espérance p et d'écart
type o. Calculer lécart type s de la série des
moyennes des échantillons observés et la compa-

. 0
rera —.
Jn

Calculer la proportion des échantillons pour les-
quels U'écart entre la moyenne et p est inférieur ou
égala ks pourk=1,2,3.

A. Observations

1. 2. 3. 4. 5. 6.a)b)..

7.al 6 =3 etn=100ici donc i=0,3 : lavaleurs
n

en D102 doit étre proche de 0,3 normalement.
b) Normalement oui.

¢) Normalement oui.

8.alb)c)d)..

e) Autour de 70 %.

f) Pour k = 2 : autour de 95 %.

Pour k =3 : autour de 100 %.

B. Simulation
1. =600x0,5+300 =600

Et8=600x§=100\/§.

2. De 600 (loi des grands nombres).
3.0 ® _100y3 _100y3 _, o

Jno koo 10V3
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TP 4. Etude de sondages

e Durée estimée : 55 min

¢ Objectif : Répondre a la question d’entrée de
chapitre en étudiant le lien entre le co(t et la pré-
cision d'un sondage. On commencera par faire le
lien entre sondages et échantillons pour faire le
lien avec ce chapitre.

A. Premier tour des élections
présidentielles 2017 en France

1. a) Sous l'hypothése d’indépendance.

S suit la loi binomiale de parametres n =1 000 et
p=0,2.

b) [176 ; 225].

c) Il doit étre crédité d’'entre 17,6 % et 22,5 % des
voix soit une marge d'erreur de 2,4 % - 2,5 %.

d) Normalement, on ne devrait pas avoir une pro-
portion en dehors de [0,176 ; 0,225] donc on peut
douter de leur fiabilité ou de leur représentativité
(pour de multiples raisons, pas nécessairement
parce qu’'ils ont mal été réalisés).

2. Intervalle de fluctuation : [1 922 ; 2 079], soit
entre 19,22 % et 20,79 % : la marge d’erreur est
d’environ 0,8 %.

B. Deuxiéme tour des élections
présidentielles 2017

1.al1€

b) Par exemple pour 2 000 sondés, le colit est de
2000 € et lamarge d’erreur de 2,1 % environ alors
que pour 4 000 sondés, le colit est de 4 000 € (le
double de 2 000 €) mais la marge d’erreur est de
1,5 % environ, elle n'est donc pas divisée par 2.

2. a) Avec un tableur, on obtient :

A B C
11X y y =1/y’
2 1000 2,9 | 0,11890606
3 2000 2,11 0,22675737
4 3000 1,7 | 0,34602076
5 4000 1,5 | 0,44bbhbbhh
6 5000 1,3 0,59171598
7 6000 1,2 | 0,69444444
8 7000 1,1 0,82644628
9 8000 1 1
10 9000 1 1
11 10000 0,9 | 1,23456789
12
13 Points de coordonnées
14) (x;y)
15
E 1,4
17 1,2 ®
18] 1 oo
i 0,8 .
20 .
121] 0,6 °
22 °
— 0,4
23| e
2_4 0.2 °
125 0
26 0 5000 10000 15000

Les points semblent quasi alignés.
b) Elle semble linéaire avec f(x) = 0,000 12x.

1

Marge d’erreur?

1

1 1
Jix) 0,00012x  0,010x

Pour 1 000 000 personnes sondées, cela donne
0,09 % environ.

c) Pour x sondés,f(x]) = donc la

marge d’erreur est
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Dossier:

DOSSIER BAC

Sujet type A p. 444

1. Suite arithmetico-géométrique et limite

1.a)u,=0,8xu, +35=0,8%x150+35=155
Doncily a 155 vélos en stock au 1¢r juillet 2021.

b) Chaque année, le stock est amputé de 20 %
(donc multiplié par 0,8) puis augmenté de 35.

u_représente le nombre de vélos en stock a l'an-
née 2020 + n. Donc u,,, =0,8u, + 35.
2. a) En B3 on peut saisir « =0,8*B2+35 ».
b) La limite de(u ) semble étre 175.
3. a) Pour tout entier n,
v, =u, -175doncu, =v, +175.
V.. =U,, -175=0,8u, +35-175
=0,8lv, +175) - 140
=0,8v, +140-140
=0,8v,
donc (u ) est géométrique de raison 0,8 et de pre-
mier terme v, =u, -175=150-175=-25.

b) Pour tout entier n, v, =v, x 0,8" =-25x0,8".
Doncu,=v,+175=-25x%0,8" +175.
c)-1<0,8<1donc lim0,8" =0.

n—+%

Par opérations, lim-25x0,8" +175=175.

n—>+%

Donc limu, =175.

n—+

4. Pour tout entier n,

U - U, =[-25%0,8" +175) - (-25x 0,8" +175)
=-25x0,8""+25x0,8"
=25%0,8"(-0,8 +1)
=25%x0,8"x0,2>0

donc (u ) est croissante.

5.a)

n=0

u=1

while u<170:
n=n+1
u=0.8*u+35

print(n)

b) Le programme renvoie n = 8.
Donc le stock de vélos dépassera 170 en 2028.

p. 438

2. Variable aléatoire

1. a) R donne le nombre de succes quand on réa-
lise 200 fois de maniére indépendante la méme
expérience de Bernoulli dont la probabilité d'un
succes [« obtenir un bonbon rouge ») est 0,2 donc
R suit la loi binomiale de parameétres n = 200 et
p=0,2.

b) p(X = 35) = 0,049

c) pl40 < R < 50) = p(R < 50) - p[R < 39) = 0,494
d) E[R)=nxp=200x0,2=40

2. a) G suit la loi binomiale de parametres n = 300
etp=0,25.

b) On trouve [61 ; 901.

c) 63 € [61; 90] donc il n'y a pas de raison de
mettre en cause l'affirmation du site B.

3. a) S donne le nombre total de bonbons rouges
recus par Rayane et Gabriel.

b) £(S) = E(R) + E(6G) =200 x 0,2 + 300 x 0,25 = 115

c) Les commandes étant indépendantes, on peut
supposer que R et G le sont également.

On a donc V[S) = VIR) + V[G) = 200 x 0,2 x 0,8 + 300
x 0,25 % 0,75 = 88,25 puis ¢S] = 188,25 = 9,4.

3. Géométrie dans l'espace

(w0} (15
1.a) AB|-8|et CD|12| donc
2 3
x =10t x=-1+15t
(AB):<y=-8t(tréel) et (CD):<y=-8+12t(tréel).
z=2t z=5+3t

b) % = % donc AB et CD ne sont pas colinéaires,

donc (AB) et (CD) ne sont pas paralléles.

10t =-1+15u 24=0
-8t=-8+12u&=u=-05 ce systéme n’a pas
2t=5+3u t=25+15u

de solution donc (AB] et (CD) ne sont pas sécants.
Donc (AB] et (CD) ne sont pas coplanaires.
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2. a) Les coordonnées de | vérifient

x =10t t=05
Y=-8 it 1Y =% doncl5: -4 1.
z=2t z=1
Xx=5 Xx=5

Les coordonnées de J vérifient
1

X=-1+15¢ t=—
y=_8+12ﬁsmt y=-4 donc Jl4;-4;6).
z=5+3t
4 z=6
= X =4

U= Jlb-5F + (- (0P +(6- 1 =26,
— _1 —_
b)1J| 0 |doncAB-1J=10x (-1 +(-8)x0+2x5=0et
5

CD-1J=15x(-T+(-8)x0+3x5=0.

— —_— —_—

IJ est orthogonal a AB et CD, comme | est sur (AB]
et J sur (CD), on en déduit que (1J) est perpendicu-
laire & (AB) et (CD).

3.a) M’ et J sont deux points distincts de (CD) donc
(CD) = (M"J).

A est paralléle a (M’J) et passe par |, donc le plan
(M’1J] contient A.

Soit d la droite paralléle a (1J) passant par M’, alors
le plan(M’1J) contient d.

Donc d et A sont coplanaires.

d est paralléle a (1J), qui est perpendiculaire & (CD),
donc d et (CD) sont orthogonales.

(CD)est paralléle a Adonc d et Asont orthogonales.

d et A étant a la fois coplanaires et orthogonales,
elles sont sécantes en un point P.

b) M’ et P sont deux points distinct de d, donc
d=MP).
| et P sont deux points distinct de A, donc A = (IP).

D'aprés la question précédente, (M'P) et (IP) sont
orthogonales et sécantes en P, elles sont donc
perpendiculaires.

Donc le triangle MPM’ est rectangle en P.

c) MPM’ est rectangle en P donc, d’apres le théo-
reme de Pythagore, MM’ > MP.

(M’P) et (1J) sont paralléles ainsi que (M’ J) et (PI), le
quadrilatére M"PlJ, possédant de plus deux angles
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droits en | et J, est un rectangle. Donc M'P =1J.
Donc MM” > |J.

Ainsi quelque soit les points M de (AB] et M’ de
(CD), ona MM’ =J.

|J est donc la distance minimale entre les droites
(AB]) et (CD).

4. Equation différentielle en sciences
physiques

A. P(100) = P, x e 2100 = 7 x @004¢x100 = 0,07 < 0,08
donc il sera nécessaire de placer au moins un
amplificateur pour que le signal soit détectable en
sortie.

B.1.y +0,035y =0« y’ =-0,035y

L'ensemble des solutions est y : x — Ke 0% Kréel.
2.a) g est solution de 'équation y” + 0,035y = 0donc
g: X — Keb0¥™ K réel.

De plus g(0) =7 donc Ke %0 =7, donc K= 7.

Donc g(x) = 76729 pour tout x €[0; +o°[.

b) On a P(L)=P. x e ol P, =7 et P(L) = g(L) donc
7o-0035L = Jg-al

Par identification, a = 0,035.

3. a) g’(x) = -0,0245e79%5% < 0 pour tout x €[0; +oo[.
Donc g est strictement décroissante sur [0; +o[.

b) lim -0,035x = - et lim 7e* =0.

X—>+% X—-0

Par composition, lim g(x)=0.

4. a) g(100) = 7e-00%x10 =~ 0,2 > 0,08 donc le signal
sera encore détecté au bout de 100 km de pro-
pagation.

b) g(x) = 0,08 < 7e0%5x = 0,08

P= e—U,D35x = 0'08

7
o -0,035x m[%J
7

[Q08J

ln| —
7

O —=

-0,035

(Q08]
"
————==127,76 donc la longueur maximale est

d’environ 127,76 km.



Dossier:

Sujet type B p. 447

1. Equation différentielle et économie
A.1.f(x)=0,5 - 0,5e 050
2. 0,5 - 0,5e705+04 = () & @ 05x+04 <
< -05x+0,4<0
< x=0,8
Donc f’(x) <0 pour x <0,8 et f’(x) =0 pour x=0,8.

Donc f est strictement décroissante sur [0;0,8] et
strictement croissante sur [0,8 ; +o9[.

Elle admet donc bien un minimum en 0,8.
B.1. h(x)=0,5 et
0,5+0,25x - 0,5h(x) =0,5+0,25x - 0,5 % 0,5x =0,5
h est donc bien une solution particuliére de (E).
2.a) On a h’(x)=0,5+0,25x - 0,5h(x).
g est solution de (E) si et seulement si
g’(x)=0,5+0,25x - 0,5g(x)
& g'(x)- h'(x)=0,5+0,25x - 0,5g(x)
-(0,5+0,25% - 0,5h(x))
& g'[x) - h'(x) = -0,5(g(x) - h(x))
&g -h=-05(g-h)
Donc g est solution de (E) si et seulement sig - hest
solution de (E”).
b) Les solutions de (E’) sont y: x — Ke ™%, K réel.
Donc g est une solution de (£] si et seulement si il
existe un réel K tel que
glx) - hix) = Ke"%5* < glx) = h(x) + Ke 0
= 0,5% + Ke 05
Les solutions de (E) sont donc y : x — 0,5x + Ke 0%,
K réel.
c) f(x) = 0,5x + e™0x+04 = 0,5x + eP4e 05
=0,5x + Ke % ou K = e

Donc f est bien une solution de (E).

La condition initiale est f(0) = 0,5 x 0 + e 05x0+04 = g04

C. 1. En A nous avons montré que fadmet un mini-
mum pour x =0,8. Le co(t total de fabrication est
donc minimal pour 80 objets.

2. La recette est données par x +— 0,6x
donc R(x) = 0,6x - f(x)

=0,6X - (0,5% + e 05x+04)

= 0_1)( — @ 05x+0.4

a) R’(x) = 0,1+ 0,5e95*04 >0 pour tout x =0.

Donc R est strictement croissante sur [0; +o<[.

b) R est continue, car dérivable, et strictement
croissante sur [0; +<[.

De plus 0 est compris entre R(0)=-e% et
lim R(X) = +oo.

X—+%©

Donc, d'apres le théoréme de la bijection, R(x)=0
admet une unique solution o sur [0; +eo[.

Ona312<a<313.

c) fest strictement croissante sur[0; +oo[ et flor) = 0,
donc f(x) =0 pour x = o, soit pour x = 3,13.

Lentreprise réalise donc un bénéfice a partir de
313 objets vendus.

2. Suites et probabilités
1. p, = PG,) = PG,)R; (G,) + P(G,)P5(G,)
1T 1.3 1 7
=—X—+—X—=—
L 4 4 2 16
2. p,.1 = P(G,..) = PIG, )R, (G,..) + P(G, )P (G,

n+1

=p ><1+['|—p]><1=—lp +l
A 2 4" 2
3. (p,) semble tendre vers 0,4.
4. a) Pour tout entier n,
2 2
u,=p,-—doncp,=u, +—
n+1 n+1 5 4 n 2 5
1 2 1
=——|u, +=|+—
4 5) 10
1
=——Un
X 1
donc (u,) est géométrique de raison "
2 1 2 3
b]u: -_—— - — = -
PS5 a0

n-1 n-1
Pour tout entier n, u,;um[—%) =_ix[_lJ _

n—+

n-1
c]—1<—l<1d0nc lim A =0.
4 4
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n—>+%

Par opérations, limu, = g =04

(u,) converge donc vers 0,4.

Aprés un grand nombre de parties, la probabilité
que le joueur, ou la joueuse, gagne une partie est
de 0,4.

3. Probléme de géométrie repérée
A1 ‘

2. Kappartient aux plans (IJK) et (EFG] tandis que |
appartient a (IJK) mais pas a (EFG). Les deux plans
sont donc sécants en une droite contenant K.

P appartient a la droite (HE] , incluse dans le plan
(EFG) ,et a la droite (1J), incluse dans le plan (IJK).
P est donc un point de la droite d'intersection de
(EFG) et (IJK) distinct de K.

(EFG) et (IJK) s'intersectent donc en la droite (PK).

B-1-31|[U:l:0].J[O;O;gjetKthﬂ].
2 4 2

0 1

b) 1J A etIK|0
2

3 1

4

IK-n=0=1x4+0xa+1xb=0=b=-4

IJ-n=0<:>0><4+[—%}xa+%x[—4]=0@a=—6

— —

c)n est orthogonal a IJ et IK, deux vecteurs direc-
teurs non colinéaires de (IJK), donc i est un vec-
teur normal a (1JK).
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4

il -6 |, (IJK) admet donc une équation de la forme
4

hx—-by—hz+d=0(dréel).

IE[IJK]";>4><0—6><%—4><0+d=0(:)d=3

Une équation cartésienne de (IJK) est donc
bx -by-4z+3=0.

0 x=1
3.a)Cl(1;1;0) et CG| 0 | donc [CG):{y =1 [t réel).
1 z=t
b)
x=1 x=1
y=1 o y=1
z=t z=t

4x-6y-47+3=0 Lx1-6x1-4t+3=0

< X
I
J—\I—\_,r_\|_\4—\

0

~
1]
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C. (FR] est orthogonale au plan (IJK) donc 7, un
vecteur normal a (1JKJ, est un vecteur directeur de
(FR).

4 X =1+ 4t
n|-6|etF(1;0; 0 donc [FR):{y=-6t [(tréel).
4 7=1- 4t

R est le point d'intersection de (FR) et (IJK]

X =1+4t
y =-6t
z=1-4t
4x -6y-4z+3=0

X=1+4t
y =-6t
z=1-4t
41+ 4t) - 6(-6t) - 4[1- 4t)+3=0
14
X=—
17
y=2
34
20
Z=—
17
3
68

DoncR Ei@ .
17 34 17

Z, >1donc R n'est pas a lintérieur du cube.

4. Probabilités
.c)

. b)

b)

a)

.b)etc]
.aletb)

al

© NN WN =

.c

Sujet type C p. 450

1. Equations différentielles
1. d)
2.¢)
3.¢c

2. Probléme ouvert en probabilités
On peut considérer la variable aléatoire X donnant
le nombre de fois ou l'on devrait tomber sur une
case noire quand on lance 100 fois une bille avec
une roulette équilibrée.
X suit la loi binomiale de parametres n = 100 et
,18
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Un intervalle de fluctuation centré associé a X au
seuil de 95 % est [39 ; 58]. Comme la boule est
tombée 55 fois sur une case noire dans cette rou-
lette, on peut penser qu’il n'y a pas de probleme,
au seuil de 95 %.

Remarque : On peut varier les valeurs des seuils.

3. Géométrie et modélisation

3+ 2= 10k L
3+t=10k i "%
1. {6=2+6k 46 x k=24 6k & 1k =1
~3t=-4k vy t=%k
3

Le systeme n'a pas de solution donc D, et D, ne
s'intersectent pas.

Les deux espéce ne sont donc jamais amenées a
se croiser.

1

—

2. a) Un vecteur directeur de D, est u,| 6 | et un
(10 -3
vecteur directeur de D, est u,| 6
-4

u-n=1x3+6x13+(-3]x27=0et

— -

U, n=10x3+6x13+(-4)x27=0

n est donc normal a D, et D,.

—_

b) HH’ est colinéaire a n donc n est un vecteur
directeur de (HH’).

H € D, soit donc t réel tel que H(3 +t; 6t ; -3t).

X=3+t+3m
Alors (HH'):qy =6t +13m [(mréel).

z=-3t+27m
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H" € D,, soit donc k réel tel que H'(10k ; 2 + bk ; - 4K).

H” € [HH'), il existe donc un réel m tel que :

10k =3+t+3m 10k -3-t=3m
2+6k=6t+13m e <2+6k-6t=13m
-4k =-3t+27m -4k +3t=27m
d'aprés le logiciel, ona k = 675 ett= @
1814 907
Donc
H 3+@;6x@;—3x@ _ 3324;3618;_1809
907 907 907 907 = 907 907
etH|10x 675 :2+6X% 675 ;—4><ﬂ
1814 1814 1814
_[ 3375 3839 1350
907 ' 907 ' 907

(3324__3375J2+(3618__3839J2

907 907 907 907
HH = ,
,[-1809 _-1350
907 907
- 27 056
907

la distance minimale est d’environ 56 métres.
3.alMeD,, soitdonc t réel tel que M(3 + t; 6t ; - 3t).
BM= 3+ - 202 + (6t - 4F + (-3t - O

=/46t2 - 40t +17

Donc BM? = 46t? - 40t +17.

La fonction f:t+— 46t? - 40t +17 est une fonction

du second degré telle que —£=—_—40=@ et
2a 46 23

a=46>0, elle est donc décroissante sur :l—oo ; i—g}

et croissante sur {%;w{ Elle admet donc un

. 20
minimum en t=—.

BM? et, par conséquent, BM sont donc minimales

pourt—@
23
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Donc M 3+@;6x@;—3x@ = Q;@;_@_
23 23 23 23 23 32

b) D'aprés la question précédente, la distance BM

2
minimale est\/Aé X [%] -40x %+17 =\/E =4,12.

La distance minimale entre la balise et les tortues
vertes est donc de 412 métres environ.

4. Suite et limite
AlLfX)=xex-lnx?+)=x<n(x2+1=0
o x2+1=1
< x2=0
= x=0
Lensemble des solutions est 0.
T x2—2x+1=[x—1]2

2. f’[x)=1-2x x =
X2 +1

X2 +1 x2+1

x?+1>0 et (x - 12 pour tout réel x et (x - 1)2=0
e x=1.

Donc f” est strictement positive pour tout x =1 et
nulle pour x="1.

Donc f est strictement croissante sur R.

lim x2 + 1=+ et lim ln(x] = +o donc, par composi-

X—>—-00 X—>+0

tion, lim ln(x% + 1) =+,

X—-00

lim x = - donc, par opérations, lim f(x] = -.

3. f est strictement croissante sur R, de plus
fl0)=0-1(n(02 +1)=0 et
f(1x)=1-n(12+1)=1-n(2) < 1.

Donc 0 < f(x) <1, soitf(x) €[0; 1], pour tout x €[0; 1.

4. a) Cet algorithme, pour une valeur entiére ren-
trée dans A, renvoie le plus petit entier N tel que
fIN) = A.

b) L'algorithme renvoie N = 110.

B. 1. Montrons par récurrence P, : «u, €[0;1] »
Initialisation (n=0) : u, =1€[0; 1] donc P, est vraie.
Hérédité : siil existe un entier ntel que P, est vraie,
alorsu, €[0;1.

Donc, d'aprés A3, flu,) €1[0; 11.

el0;1: P, estvraie.

n+1

u,., =flu)doncu

n+1
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Conclusion : d’aprés le principe de récurrence sur
N, P, est vraie pour tout entier n.

2. Montrons par récurrence P, : « u,,; <u, » :

n+1
Initialisation (n = 0) : u, =1 et u,=u, - Inlu,? +1)
=1-1n(2) <1donc u, <y, : B, est vraie.

Hérédité : si il existe un entier n tel que P, est
vraie, alors u,,; <u,.

feststrictement croissante surRdoncflu, ) < flu,),
soitu,,, <u,,: P, estvraie.

D'apres le principe de récurrence sur N, P, est
vraie pour tout entier n.

Donc, pour tout entier n, u,,, <u,.

n+1

Conclusion : (u,) est strictement décroissante.

3. (u,) est une suite strictement décroissante est
minorée par 0, elle est donc convergente.

4. D’aprés A1, f(¢) = ¢ a pour solution £ =0.

Sujet type D p. 453

1. Suite récurrente d'ordre 2
A. 1. Il faut saisir « =5/4*B3-1/4*B2 ».
2.

un

3

6
6,75
6,938
6,984

6,996

g~ lWOWINN|—|O|S3

3. (u,) semble converger vers 7.
B. 1. a) Pour tout entier n,

1 5 1 1
2~ U = Uy~ U, -~ U,

4 4 4

Vn+1 = un+

donc [v,) est constante.
b) v0=u1—lu0=6—1><3=g donc vn=g pour
4 4 4 4

tout entier n.

. 1 21 1 21
Soitu,,, - —u,=—Su,, L+ —.
4 4 4 4

1.a) Montrons par récurrence P, : «u, <u,,, <15»:

n+1
Initialisation (n=0) : v, =3,u, =6 et3<6<15donc
P, est vraie.

Hérédité

vraie, alors u, <u

: si il existe un entier n tel que P, est
<15.

15

n+1

<

n+1

Alors 1un <—u
4 4

1 21 1 21 _15 21
Donc—u, + —<—U  +—<—+—

4 4 4 4L 4 4
Soitu,,, <u,,, <9<15donc P, est vraie.
Conclusion : d’aprés le principe de récurrence sur
N, P, est vraie pour tout entier n.

b) Pour tout entier n :
e u,., <u donc(u,)est croissante ;
* u, <15 donc (u,) est majorée ;

donc (u,) est convergente.
3. a) Pour tout entier n,

w,=u,-7doncu,=w, +7

Wy=U,-7=3-7=-4

Wn+1=un+1_7=lun+%_7
a2
4 4
1
:—Wn
4

donc (w,) est géométrique de premier terme

w, = -4 et de raison l
4

b) Pour tout entier n,

]l

n-1
donc un=wn+7=7—[1] .
4

17—+ 4

n-1
c) —1<%<1donc lim[lj =0.

Par opérations, limu, =7.

n—+0
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2. Succession d’épreuves, loi binomiale
1.{C;P; NP
2.0,15x0,8°x 0,05 = 0,003 84

3. Géométrie
A.1.a)

2. ¢

B.1.b)

2. ¢

C.1.b)

2. ¢

4. Logarithme et géomeétrie
1..a) f(x) = Tx (1 lnlx]? + x [-1j x 201~ n(x))
X

=1-2ln(x) + n(x)? = 2 + 2ln(x)
=In(x)2 -1
=(In(x) = Dltn(x) +1)

b) Pour x <1, In(x) <0 donc In(x) - 1< 0.

ln(x]+1>04:>ln(x]>—1<:)x>e4@le
e

" 1 ..
f” est donc positive pour XE}U;—:I et négative
e
1 , ) .
pour X €|—;1|. f’ est donc strictement croissante
e

sur }0 ; l:l et strictement décroissante sur F ; 1:|.
e e

o|~|0 =

Variations de f

0 1

2. a) Graphiquement, laire du triangle vaut
approximativement 0,625 u.a.

1 1
b) ¢’(x) = —donc ¢’(0,2) =— =5
J X J 0,2

g(0,2) = n(0,2) = -n(5)

Donc une équation de d, est :
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y=g'(02)x-0,2)+g(0,2)
=5(x -0,2) - In(5)
=5x-1-1n(9)

1+(n(5)

c)5x-1-ln(5)=0 = x = donc

N02[1+ln[5] ;0], donc ON,, = 1+n(5)
' 2 ' 5

5x0-1-1n(5)=-1-n(5)doncR,,(0;-1-n(5)),donc

OB, =01 n(5)) = 1+ n5).

L'aire du triangle ON,,F, ,, rectangle en O est

1+ n(5)
0P, (1+n(5)) x —

X ON,, (1+n(5))?
= = u.a.

2 2 10

3. Ala) = ~al1 - Infall? = *fla)
2 2
Or, d’aprés le tableau de variations de la question

1. b), fadmet un maximum pour a =1.
e

Donc l'aire Ala) est maximale pour a = 1
e
A2 121422
e)] 2le)] 2 e e

5. Equations différentielles, résistance
et condensateur

1.a) E=10V et RC =10°x 10 =0,

RCU +u=EFE <01 +u=10=1001 +u)=10x10
<u +10u =100

b) g:t—10 est une solution particuliere de
U'équation.

u est une solution de léquation différentielle
si et seulement si u-g est une solution de
y' +10y=0< y=-10y.

Cette équation a pour solutions y : t — Ke™'% Kréel.
Donc les solutions de l'équation différentielle sont
u:t— 10+ Ke 't Kréel.

b)ul0)=0=10+Ke "™ =0<10+K=0=K=-10

Donc ult) =10 - 10e-"0,
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c) lim-10t = - et lime! =0donc, par composition,

t—+0 t—-

lime-10t = 0.

o+
Par opérations, limul(t)=10.

\ t—+0
A terme, la tension dans le condensateur sera
proche de 10 V.

3.a)0,95x 10=9,5 donc, graphiquement, le temps
de charge est T =0,3 s.

b) ult)=9,5<10-10e" =9,5

< e =0,05
< -10t =n(0,05)
‘e In(0,05) _ In(20) _ 03
-10 10
Donc T=0,3s.
4. u est solution de léquation différentielle
o , 106 107
Rx10% +u=10=Uu" +—u=—
R R

g:t—10 est une solution particuliere de cette
équation.
u est solution de léquation différentielle si et
seulement si u-g est solution de léquation
, 10 , 10¢
U+—u=0su =-—u.

R

—Et

Cette équation a pour solutions y: t — Ke ®r, Kréel.
Donc les solutions de U'équation différentielle sont

106
U:t—10+Ke &', Kréel,

106
u[0]=0<:>'|0—Ke_7XD=0<:>10+K=U<:>K=—10
106
Doncu:tr—10-10e 7 .

On cherche R tel que u(2 x ln1[§0]] =905,
106 n(20)
ul2 x 1”1[[23011 =95c10-10e "~ 710 =9,5
106, In(20)
&e R 10 =0,05
6
o100 N0 6.05) = -tn(20)
1 ;
& —=5x10"¢
R
1
R= =2x10°
5x10-¢

Donc R=2x10°V.

Sujet type E p. 456

1. Suite

1.a) limn? =+ et liml=0.

n—>+ n—+© n

Par différence, limu, = +o.

n—+0

b) lim n =+ et lim yn = +o.

n—+ow n—+%

Par somme, lim(n+ \/;] = 400,

n—>+

n—+% n—+=| n

lim 1 =0 Par différence, lim [l - 3] =-3.

Par produit, limv, = -o,

n—+o
cw,=n>-n®=n?(1-n)

lim n = +o Par différence, lim(1-n)=-oe.

n—>+ n—>+»

lim n? = +o Par produit, limw, = .

n—+ n—+

n[1+§] 1+§
n+3 n
dla, =" - -1

2n+4 n[2+f] 5, b
n n

lim E =0 Par somme, lim [1+§] =1.

n—+» n n—+% n

lim é =0 Par somme, lim [2+é] =2.

n—+x n n—+ n

Par quotient, lima, = %

n—+o

2. a) Montrons par récurrence P, : « b, =+/n ».

Initialisation (n=0) : b, =0 et \/6 =0donc b, = \/6 :
P, est vraie.
Hérédité : siil existe un entier ntel que P, est vraie,

alors b, = \/;

Alors b2 +2=n+2

Donc /b2 +2=+/n+2
Orn+2=ndoncn+ 2\/;.

Soitb,,, = \/; donc P,,, est vraie.

Conclusion : d’apres le principe de récurrence sur
N, P, est vraie pour tout entier n.
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b) Pour tout entier n, b, 2\/;. Or lim \/;=+00.

n—>+%

Donc, d'aprés le théoreme de comparaison,

lim b, = +0.

n—+0o

c)

n 0 1 2 3 4

b, | 0 | 2 | Vu | Ve | Vs

On peut émettre la conjecture suivante ; b, =+2n
pour tout entier n.

d) Soit (x,) définie par x, = J2n pour tout entier n.

Xo=4/2%0=0 et

X =2+ =202 =\\2n +2
=4/X,2+2

(x,) a donc le méme terme initial et la méme

pour tout entier n,

expression par récurrence que (b, ).

Donc, pour tout entier n, b, =x, =+2n.

2. Loi binomiale et variable aléatoire
1.a)Ona:

X -2,5 2 10

plX =x) 0,65 0,25 0,1

b) ¢ E(X) = 0,65 x (-2,5) + 0,25 x 2 + 0,1 x 10
=-0,125.

e V[X)=0,65x (-2,5 - (-0,125))2 +
0,25x (2 -(-0,125))2+ 0,1 x (10 - (-0,125))2
= 15,046875.

def jeuQ

a=random.random()

if a<=0.1:
r=10

if a>0.1 and a<=0.35:
r=2

if a>0.35:
r=-2.5

return r

3. a) La variable aléatoire S donne son gain total
sur les n parties.

b) E(S) = nE[Xi] =-0,125n
¢) On résout : E(S) < -10 & -0,125n < -10
< n > 80.
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Elle perd donc en moyenne plus de 10 euros si elle
joue a chaque fois plus de 80 parties.
4.Y=3Xdonc E(Y) = 3E(X) = -0,375.

Cela veut dire que sur un grand nombre de
joueur, chacun perd en moyenne environ 0,375 €

donc sur 2 000 joueurs, Oscar gagne environ
2000x 0,375 =750 €.

3. Géométrie repérée
1. On a ABCDEFGH un cube, donc les plans (ABC)
et (EFG) sont paralléles.

Or le plan (SBD) intersecte le plan (ABC) en la
droite (LM] et le plan (ABC]) en la droite (BD).

Donc (LM] et (BD] sont paralléles.
2.0naF(6;0;6)etE(0;0;6),soitllx;y;z).

|- _ | x-6
AlorsFE| O |etFL| vy
0 z-6
o, Xx-6 2—6 -4
FL=§FE<:> y =§ 0|=|0
z-6 0 0
X-6=-4 X=2
<4qy=0 <4qy=0
z-6=0 z=6
Donc L(2 ;0 ; 6).
-4
3.a)B(6:0;0)doncBL| 0 |donc
6
X=6-4t
BL):{y=0  (tréell.
z=06t
x:6—4><§=0
3 2
b) Pourt=Eona y=0 donc le point de
z=6x§=9
2

coordonnées (0; 0 ; 9) est sur (BL).

De plus, ce point a une abscisse et une ordonnée
nulles, donc est sur laxe (AK).

Ce point est donc le point d’intersection de (BJ) et
(AK), soit S. Donc S(0;0; 9).
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4.a)0naB(6;0;0],D(0;6;0)etL(2;0;56),

. -6 . -4
donc BD| 6 |etBL| 0 |.
0 6

BD-n=-6x3+6x3+0x2=0et
BL-n=-4x3+0x3+6x2=0.

n est orthogonal a deux vecteurs directeurs non
colinéaires du plan (BDLJ, donc 71 est orthogonal

a (BDL).
3
b) 71| 3| est orthogonal & (BDL), donc (BDL]) a une
2
équationcartésiennedelaforme3x+3y +2z+d =0
(d réel).

BEBDL) & 3x6+3x0+2x0+d=0<d=-18
Donc une équation cartésienne de (BDL) est
3x+3y+2z-18=0.

c) M est le point d'intersection de (BDL) et (EH).

x=0 x=0

y=s <:;>)/=5

z=6 z=6
3x+3y+2z-18=0 3x0+3s+2x6-18=0

x=0

c>y:2

z=6

s=2

Donc M(0; 2 ; 6).
5. SELM a pour base le triangle ELM, rectangle en
E, et pour hauteur [SE].

1 _ELXEM

Donc A[SELM]=%A[ELM]XSE=§>< x SE

E(0;0:;6),L(0;0;9),S(0;0;9) etM(0;2;6)donc:
EL=y[2-0F +(0-0F +(6-27 =2
EM=/0- 02 +(2- 02 +(6-6) =2

SE=\0-0F +(0-02 +(9-62 =3
Donc A[SELM]=%X¥X3=2m2.

5. Le triangle SLE est rectangle en E donc

cos(SLE) = E
SL

Or SL=[2-0F +(0- 02 +(6- 9% =13 et LE = 2
2

N

SLE= cosW{LJ =56° est bien compris entre 55°

13

et 60°. La contrainte est respectée.

donc cos(SLE) =

4. Logarithme et suite

1
X(3+—] 3+1
+ X
A=t X i =ln| —X
X +1 1 1
X| 1+ — 1+—
X X

liml=0. Par somme, lim 3+l =3 et

X+ ¥ X—>+00 X
lim| 1+ 1 =1.
X—>+00 X

3+ 1

Par quotient lim —2 =3. Donc lim f(x) = n(3).

X—+% X—+0

+—
X

%, admet donc une asymptote horizontale d'équa-
tion y =n(3)
3(x+1-13x+1) 1

X

2.a) f'[x) =
(x +1?

3r
X+ 1
_ 2 ><X+'|= 2
(x+12 3x+1 (x+138x+1)

b) Pour x=0,onax+1=1>0et3x+1=1>0.

Donc f'[x) = >0 pour x=0.

(x +1(@x+1)
Donc f est strictement croissante sur [0 ; +oof.

. 1
B. 1. Montrons par récurrence P : « =< u,,, < u,»:
2

Initialisation (n = 0] : uy, =3,

u;=In 31 =In > zO,‘?etlsln > =<3donc
Ug +1 2 2 2

P, est vraie.

Hérédité : Si il existe un entier n tel que P, est

, 1
vraie, alors —=<u,,, <u,.
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f est strictement croissante sur [0;+%[ donc

f(l] < flu,, ) < flu,).
2

1
3x—+1
f1 =ln|—2—|=In 5 >1donc1<un+2<un+1:
2 1 3) 2 2
—+1
2
P.., estvraie.

Conclusion : d’aprés le principe de récurrence sur
N, P, est vraie pour tout entier n.
2. Pour tout entier n:

e u ,<u, donclu,) est décroissante.

*u

n

1 L
= 5 donc (u,) est minorée.

Donc (u,) est convergente.

C. 1. g est continue, car dérivable, et strictement
croissante sur[x, ; +o[, de plus 0 est compris entre
g(x,) = 0,088 et XliﬁrIlg[x] = -0,
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Donc, d'apres le théoréme de la bijection, l'équa-
tion glx)=0 admet une unique solution dans
[X[J ;+00[.

g(x) > 0 pour tout x €10; x,] donc l'équation g(x)=0
n’a pas de solution dans 10; x, 1.

Donc l'équation glx) = 0 a une unique solution dans
10; +odl.

2.a)

X«0,22

Tant que In (ﬁ

X+1
X < x+0.001
Fin Tant que

J—x>0 faire

b) La derniére valeur prise par x est 0,523.
3.0n a glx)=0 pour x =0,52.

Orglx)l=0& flx)-x=0 & flx) = x.

Donc la solution approchée de f(x) = x est 0,52.

Donc, a 0,01 prés, limu, =0,52.

X—>+%0



