Chapitre 1: Nombres complexes : point de vue algébrique et polynémes

(o VAN Nombres complexes : point de vue algébrique

et polynﬁmes Manuel p. 10-41
l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Dans les deux premiers chapitres de ce manuel, nous allons introduire et étudier un nouvel ensemble
de nombres : lensemble des nombres complexes. Nous allons étudier ce nouvel ensemble avec deux
points de vue différents : le point de vue algébrique et le point de vue géométrique.

Les nombres complexes sont des outils importants notamment en physique et en économie.
Dans ce premier chapitre, nous verrons le point de vue algébrique.

Dans un premier temps, nous introduirons ce nouvel ensemble, noté C, a laide d’une approche histo-
rique. Puis nous étudierons différentes propriétés algébriques (égalité dans C, opérations dans CJ.

Dans un deuxieme temps, nous étudierons la notion de conjugué d'un nombre complexe.

Enfin, dans un dernier temps, nous ferons le lien entre nombres complexes et polynomes, avec la for-
mule du bindme de Newton, la résolution d'équations du second degré et la factorisation de polyndmes.

Objectifs

-> Déterminer et utiliser la forme algébrique d’'un nombre complexe.

= Effectuer des calculs algébriques avec des nombres complexes et résoudre une équation
linéaire az = b.

= Déterminer le conjugué d’'un nombre complexe et résoudre une équation simple faisant inter-
venirzetz.

=> Utiliser la formule du bindme de Newton.

= Résoudre une équation polynomiale de degré 2 a coefficients réels.

= Factoriser un polyndome dont une racine est connue.

- Résoudre une équation de degré 3 a coefficients réels dont une racine est connue.

Il. Corrigés 1-42 -2 1-42
D o 1-2
- 2 _ -
Pour prendre un bon départ p.11 fev2li-v2l 7 -N2)
DoncC=\/§—1.
1iII:ec;mr2e une ex;;rﬂ;ass;on4 . 1+\E i 1+\/§ _1+\/§
aATere B N-\3l0+43) 7-(3p 1-3
2. Utiliser la distributivité D _ 1+\E
oncD=- .
a)A=2-4x 2

b)B=12-12x+6x-6x2=-6bx>-bx+12
4, Calculer un discriminant
alA=32-4x%x2x5=-31

3
1.a]A=—=? b)A=(-20)2-4x4x%x25=0
cJA=(-4)2-4x2x(-2)=32
d)A=(-4)2-4x(-2)x(-2)=0

3. Calculer avec des racines carrées
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5. Déterminer la forme canonique
d'un trinbme
a)flx)=(x-3)2-32+5=(x-3)2-4

b) g(x) = 3(x? + 3x + 6]

I
w w
= =
+ +
N | w N | w
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+ I
R —
J-\|u-| N w
N

+

o~

6. Résoudre une équation du second
degré
alA=(-9)2-4x3x%x(-12)=225>0
-9)-+225
-~ 2x3
_—[—9]+\/ﬁ_4

© o 2x3
Donc S =1{-1; 4}.
bJA=52-4x2x7=-31<0
DoncS=(.

-1

1

et x,

clA=[—2]2—4><2><%=0

X = ﬂ=l Donc5={l}
2x2 2 2
dA=(-1)2-4x(-1)x2=9>0
R U = BN
x1—7— et —7——2
2x (-1 2% (=1
DoncS={-2;1}L

Activités p.12-13

1 Faire le point sur les ensembles de
nombres

X2

e Durée estimée : 10 min

¢ Objectif : Faire le point sur les différents
ensembles de nombres vus les années précé-
dentes (Seconde et Premiére) et résoudre des
équations dans ces différents ensembles.

2.x+3=2x=-1
a) Dans N, S={.

b) Dans Z, S = {-1}.
3.2x+1=0(:)x=—%

a)Dans N, S={.

c)DansR,S= {—%}

4X2+1=0x2=-1

b) Dans Z,S = &.

Dans R, S = car un carré est positif ou nul.

2 Découvrir une approche historique

e Durée estimée : 20 min

e Objectif : Découvrir un nouvel ensemble de
nombres, l'ensemble des nombres complexes, a
laide d’une approche historique.

1. Soit x et y deux nombres tels que leur somme
soit égale a 10 et leur produit a 40.

x+y=10etxxy=40. Doncy=10-x.
x Xy =40 devient x x (10 - x] = 40.
2.xx(10-x)=40 = -x*+10x-40=0
A=102-4x(-1)x(-40)=-60<0
Doncdans R, S=.

3.(5+4/-15)(10-(5+
~(5+-15)5- |-15)
=52 -({/-15)2=25-15=10

Donc 5+ \/E vérifie bien 'équation.
De méme, (5 - 4/-15)(10 - (5 - /-15])
= (5--15)5+-15)

=52 - ({-15)=25-15=10

Donc 5 - 4/-15 vérifie bien l'équation.
4.a)i?=-1,donci?+1=0.

Donc i est solution de U'équation x? + 1 = 0.
b)i“=(i?)2=(-1)2=1

-15))
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5. a) 2i. En effet, (217 = 4i2 = -4 .
b)iN2. En effet, (iW2)2 = 22 = -2.

) iW15. En effet, (i15)? = 15¢ = -15.

6. Les solution proposées par Cardan s'écrivent

5+i/15 et5-i15.

3 Calculer avec des nombres complexes

e Durée estimée : 25 min

¢ Objectif : Calculer avec des nombres complexes
(addition, multiplication, inverse).

A. Addition et multiplication
1.A=1-x B=-2x*+7x-6
2.C=1-i
D=-6+3i+4i-2
=-6+7i-2x(-1)=-4+T7i
3.E=g+ib+a +ib’ =(a+a)+ilb+b)
F=a+ib-(a’+ib)=(a-a)+ilb-b)
G=I[a+ib)x(a +ib’) = aa’ +iab’ +iba’ + i%bb’
=aa’ +iab’ +iba’ - bb’ =(aa’ - bb’) +ilab’ + a’b)

B. Inverse
1.a)(2-i)(2+1)=4+2i-2i-i2=4-(-1)=5
b]H=L=b=g—li

2+)2-) 5 5 5
2. a) (a +ib)la - ib) = a* - iab + iab - i%b?

=32+ p2

b]/./=‘.a;'b.

(a +ib)la -ib)

_a-ib _ a . b

a? +b2 a2+b2 a2+b2

4 Découvrir le conjugué d’'un nombre
complexe
¢ Durée estimée : 10 min

¢ Objectif : Découvrir le conjugué d'un nombre
complexe et quelques propriétés sur le conjugué.

l.z+Z=a+ib+a-ib=2a
z-zZ=a+ib-la-ibl=2ib
zxz=[a+iblx(a-ib)=a’+b?
2alz;eEReob=0=2b=0=2z-2=0
alz€EIRe=a=0223=02z+2z=0

5 Résoudre des équations du second degré

e Durée estimée : 20 min

¢ Objectif : Découvrir comment résoudre des
équations du second degré dans C.

l.alx¥+4=0=x2=-4

Doncdans R, S=.

b) x? + 4 =x2 - (-4) =x2 - (2i)?

c)x?+4=(x-2ilx+2i

dx2+4=0=x-2i=00ux+2i=0
Sx=2ioux=-2i

Donc dans C, S ={-2i; 2i}.

2.a)flx) =(x+1)2-12+10 =[x+ 1)2+9

b) flx) = (x+1)2 = (- 9) = [x + 1)2 - (3i)?

c) flx)=lx+1-=-38i)lx+1+3i

flx) =0 =x+1-3i=00ux+1+3i=0

Sx=-1+3ioux=-1-3i
DoncdansC,S={-1+3i;-1-3i}

A vous de jouer p. 15-25

l.alz=-2 b)z=0

2.a)z=-4+6i. Donc Relz) = -4 et Im(z) = 6.
b) z=3. Donc Relz) =3 et Im(z) = 0.

3.x=3ety=-4.

4 2x+y=0 o =-2x o y=2
x+y-1=0 x-2x-1=0 =-1
Doncx=-1ety=2.

5.a]z1—22='|+i b]—3z1:6—9i
C]2212=2><[4—12i+[3i]2]=2><[4—12i—9]
=2x(-5-12i)=-10 - 24i

6.a) (3-i)l4+2i)=12+6i-4i-2
=124+2i+2=14+2i
b) (5-i)5+i)=52-i2=26
3-i 3-i

7.3] = = = =
i (3+i)3-i) 32-i# 9+1 10 10

3-i 3 1.
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8.a]['|—i]><z='|+i<:>z=F
=1
_[1+i][1+i]
T i0+)
T+i+i+i
oSz=—-—
1- 72
C142i-1
141
Sz=i
Donc S = {i}.
b (5 + 3i)z- 2= ez = 211
5+ 3
_ (2 +i)(5 - 3i)
" (5+30)(5 - 30
10 = 6i + 5i - 32
Sz=————
- (3i)2
10-i+3
25+9
B8 1
34 34

LI N 1
z z z z

Donc Z est un nombre imaginaire pur.

10. Pour tout nombre complexe z non nul, notons

Z_l+l

H EJ 4+

1

N||d
N|||A

1
= —+— = —
zZ z z
Donc Z est un nombre réel.

11.a]2§=4+i<:>§=2+%i<:>z=2—%i

DoncS= {2 - 1}
2

b]—32=—2—i<:>2=z+li @z=g_li
3 3 3 3

12. a) Posons z=a + ib avec a et b deux réels.
z-3z=6b-2ioa+ib-3la-ib)=6-2i
& -2a+ibb=6-2i
_2a=6 2773
L= = 1
4L =-2

b=-—
1.
Donc S ={—3——| }
2

2
b) Posons z=a + ib avec a et b deux réels.

—z+4z=5-Ties-(a+ib)+4la-ib)=5-7i
5
3a=5 a=3
e3a-i5b=5-Ti 197 3
—5h=-7 7
p=_
3

DoncS= E+zi .
3 3

13.(1-ip = Z(ISJV[—iF‘k =—4 + 4i

k=0

st vo3 o

k=0

o e o
0 1 2 3

=i-33-33%+a°=a-3a+il1-3a%

zEIRR(:H—Saz:O(:)aZ:%

\ﬁ \F
=, [—oua=-,|—
3 3

Donc z est un nombre réel si et seulement si

\F \F
=,z oua=-,[-.
3 3
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15.a)z2-5=0=22=5. 2.23+322+z+3=(z+3)az?+ bz + )
Dans R 5={-\E-\/§}. Or (z+3)(az2+ bz + c) =az® + (b + 3a)z2 + (c + 3b)z + 3¢
a=1 a=1
Dans@,5={—\/§;\/g}. o |p+3a=3  |b=0
Par identification =
b)z2+5=0&22=-5. c+3b=1 c=1
3c=3 c=1

DansR,S=.DansC,S= {—i\/g : |\/§}
c)DansR,S=.Dans C, S ={-3i; 3i}.

Doncz2+3z22+z+3=(z+3)(z2+ 1)
2+322+z+3=0=(z+3)(z2+1)=0

<z+3=00uz2+1=0
16.a)A=(-202-4x4x%x25=0

-(-20) 5 : ;
_ - &z=-30Uuz=-iouz=i

2x4 2 DoncS=1{-3;-i;ih

&z=-3ouzi=-1

Xo

Donc dans R.S={§}
2 20.1.1°-6x12+11x1-6=0

5 Donc 1 est une solution de l'équation.
Dans C,S=<{=¢.
2 2.23-622+11z-6=(z- 1)az? + bz+ c)
b)A=(-4)2-4x2x4=-16<0 Orlz-1)laz2+bz+c)=az*+(b-alz2+(c-blz-c.
I I N PR = LN (TR a=1 a=1
1_7= - 2=7= _ _
2x2 2x2 Par identification b-a= 64:) b=-5
Doncdans R, S =(. c-b=11 c=6
DansC,S={1-i;1+i}L -c=-6 c=6

Doncz2-6z2+11z-6=(z- 1)(z2 - Bz + 6).
2+322+z+3=0=(z-1)(z2-52z+6)=0

<z-1=00uz?2-52z+6=0

17. 22 - 28 = (z - 2)(az? + bz + ¢}
Orl(z-2)laz?+bz+cl=azt+(b-2a)z2+(c-2b)z-2c

a=1 a=1 Résolvons z2 - 5z + 6 = 0.

Par identification b_28=0<:> b=2 A=(-52-4x1x6=1>0
¢-2b=0c=4 (-5 -1 -5+
—2C=—23 C=[|, x1=ﬁ=2etx2=?=

Donc 2° - 2% = [z - 2)(z% + 2z + 4). Donc l'équation z% + 322+ z + 3 = 0 a pour ensemble

de solutiondans C:S={1;2; 3}
18. 22 - (3i)* = (z - 3i)laz? + bz + ¢)

Or(z-3illaz2+bz+c)=az+(b-3ia) 22+ (c-3iblz-i3¢c 21.a)3z-4=iz+5i-1ezx(3-i)=3+5i

Par identification, 3+5i (3+5i)(3 +1)
s ZzZ= <:>Z=f
a=1 a=1 a=1 3-i (3-1)(3+1i)
b-3ia=0 b=3i b=3i 4 18,
< < Sz=—+—i
c-3ib=0 c=3ix3i c=-9 10 10
SGic=-@BF  |c=9% c=-9 Donc5={3+31}
Donc 2* - (3i)? = (z - 3i)(z2 + 3iz - 9). 55
2
19.1.[—3]3+3X[—3]2+[—3]+3=0 b)Z:—;+1<:>22=—2+Z<:>ZZ_Z+2=0
Donc -3 est une solution de U'équation. A=(-12-4x1x2=-7<0
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2

1-i7 147
zZ; = etz, =
2 2
Doncs={#; 1+|\/;}

2

22.a) Posonsz=a+ib
z=hz+h-Dicsa+ib=4la-ib)+4-2i
Sa+ib=ba+b+il-4b-2)
a=-—
<:>a=48+4 o 3
b=-4b-2 _ 2

b) z+il22+[z+i)x5=0& [z+i)lz2+5)=0

&z+i=00u2+5=0=z=-iouz?=-5

Sz=-iouz=-i 5ouz=i\/g

DoncS={—i;—i\/g;i\/g}.

23'1'Z1=i><0+2i=2i;Zz=i><2i+2i=—2+2i_
2. a) Pour toutn € N,
un+1=Zn+1_ZA=iXZn+2i—[_1+i]=i><Zn+1+i

Oru =z -z,doncz =u +z,=u -1+Ii.
Doncu, ,=ix(u -1T+i)+1+i

=ixu -i+i2+T+i=ixu

b) Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln) : « Un=['| i) xim».

Initialisation : pourn=0,u;,=z,-2z,=1-iet
(1-i)xi®=1-i. Doncu,=(1-i]xi

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie
et montrons que P(n + 1) est vraie.
u, =ixu =ix(1-i]xi"dapres l'hypothese de
récurrence

=(1-ixi™
Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour toutn € N, u, = (1 - i) xi".
c) Pourtoutn €N, u =z -z, donc
z=Uu+z,=U -1+

Doncz, =(1-ilxi"=1+i.

10

dlz,=(1-i)xi?=1+i=(1-i)x (9" =1+]
=== =1+i=(1-0=1-1+i
=-2+72i

24.1.;:1—1:1—%. Doncz, =1+1i.
| |
R R B B 5]

1+i (+0-1 2

T+i

Donc z, =l+1i.
2 2
1 2 =1+i (=1+0-1)
Zy=1-— =12 TP T
T+i T+i 1+ [1+)01-1)

2
Donc z, = .

2. Pour tout n € N, on considére la propriété

Pln) : «z, =z, ».

Initialisation : pourn=0,z, =2z,

Donc P(0) est vraie.

Hérédité : soit n € N. Supposons P(n) vraie, et
montrons que P(n + 1) est vraie.

Ona z, =2,
1 1
Donc zg, =1-—=1-—=z,
Z3n 29
1 1
Donczs,,=1-—=1-—=2z,.
Z3n41 2
1 1
Donc zy,, =1- =1-—=2z,
Z3n42 2
Doncz,,., =z, ==z, Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, donc
ZSn =ZU'
3. Zgy = Zy 0 =2y = .

Exercices apprendre a démontrer p. 26

Pour s’entrainer

Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) :
« ZZn = Z0 ».

Initialisation : pour n=0, z, = z,.
Hérédité : soit n € N. Supposons P(n) vraie, et
montrons que Pln + 1) est vraie.

Onaz, =z,

Donc z,,,, = 2,, = z,.

Donc 2y, = Zpp = Zg = Z.
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Donc z =z, Donc P(n + 1) est vraie.

2(n+1)
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, donc
ZZn =ZO'

Exercices calculs et automatismes p. 27

25. Partie réelle, partie imaginaire
1.a)etd) 2.b)etc)
3.a)etc) 4.b)etc)

26. Réel ou imaginaire pur
a) Fausse. b) Vraie.

c) Vraie. d) Fausse. (z, = i donc z, est
un nombre imaginaire pur).

27. Forme algébrique (somme)
b)z,=3+i
dz,=1+2i

alz, =-1+2i
clz,=3+2i

28. Forme algébrique (produit)
b]zz=1 +2i+i2=2i
d]zA=1 -2i+i?2==-2i

alz, =i+it=-1+i
z=1-i2=2

29. Inverse d’un complexe
Pour déterminer la forme algébrique d'un nombre

complexe de la forme avec a et b deux réels,

a+ib
il faut multiplier le numérateur et le dénomina-
teur par a - ib.

30. Forme algébrique (inverse)
Ix (=) -i

alz =

ix[-) -
S el A bl B ol B
+i0-i 7-¢ 2 2

b) z,

31. Conjugué (1)

1. b) 3.d)

2. b) 4. c)

32. Conjugué (2)

1. Fausse.Siz=i,alorsz+z =i+ (-i)=0 etz n'est

pas réel

2. Vraie. Voir démonstration dans le cours :
zERoz=zZ.

3. Vraie. Posons z=a + ib avec a et b deux réels.
Alorszxz = (a + iblla - ib) = a2 - (ib)? = a% + b2.

33.Equation de la forme x?=a
1. b) 2.d)

34, Calcul d’un discriminant
al

35. Equations du second degré
1.d)

36. Factorisation
Soit Pun polyndme de degré 3 et rune racine de P.

Alors on a P(z) = [z - r] x Q[z) avec Q un polynéme
de degré au plus 2.

Donc Plz) =(z - r) x (az? + bz + c) avec a, b et ¢ des
réels .

IL faut ensuite développer (z - r) x (az? + bz + c], et
identifier les coefficients de cette expression avec
ceux de Plz).

Exercices d'application p. 28-30

Déterminer et utiliser la forme algébrique
37.a) Relz) =5etIm(z) =-2.
b Relz,) = 0 etImlz,) = /3.

c)Relz,) = 4+\/§ et Im(z)) = 0.
d) Relz,) =-3etimlz) = 2.

38.a)Relz) =2 etIm(z]) = -1.
bl Relz,) =1+ 2 et Im(z,) = 1.

c)Relz;) =2 + 6 et Imlz) = 0.
d) Re(z) =0 et Im(z,) = 2.

1. . o
39. a) z, =i, donc z, est un nombre imaginaire
pur.

b) z, = -2, donc z, est un nombre réel.

c)z;=3+ \/g donc z, est un nombre réel.

11
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d) z, = 2 - i, donc z, est un nombre complexe quel- 7 3

Doncx=—ety=—.
conque. 5 y 5
40.1.2=-1

Calculer la somme et le produit de deux

Feitxis nombres complexes
= (22 =(=1)2=1 an . p .
2.i50=[i2]25=[—1]25=—1 .314—7I bl3_4|
3. i2000= [i2]1000= [_1]1UOU= ‘I C] 4+ 2| dl _’]+§i
41.a]z1=5+gi bz =1+2i. 3.
3 g 46.a]z1=6—2|
=2 Donc Relz,) = 6 etIml(z,) = —g.
42 1+2x=5 4‘
. _, 9.3 blz =1 +3i
1-2y=4 y=-= 2
2 Donc Relz,) = 1 etImlz) = 3.
3
= =_2 1 2.
Doncx=2ety= > c]zg=——§|
1 2
DoncRe(z;) = —etImlz,) = -=.
4 4 3
-2+3x=2 X=—= 3 4
43,15 e 3 dz, == -2
Zy+4=0 8 4 3
Y=73 3 A
DoncRel(z,) = n etlml(z,) = "3
Doncx=—ety=—%
47.a) 6 + 12i b)-1+3i
c)-2-3i d)5+i

1+3x=0 x= 1
44.a]{ B )
2-y=0 7| _, 48. )2 -3 +il1+8) bﬁg+$§

1
Doncx=-—ety=2.
3 49.a)z, = 22 + 4i + 2 =3 + 4

blz,=22-4i+i2=3-4
=4

bny+y—5=0 $x+x+7—5=0

x-y+7=0

C]ZS=22—i2=5
dz,=2i-4+i?-2i=-5

PN 2
13 50. a) Posons z,= (2i - 3)(3 - 2i).
. z,= 6i - 4i7 - 9+ 6i = -5 + 12i
Donc x = —— ety=§. Donc Re(z,) = -5 et Im(z,) = 12.

o x+y=2 - y=2-x
2x-3y=1  |2x-3(2-x)=1

b) Posons z, = i(3 + ).
z,=3i+i?=-1+3i

Donc Relz,) =-1etIml(z,) = 3.

c) Posons z, = (2 +i)(1 - 2i) + 1 - 5i.

<
1l

z,=2-4i+i-2i"+1-5i=5-8i

ey o
v —b+3x=1 Donc Re(z,) =5 et Im(z,) = -8.

Ol o|lw

12
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d) Posons z, = (1 +1)(1 - i)(2 - 3i).
23=['| -i3(2-3i)=2(2-3i) =4 - éi
Donc Relz,) = 4 et Im(z,) = - 6.

51.a) (a +ib)2=a2+2xaxib + (ib)?
=a’-b>+ix2ab
b) (a - ib)?=a?-2xaxib + (ib)?
=a?-b?-ix2ab
c) (a +iblla - ib) = a% - (ib)? = @2 + b?
d) (a +ib)(2a - ib) = 23% - iab + i2ab - i%b?
=2a’+ b?+iab

52. a) Posons z=a + ib avec a et b deux réels.

zxi=3+iela+ib)xi=3+ieia-b=3+i

-b=3 =-3
= &
a=1 a=1

Donc S={1-3i}.

b) Posons z = a + ib avec a et b deux réels.

zZ(1+i)=7+3ie@a+ib)(1+i) =7+ 3i
<a+ig+ib+ib=7+3i
<a-b+ila+b)=7+3i

o 137b=T7 _ la=b+7
a+b=3 b+7+b=3

a=>h
o
{=_2

Donc S =1{5 - 2i}.

53. a) Posons z = a + ib avec a et b deux réels.

(b+i)z=ilb+i)la+ib) =i
Sha+ibb+ia+ith=i
S hba-b+ila+4b) =i

ba-b=0 b=4a
S S
a+4b=1 a+hbxhba=1

b) Posons z = a + ib avec a et b deux réels.

(i-2)z=3=1(i-2)la+ib) =3
&ia+ith-2a-i2b=3
o -2a-b+ila-2b)=3

@{—2a—b=3@{—2[2b]—b=3

a-2b=0 a=2b
p=-2
PN 5
6
a=-—
5

Calculer linverse et le quotient
de nombres complexes

54.a)7-—2 -4 _2__1
2ix(-2) -42 4 2
2-3i 2-3i 2 3.
bz, =20 279 2 3,
2+30)2-3) 22-(3)2 13 13
5+2i 5+2 5 2.
¢z = ; o= poal il
G-2)5+2) 52 -(2)F 29 29
Qs - 25 245 5 2.

i (2i - 5)(2i + 5) i (217 -52 29 29

i i
55.a)z=——=— =
R
Donc Relz) =0etlmlz) = 1.
L= L-Ti 4 7 .

TU+TNG-T) 4 —-(TF 65 65

b) z,

Donc Relz,) = 4 etiml(z,) = —l.
65 65

10 + 3i 10+3i 10 3

oz, LA

= = - +
(10-3i(10+3) 102-(3i)* 109 109

10
DoncRelzy) = — etImlz,) = 3
109 09

dz = \/E_i - \/E_i =£—li
CW2siW2 -0 Wep-w 33

2 1
DoncRelz,) = ? etim(z,) = —5.

13
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56.a) 2 = 5(-2) -1

Donc z, = —gi.

(1-1(2 - 3i)

Oi

A-2) -4

_2-3i-21+3¢

bz e

(1+i)(5+ 2
c)zy =

- (3iP

5+2|+5|+2|

(5-20(5+2)
Donc z; = 3 7 —i.
29 29

~ (3 + 2i)(2i +5) _

- (2i)?

6i+15+ 4 +10i

Ci-5)2i+5)

Donc z, = -7i.

(27 -

21-28i - 6i + 8

bl z, - [7 20(3 - 4i)
(3+4i)(3 - 4i)

Doncz,=— - %
25

- (4i)?

m+M3mHJ] 141242 + (2P

-2
2f

Donczy=-—+
3

d)z, =

P - (W2

[i+2][l+3]=|2+3i+2i+6

(i-3)i+3)

Doncz, = —% - %i.

-32

15+8i

58.a) -
- 15-8

5-8i)(15 + 8i)

23 - 14i

<R U
z, 725 725

14

5, 23+14 (23+14)(23 - 140

¢ 7 [15-80(23- 140
z, 23+ 14023 - 14)
_ 345 - 210i - 184i+ 1127

- (14ip
Donc Lo & - ﬁi.
z, 725 725

NE (23 + 14i)(15 + 8i)
z, (15-8i)(15 + 8i)
_ 345+ 184 +210i + 1121
) 152 - (8)2
Z—2=@+%i.
z, 289 289

Donc

59. a) z, = b+ 4i+ 90 + 61 13i
5+5i 5+5I
_ 13i(5 - 5i) _ 65i-65¢
(5+5i)5-5) 5% - (52
65 65. 13 13.

Donc z; = —i=—+—I
50 50 10 10

DoncRelz,]) = 1—3 etim(z,)=—

6+4i+9+6i2 13

b) 2, = ; = ;
=1+i =1+i
13i-1-1) -13i-13i2
Z; = 3 3= 3
(1+0(-1-1) (=12 -1
Donc z, = ——E.
2 2

Donc Relz,) = B etiml(z,) = —E
2 2

60.2) (3-5i)z=1 2= ——
3-5i
_ 3+5i
" (3-50)(3+5)
345
~ 5

3 5.
oz=—

+—i
34 34
DoncS= i+£|
34 34
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b) (2021 s zm ez 2
-2z = zZ=— RTEPRY
-2 (-2i)(2i)
2i .
Sz=——oz=—
- 42 2
1.
Donc S=<—ir.
Gl.a]iz='|—i<:>z=g<:>2=[17[|].[]_ll
| =1
—i+12
Sz= Sz=-1-i
_i2
DoncS={-1-i}L
. . 1+3i
b)(2+ilz=1+3iz=
2+
(1+3i)(2-1)
L L.
(2+i)(2-1)
2-i+6i-32
Sz=—"—
22_i2
5+5i .
Sz= Sz=1+i

Donc S={1+i}L

Déterminer et utiliser le conjugué
d'un nombre complexe

62.2a)9 i b) 13 + 24i
¢)-2-5i d)§+iﬁ
63.a)y7-in  bl3++2-5i
cl%+2 dliv2
64.2a) 3z b)Z +5+i
)5 + 25 MR
e) iz +2 P ik
Z+1
65.a) 2z - - b=+
zZ
c)(z)2 + 22 d) -iz
elz-iz f) -2z

66. Voir manuel page 18.

67. 1.z est imaginaire pur < Re(z) =0
& 2Relz) =0 z+z=0z=-z2
2.zestréeleImlzl =0 2iIm(z) =0
z-z2=0=z=Z

68. a) Posons Z = z2 + z2
2

J=22+72=324+72=324,2=7
Donc Z est un nombre réel.

b) Posons Z = z? - 22

Z=z'-72=72-Z72=72-z7'=-(2-2Y=-7

Donc Z est un nombre imaginaire pur.

69. Posons Z = Z_Z_
zZXzZ
z=z—2=z—§=E—z=—[z—Zl=_Z

ZzXZ ZXz ZXz ZXZ
Donc Z est un nombre imaginaire pur.

70.alz=27+1oz7=-1z=-1=z=-1

Donc S ={-1}.

bl-z=1+iez=-1-icz=-1+i

DoncS=1{-1+i}L

c) Posons z=a + ib avec a et b deux réels.

z+5z=7-8ia+ib+5la-ib)=7-8i
S ba-ibb=7-8i

ba=17 as=
< 4b = 8(:)
_Lp= .

DoncS= {z + Zi}
6

d) Posons z=a + ib avec a et b deux réels.

N o~

z=3z+5-iea+ib=3la-ib)+5-i
sSa+ib=3a+5+i(-3b-1)

R

{a=3a+5 9
& & 1
b=-3b-1 P

4
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71. a) Posons z=a + ib avec a et b deux réels. 2.alflz)=2=4a-5-i2b=2
z+z=3ica+ib+a-ib=3i ha -5 a=z
2a = 3i a—gi -2b=0 It 4
S2a=3ie =5 = b0
C’est impossible car a est un réel. 7
DoncS=(. DoncS=1--.
b) Posons z = a + ib avec a et b deux réels. b) flz) = 4i < 4a - 5 - i2b = 4i
B+i)z+2z=0=(3+illa-ib)+2(a+ib)=0 5
&3a-i3b+ia-ib+2a+i2b=0 @,{48-5=0@ a=
&5a+b+ila-b=0 ~2b=4 he_2
- 5a+b=0@ Sa+a=0@ a=0 5
a-b=0 a=b b=0 DoncS= Z—ZI .
Donc S = {0}. cfzl=ze=4a-5-i2b=a+ib
c]—23+(2+i]2=1<:>E[—2+2+i]='|<:>2=l 4ba-5=a a=§
i = 3
- I -2b=b b0
SrZ=—oz=-isz=-I =
i(=1) 5
Sz=i Donc5={§}
Donc S = {i}.
d) Posonsz=a + ib avec a et b deux réels. Utiliser la formule du bindme de Newton
2i7 = 3i + 2iz & 2ila - ib) = 3i + 2i(a + ib) ‘g
& 2ia - 2i%b = 3i + 2ia + 2i%b 74.1.a) (2+i) = 2[ Jzkiﬁ-k = -7 + 24i
& 2b+ix2a=-2b+i(3+2a) c o
B ) 5 . .
o J2b=-2b b=0 b) [1—2|]5=2(k]1k[—2|]“ =41 + 38i
2a=3+2a 0=3 k=0
_ 8
DoncS=0. 2. [x+3]8=2xk38—k 8
k=0 k
72.1.flz) =3la-ib) +i-2 8
=3a-2+i(1-3b) Donc le coefficient de x* est 384 6 , soit 252.
Re(flz))=3a-2
Im(flz)) =1-3b n n
2.flzZ)]=z =3z +i-2=z 75. 2[2J= (2]1"1”*:[1 +1)r=20
&33-2+i1-3b)=a+ib k=0 k=0
=1
o Ba—2=a@ . 1 2 (3
1-3p=bh b=— 76.1.[x—1]3=2 XK=k = x% - 3x2 + 3x - 1
4 ~\k
1.
Donc flz) =z a pour solution z =1 +ZL 2.999%=(1000-1)°
=1000°-3x10002+3x1000-"1
73.1.fzZ)=3la-ib)+a+ib-5 = 997002999
=4a-5-i2b
Re(flz)) = 4a - 5
Im(flz)) =-2b

16
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4
77. 1. (x + 1) = 2(:}%1” = x4+ 4x® + bx2 + hx + 1

k=0
4

[x -1 =2 4 XK= = xh = 4x® + bx2 - hx + 1
oK
Donc [x + 1)4 =[x - 1)4 = 8x% + 8x

2.1001%-9994=(1000+ 1)*- (1000 - 1)*
=8x 1000+ 8x1000
=8 000 008 000

3
78.1.2=(1+ibf= z(ﬂﬁib]“

k=0

= (ib)3 + 3(ib)? + 3(ib) + 1
=-ib®-3b2+3ib+1=1-3b2+i(-b*+ 3b)
zERe - +3b=0bx(-b?+3)=0
<b=00u-b’+3=0b=00ub?=3

(:)b=00ub=—\/§oub=\/§

zestréel lorsque b=0,b= —\/5 oub= \/5

1
2.z€IRe1-3b2= O@bz—

S

1
z est imaginaire pur lorsque b = - 5 oub= 3

Résoudre des équations du second degré
dans C

79.a)z2=-64.Dans R, S=. Dans C, S ={-8i; 8i}.

b)-2=3.Dans R, S = {-\E : \ﬁ}.
Dans C. s:{-\ﬁ;\ﬁ}.
c)2=6.Dans R, S = {-\E ; \ﬁ}.
Dans C. &{-ﬁ;ﬁ}.

d)z2=-13.Dans R, S=¢.

DansC,S = {—i\/a ; |\/ﬁ}

80.a)-3z=0=zz-3]=0=z=00uz-3=0
oz=00uz=3

Donc S=1{0; 3}

bJA=12-4x1x1=-3<0.

etz, =

-1

+i\/§
2

Donc S = -1-i 3;—1+|\/§ .
2 2

c)A=(-4)2-4xbtx5=-64<0.

~ —[—4]+i\/a

1=

2% 4

_(-4) - 64
= et

DoncS= l—i;1+i .
2 2

d)A=62-4x%x(-2)x5=76>0.

;= ——————

2x(-2)

8l.alz2=-7z22+7z=0—z[z+7) =

_6-+76
etz, =

Z, =

2% 4

—6+\/%

2x(-2)

{3+\/ﬁ 3—\/@}
DoncS= 5 : 5 .

<z=00uz+7=0<z=00uz=-7
DoncS=1{0; -7}
b) 222-3z+2=0
A=(-3)2-4x2x2=-7<0.

zZ1 =

2%x2

Donc5={3_i\/;-3+i\/;}
L .

c)z2-22+2=0

T

_ =3+ W7

2%x2

4

A=(-22-4x1x2=-4<0.

Z =

2x1
DoncS={1-i;

d]—8=322<:>22=—§. DoncS= —i\/g;i\/g )
3 3 3

2 -i4
— et

2

~ —[—2]+i\/z

2x1

1 +i}

82.a)322-22-1=0
A=(-2-4x3x(-1)=16>0.
L2-V16 . —2+6
==X etz =2
2x3 2x3

DoncS= —1;1 .
3

17
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b) 222-2z-3=0
A=[(-1)2-4x%x2x(-3)=25>0.

L PO o BC Y

1 2%x2 2% 2

DoncS:{—hE}
2

z2+9
c

Donc S ={-3i; 3i}.

3-272

=02+9=0=22=-9

d)

3
DoncS={—i\/Z;i\/Z}.

=3e3-22=922=-6

Factoriser un polynéme
83.a)2-22=(z-2)lz+ 2]
b) z* - 3° = (z - 3)(az? + bz + ]
Or (z - 3)(az? + bz + c) = az® + (b - 3a) 2% + [c - 3b)
z-3c
a=1
b-3a=0
=3
c-3b=0
-3c=-3°

Doncz?-3%=(z-3)(z2+3z+9).

Par identification

o o o o
]

1}
O 0 W —

84.1.8+33=z-(-3)3
2.Donc 2+ 3% =(z-(-3))(az2 + bz + ¢)
=z + 3)laz? + bz + ¢)

Or(z+3)laz2+ bz +c)=az®+ (b +3a)z2+ (c + 3b)
z+3c

a=1 a=1
Par identification b+3a=0<:> b=-3

c+3b=0 c=9

3c=3° c=9

Doncz?+ 3 =(z+3)(z2-3z+9).

85. 1.8 =2xi=-i

2.2+i=2-18

Donc 2* +i = [z - i)(az? + bz + ).
Or(z-illaz? + bz + c) = az* +( b - ia)z? + [c - ib)z - ic.

18

a=1 a=1
Par identification b—|a=0® b=i

c-ib=0 c=1i

—ic =i c=-1
DoncZ+i=(z-i)(z2+iz-1).

86.1.P(1)=12-12+2-2=0.
Donc 1 est une racine de P.

2. P est un polyndme de degré 3, donc
P(z) = z - 1)(az? + bz + ¢)

Plz) =az® + (b - a)z2 + [c - b)z - c.
=1

1}
N N O —

-—a=-1

-b=2
-c=-2

Donc Plz) = [z - 1)(z% + 2).

Par identification =

o o T o
Il

87.1.P(-1)=(-1)0+2(-1P+3(-1) + 4
P(-1) = 0. Donc -1 est une racine de P.

2. P est un polynome de degré 4, donc
Plz) = (z + 1)(az® + bz + cz + d)
Plz)=azt+(b+alB+(c+blz22+(d+c)z+d.

a=1 a=1
b+a=2 b=1
Par identificationyc+bh=0 < c=-1
d+c=3 d=4
d=4 d=4

Donc Plz) = [z + 1)(z® + 22 — z + 4).

88.1.P(-2) =-2(-2)* + 2(- 2)2 + 20(- 2] + 16
P(-2) = 0. Donc -2 est une racine de P.

2. P est un polynome de degré 3, donc

Plz) = (z + 2)(az? + bz + c)

Plz) = az® + (b + 2a)z% + (c + 2b)z + 2c.

a=-2 a=-2
Par identification b+2a=2 b=6
c+2b=20 c=8
2c=16 c=8

Donc Plz) = [z + 2)(- 222 + 6z + 8).
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Résoudre une équation de degré 3

a coefficients réels

89.1.P(3)=3%-5x32+9x3-9

P(3) = 0. Donc 3 est une racine de P.

2. Plz) = (z - 3)(az? + bz + ¢

Pl(z) = az® + (b - 3a)z2 + [c - 3b)z - 3¢

a=1 a=1

b—3a=—5® b=-2

c-3b=9 c=3

-3c=-9 c=3

Donc Plz) = [z - 3)(z2 - 2z + 3).

Plz)=0=(z-3)(z2-2z+3)=0
<z-3=00uz2-2z+3=0

Par identification

Résolvons z2- 2z + 3 =0.
A=(-22-4x1x3=-8<0.

21=2_2|\/§=1—i\/§et22=2+2|\/§=1+i\/5
Donc les racines de P sont :

3.1-iW2: 1412,
3. Plz) = [z - 3)(z - (1= W2))(z - (1+2))
Plz)=(z - 3)(z -1 +i\/§][z -1- i\/g]

90.1.33-3x32+4%x3-12=0
Donc 3 est une solution de (EJ.

2. Posons Plz) =22 - 322 + 4z - 12.

3 est une racine de P, donc

Plz) = (z - 3)(az? + bz + ¢)

Plz) = az® + (b - 3a)z% + (¢ - 3b)z - 3c.

a=1 a=1
Par identification b—3a=—3<:> b=0
c-3b=4 c=4
-3c=-12 c=4

Donc Plz) =( z - 3)(z2 + 4).

Pzl =0 (z-3)(z2+4)=0
<z-3=00uz?+4=0
<z=30uz=-4
<z=30uz=2iouz=-2i

Donc lensemble de solutions de (E) est :

S={3;2i;-2i}.

91.1.1°-1=0.

Donc 1 est une solution de (E’)

2. Posons Plz) =2° - 1.

1 est une racine de P, donc

P(z) = [z - 1)(az? + bz + ¢)

Plz) =az® + (b - a)z2 + [c - b)z - c.
a=1

b-a=

c-b=

Par identification 8(:)

o o T o
Il

-c=-1
Donc Plz) = [z - 1)(z22 + z + 1).
Pzl =0 (z-1)(z2+z+1)=0
<z-1=00uz2+z+1=0
Résolvonsz2+z+1=0
A=1"-4x1x1=-3<0.

=_1_i\/§ etzz=_‘|+i\/5
2 2

Z

Donc lensemble des solutions de (E’) est :

S={1;—1—ix/§;—1+i\/§}_
2 2

92.1. (1P + (-1)2+ (-1)+1=0.
Donc -1 est une solution de (E”)
2. Posons Plz) =2 + 22+ z + 1.

-1 est une racine de P, donc
Plz) = (z + 1)(az? + bz + c)

Plz) = az® + (b + alz? + [c + b)z + c.

a=1 a=1
Par identification b+a=1 b=0
c+b=1 c=1
c=1 c=1

Donc Plz) = [z + 1)(z% + 1).

Pz)=0 (z+1)[z2+1)=0
z+1=00uz2+1=0
oz=-Touzt=-1
Sz=-louz=iouz=-i

Donc l'ensemble des solutions de (E”) est :

S={1;i;-i}.
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Exercices d'entrainement

p. 31-33

Calcul algébrique dans C
93.1.

1sin =4k, avec k €N
isin=4k+1 aveckeN
-1sin=4k +2, aveck €N
—-isin=4k +3,aveckeN

in =

2. Pour tout n € N, notons P(n) la propriété :
1sin=4k, avec k €N
isin=4k+1aveckeN
-1sin=4k +2, aveck €N
-isin=4k+3,aveck €N

in =

Initialisation : pour n=0,i°=1etn=4x0. Donc
P(0) est vraie.

Hérédité : soit n € N, supposons que P(n) est vraie
et montrons Pln + 1).

1sin=4k, avec k €N

isin=4k+1aveckeN
-1sin=4k +2, aveck €N

-isin=4k +3,aveck €N

Ori™ =i"xi.Donc

isin=4k, avec k eN
i2sin=4k +1 aveckeN

—-isin=4k+2 aveck eN

-i2sin=4k +3,aveck €N

in+1 =

isin+1=4k +1 aveck eN

-1sin+1=4k+2 aveck €N
—-isin+1=4k +3 aveck eN
1sin+1 =4k + 4, aveck EN

in+1 -

1sin+1=4k’,avec k" €N
isin+1=4k+1 aveck €N
-1sin+1=4k+2, aveck eN
—-isin+1=4k +3,aveckeN

Donc P(n + 1) est vraie.

in+1 -

Conclusion : P(n) est vraie pour toutn € N
3 {2021 _ 4x505+1 _

94. 1. Vraie. Si le dénominateur est non nul.
Posonsz=ib etz =ib” avec avec b’z 0.
i:ﬁ:g, donci,E[R.

zZ b b z

20

2. Fausse.z=2etz’=4.i=zeR

zZ 4
95. Posons z = a + ib avec a et b deux réels.
(1T=ilz=(1-i)la+ib)=a+ib-ia-i%b
=a+b+ilb-a

(1 - i)z est réel si, et seulement si, b -a =0, soit
a=b.

96.1.z,xz,=(a, +ib])(a, +ib,)
=aa,+iab,+iba,+ i2b1b2
=aa,-bb,+ilab,+b,a)
2.

def f(al,bl,a2,b2):
return([al*a2-bl*b2,al*b2+bl*a2])

Remarque: par défaut un programme Python ne fait
pas de calcul formel, il renverra donc une valeur
approchée des parties réelles et imaginaires.

97.1.0 .1 __ a-ib
z,  a +ib, (g +ib)la, -ib,)
L i b,
a2 b2 al+b?  al+b?
2.

def g(al,bl):
return([al/(al**2+bl**2),-bl/(al**2+b1**2])

08,1, 7. ai+ib _ (3 +iblla, -ib))

z, a,+ib, (a,+ib,)la, -ib,)
_a@a, —iab, +iba, - i*bb,
a2 - i?h?

aa, + bb, +il-ab, + ba,)

aZ + b?

_aa, +bb, . iazb1 -apb,

a3 + b3 az + b?

2.

def h(al,bl,a2,b2):
return([ (al*a2+bl*b2)/(a2**2+b2**2),
(a2*bl-al*b2)/(a2**2+b2**2)])

2
99.q)( |-+ 1 _1_ i _1
1-i (1-i2 1-2i+¢ =21 (-2) 2




Chapitre 1: Nombres complexes : point de vue algébrique et polynémes

b7 3+10i 7(5-5)+3+10i 38 - 25i 102. Pour tout nombre complexe z, posons
+ = =
5 - 5i 5 - 5i 5 - 5i 7743
_ (38 - 25i)(5 + 5i) 2
(5 - 5i)(5 + 5i) [ 3. _ - 3. _ 3. _ 3.
190+ 190i - 125i - 1257 S Y S S
52 - (5iP =7
_ 315+ 65i _ 63 +Ei Donc Z est un nombre imaginaire pur.
50 10 10
o 1 +A_ 12-)+2(3-2) 2-i+6i- 4P 103. Pour tout nombre complexe z, posons
3-2i 2-i (3-2l2-1) 6 - 3i - 4i+ 2 Z=[zxzxiP
_6+5i_[6+5i(4+7) Z=lzxzxiP=lzxzxiP=zxZx -
4—7| [4—7|][4+7|] =—[EXZX”3=—Z
24+ 42i+20i+ 3527 -11+62i . .
= = Donc Z est un nombre imaginaire pur.
42 - (7i)? 65
=_ﬂ+gi 104. Posons z = a + ib, avec a et b deux réels.
65 65 Z=a+ib+2a-ib)=3a-ib
d]b_i=[2—lll1—|]—2l3+ll a) Zestréele -b=0< b =0 zest réel
3+i 1-i B+il(1-1) b) Z est imaginaire pur & 3a=0<a=0
_2-2i-i+i"-6-2 -5-5i < z est imaginaire pur
3-3i+i-1 4-2i
_(-5-5i)(4 +2) 105. Posons z = a + ib, avec a et b deux réels.
(4 - 2i)(4 + 2i) Z_a+ib+1_a+1+ib_[a+1+ib][a+1+ib]
_-20-10i - 20i - 107 a-ib+1 a+1-ib (a+1-ibla+1+ib)
2 _ [91)2
4 - (21 (a+ 12 + 20a + Vib + (b}
-10-30i 1 3. = ,
=== (@+12-(ib)
20 2 2
Coni . _[a+1]2—b2+i 2(a+1b
onjugue @+12+b? la+12+b?

5. _ 5.
100.a]z1=4—§|. Doncz1=4+§| 2a + b

a]Zestréel:)T:O
b) z, =3+ 2 - 5i. Donc 5; = 3+ /2 + 5i la+17+b
5 . 5 <2@+1b=0
clz;=—+2.Doncz;==-2i
2 2 <a+1=00ub=0
d)z, =542 + 151~ W2 - 32 = 52 + 3+ (15 - 2) o Rels) = -1 ou = réel
Doncz, =5 2 +3+i-15++2) . la+1)?-b?
b) Z est imaginaire pur & ——— =
(@ + 1) + b2
07+ 0 s 30 ela+1)7-p=0
101_1_Z=[2+3I](7+I]=14+2|+21|+3| 2 2
(7 -7 +1) 49 -2 o br=(a+1)
11 23, &b=a+loub=-(a+1)
= — 4+ —
50 50 Donc Z est imaginaire pur, si et seulement si, z est
9.z +7% = 2Relz) = - de la forme a +ila + 1), oua —ila + 1) aveca € R.

Z—E=2i|m[z]=§i
25
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106. 1. Voir cours page 18.
2. Pourtoutn €N, et toutz € C,

notons Z=z"+z"

Z=z"+Z"=z"+Z"=2"+2"=2"+2"=7

Donc Z est un nombre réel, soit z” + z" est un
nombre réel.

3.(2- )2+ (3 +4i) = ((2 - i)3+(3 + 4i)"
= (4 -4i+i9)"+ (3 +4i)
= (3 - 4i)" + (3 + 4i)
= (3 - 4i) +(3 - 4ip

Donc d'apres la question 2, pour tout entier
naturel n, (2 - i)2n +( 3 + 4i)" est un nombre réel.

Equations dans C
107.1.2-1=[z-1)[z2+z+ 1)

2.S={1;_1_2| 3 ;—1+|\/§}

2
I_

4.a)?-1=0,doncf®=1.
b) j- 1)(Z+j+1)=0.0rj%1,donc 2+ +1=0.

2
o +if3| 1-2i
2

Donc j2 =

3+i2x3
4

o2 2xi-1-i3)
J —'I+i\/§ [—1+i\/§][—1—i\/§]

Donc1=_1_I 3
Ji 2

d

108.8][1+i]2=1—i<:>z=1—__i<:>2=w
T+i (1+i)(1-1)
='|—2i+i2

-

=X Sz=—]

Donc S ={-i}.

22

b]z+1=2i<:)z+1=2i[z—1](:>z[1—2i]=—1—2i
o
L T2 1-2)0+2)
L= R = /2
1-2i (1= 20)(1 + 2i
-2 2i - 4i2 3 4i
SZz=—m S =—
1- (2i) 5
Donc S= E—éi.
5 5
c)(2z+1-i)xliz+3)=0=2z+1-i=00uiz+3=0

=1+i
&z=——0Uz=—-——
2

Donc S = —1+1i;3i .
2 2

iz+1

z =3

d) =2+ieiz+1=(2+illz-3i)

Siz+1=2z-6i+iz-3i?
& 2z=1+ 6i + 3i?

&S 2z2=-2+b6iz=-1+3i
Donc S ={-1 + 3i}.

109.a)-2iz=3z+1<=z[-2i-3) =1
1

-3+2
z=—
(-3-2i)(-3+2i)
-3+2
z=——
(-3) - (2P
Z_—3+2i
AT
Donc S= ——+£|
13 13
2z +1i . .
b) =32z+i=3z-1-1i)

z=-1-i
&2z +i=3z-3-3i

& 2z - 3z=-3 - 4i
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Posons z=a + ib avec a et b deux réels.

2z +i

-=3 & 2ila-ib) - 3la +ib) = -3 - 4i

z=-1-i
& 2ig - 2i%b - 3@ - 3ib=-3 - 4i
& -3a+2b+il2a-3bl=-3-4i

{—3a +2b=-3 {—6a +hb=-6
= R

2a-3b=-4 ba-9=-12
18
~5b=-18 b=+

N &

ba=-12+9b a_ﬂ
5
DoncS= H+Ei_

5 5
liz-i2=z+1+i)?
Sz-i=z+T+iouz-i=-(z+1+i

1
<:>—i=1+i0u22=—1<:>z=—E

1
DoncS=7-_1.
d)2i3i--2-5ic - 2-8

z z
2
<:>Z=—
-2-8i
2(-2 + 8i)
—>z=—" "
(-2 - 8i)(-2 + 8i)
L 4+
< (-2)2 - (8i)
-4 +16i . -1+ 4i
z= =
T Ty
DoncS= —i+ii,
17 17
110.a)— ="' 3o -7 -3
z-(2-1) z-2+]
Sz-i=3[z-2+1)
Sz-i=3z-6+3i
& 2z=6-4i
& z=3-2i
Donc S = {3 - 2i}.

111. Soit z, et z, deux nombres complexes.
Zy+z,=2 o z,=2-1z
ZyXzy=2 zx(2-2)=2

z,=2-1z
=N
-z2+2z,-2=0
Résolvons -z2+2z-2=0
A=22-4x[-1)x(-2)=-4<0
—2—i\/Z ) , —2+i\/z
= =T+ietz =
2x (-1 2x (-1
Doncz,=2-(1+i)=1-1.
Etz/=2-(1-i)=1+i

Donc les deux nombres complexes dont la somme
et le produit valent 2sont 1 +iet1-i.

=1-i

Z

112.a) 22 C . 3 4222(3-2)

3-z

& 3+z=3z-22
&z22-22+3=0
A=(-22-4x1%x3=-8<0

S LR
2x1

, 2
2x1

Donc5={1—i\/§;’l+i\/§}.

blz-2)=-4e=2z-2=2iouz-2=-2i
Sz=2+2iouz=2-2i
DoncS=1{2-2i;2+2i.
cz-2P2=(3+izP=z-2=3+izouz-2=-(3 +iz)
sz(1-i)=50uz(l+i)=-1
-1

5
Sz=—o0Uuz=—o0
1-i T+i

5(1+1) (=001-1)
z= ouzs=
(1-i)01+1) (1+i1-1)
_o+di =1+i
= S ouz-=
12 -2 ?-p
5+5i =1+i
z= ouz=
2

23
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Donc S = §+§i;—l+1i . ZZ=M=1+L

2 2 22 2x1
Donc lensemble de solutions de 'équation
z4 = 62° + 2322 - 34z + 26 = 0 est
S={2-3i;2+3i;1-i;1+i}L

dz2=3iz22-3iz=0=z[z-3i] =0
<z=00uz-3i=0=z=00uz=3i
Donc S =1{0; 3i}.

115. Soit z, et z, deux nombres complexes.

2
_1n(— 2 /_Az ',—A zZy+2,=3 z,=3-z z,=3-z
131, ’ =[ 111[ Al:l[ ] =[I ] { “ < -z2+3z-5=0

4 7 L % ZyXz,=5 z,x(3-2z)=5

_ Résolvons -z2+ 3z -5=0.

[ b]z_[ﬂ]z A=3-4x(-1)x(-5)=-11<0

2 — el
2.az’+bz+c=a z+Za - Z__3_i/_”_3+i/_”et
L 2% (=) 2
b W-A b W-A
—alze 24! PR . -3+i11 3-i11
2a 2a 2a 2a , = = .
2x (-1 2

3.az2+bz+c=0 Sorcs 3 { 3-i11
. . 2 =9~ .
\-A A
@a[z+2£+I2—J{Z+2£—I2—]=O 2
a a a a
, 3-i11| 3+i11
Etz, =3- = >

3+i«/ﬂ]
2

. _A '_A 2
oz + +I—“=00u +b—|—=0cara¢0
2a 2a a 2a Donc
oo b N-A b W-A .. 3+i11 3-i11) [3-w11 3+if1
2a 2a 2a 2a - 2 ' 2 ' 2 ' 2 ’
Donc S - -b-h/-A;-bH,/-A |
2a 2a 116.1. 2+ )2 =22+ 2z + 2= 22 4 2iz - 1
2.22+2iz-2=0=22+2iz-1-1=0
114, 4 - 67+ 2322 - 3z + 26 = 0 sreE s

(z2-4z+13)(z2-2z+2)=0 @ lz+if-1-0
< 3.22+2iz-2=0e (z+i)2=1
&22-4bz+13=00uz2-22+2=0 ) .

] Sz+i=louz+i=-1
Résolvons z? - 4z+ 13 = 0. . )
A= (bl -hx1x13=-36<0 @z=l-louz=-1-i

- DoncS={1-i;-1-ikL

zFM:Z—ﬁet

2x1 2 . 2 :

[ i
_(— i 117 1. |z+—| =22 +2z—+|—| =22 +iz - —

z, = [4]+|\/§=2+3i [ 2] 2 (2} 4

2x1 1
Résolvons z2 - 2z + 2 = 0. 2.zZ+iz+c=0<:)22+iz—z+z+6=0

A=(-22-4x1x2=-4<0 2

i 1
)N o|z+=| +—+c=0
_M:’|_iet ( 2] 4

Z1—
2x1

24
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AU p) 1224377 =1 _ [2i+21+327=1 52/ =1-2i
3.22+2iz-2=0 Z+§ =---¢ z-2' =i z=i+z z=i+z
Donc pour que les solutions de (E’) soient imagi-

Z=—-—i == =i

naires purs, il faut et ilsuffitque—%—cSU, soit o 5 5 5
. 2. 1 3.
! =ji+—=i zZ=—+—I
== TS 5 5

2

i i i 1T 3.1 2.
4.Sice-t (E)o|zet| c0@zet0@zaot DoncS={ -+ Zii—-Zil.

4 2 2 2 5 5 5 5
DoncS={—li} -2z +2z" =1+ -25-32)+ 22" =1+i
2 c) =
z+3z' =5 z=5-37

Sic>—1,
b Z'=—+—i
i 1 i 1 8z =11+i 8 8
(e z+—=if—+couz+—=-i|—+cC < _5_3/<:> 11 1
2 \4 2 4 FEVTOE =53] —+—i
8 8
11 1 11 1
Sz=il-—+,—+clouz=i-—-,—+cC 11
2 4 2 4 L SNE
1 f1 1 ’1 g 7 3
Donc S=Si|——+,/—+c [;i|-——=.]—+cC |} g=L 2
2 \4 2 \4 8 8

118. a) z+z'=2-—5i<:> z'—-3z'=2—5i—(i—'|] o y
z+3z' =i-1 z=i-1-32' d) z+iz' = - z=2-iz
2z+2z'=2+3i 22-iz')+22"=2+3i
-2z'=3-6i
A : , z=2-iz
z=i-1-3z z=2_i7 '
== ) Sy, =243
Z’(2-2i)=-2+3i z' = :
Z':——+3| 2—2|
< 1.3 3 5 z=2-iz z=2-iz
SR P 1, (2430220 S, _-b-bi+birth
= S —
(2-2i)(2+2]) 4 - (2i)2
Z=-43
|l 5 1.
= 72 z=2-i2 Zzz_{_TZ'] .25
o=l g T I = e 44
2 = ) 1. ,
8 =2l 2=
4
Donc5={[——8i;——+3i]}. o s :
DoncS=4|—+—i;-—+—i
4 4
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119. 1. fl-1+i/3) = =1+ 312 + 20-1+13) + 9
-3+ (W3 -2+2W349=1-3-2+9=5
Donc limage de—1+i\/§ par fest 5.

2.fz)=h=22+22+9=522+22+4=0
A=22-4bx1x4=-12<0

_2-ih2

z, = =-1-iW3 et
2x1

ZfM:_mﬁ
2x1

DoncS:{—1—i\/§;—‘I+i\/§}.

Bzl =Ah=22+22+9=LA
&22+22+9-A=0
A=22-4bx1x(9-N=4-3b6+4A=-32+4)L

flz) = A admet deux solutions complexes conju-
guées si, et seulement si, A < 0, soit -32 + 4A <0,
donc A < 8.

120.1.1+2-1-2=0.

Donc 1 est une solution de (E).

2. [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée sur les éditions sui-
vante : « Démontrer que, pour tout nombre com-
plexez, 24+ 228 -2z-2=(2+z-2)[Z2 +z+ 1). »
(Z2+z-2)2+z+1)

=+ + 2+ 2+ +z2-222-22-2 =24+ 228 -2-2
3.2+22°-2z-2=0(22+2z-2)(2+z+1)=0

&z22+z-2=00uz2+z+1=0

+Z°+Z0+Z

Résolvons z2+z-2=0
A=12-4x1x(-2)=9>0

—1—\/; —1+\/§

z, = =-2etz,= =1

2x1 2x1

Résolvons z2+z+ 1 =0.
A=12-4x1x1=-3<0.

-3, _-1+if3

z, = etz, =
2x1

"2x]
Donc l'ensemble de solutions de l'équation (E)
dans C est

1 A3 1 4B

S=:-2:1——-i—;——+
2 2 2 2

26

121. 1. Siz est une solution de (E), alors z* = - 4.
Or (-z)¢ =24, donc (-2)4 = —4. Et (Z)* = z* = -4 =-4.
Donc -z et z sont des solutions de (E).

‘(4
2.zt =1+ = z[k}kw -4

k=0
Donc z, est solution de (E).

3. D'apres la question 1., -z, = -1 - ietz =1~
sont aussi des solution de (E).
De méme =z, = -1+i est aussi solution de (E).

4. 7 = -4 est une équation polynomiale de degré
4, donc elle admet au plus 4 solutions. Donc elle
n‘admet pas d’autres solutions.

S={1+i;1-i;-1-i;-1+i}.

122. Raisonnons par labsurde et supposons que
Uéquation admette une solution réelle x.

Alors x + x>+ 1 - i=0. Donc x" + x* + 1 = i.
Orx"+x?+1 &€ R. Donci € R. : absurde. Donc
U'équation n'admet pas de solution réelle.

123.1.

Plz,) = (W2F - 2+ W2)i2) + 201+ iW2)iv2 - 212
N2 2+ W212 + 122 + 22 - 212
N SN

Donc z, =iv/2 est une racine de P.

2.a)Or
(z - i\/E][z2 +az+bl=z3+(a- i\/E]z2 +(b- ia\/E]z - ib\/g

a-i2=-02+i2) [a=-2
Par identification b—ia\/5=2[1+i\/§]‘:’ b=2

“iby2 = -22 b=2

Donc Plz) = (z - iW2)(z2 - 22 + 2).
b) Plz)=0 sz -2 =00uz2-2z4+2=0.
Résolvons z2 - 2z + 2 = 0.
A=(-22-4x1x2=-4<0

-4 N VN
= OIS etz = T NE gy,

2x1 2x1

Donc Uensemble de solutions de P(z) = 0 dans C

estS={i\/E;1—i;1+i}.
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124.1. f2 +5) = \2 + 5i =2 + 6 g, ] 3

LZyp=——+i—
Donc limage de \/E +5i par f est \/E + 6. 2 2
2. fl2) =2 + 5 > z +i= 2 +5i z§=z_0=—l—i£
e 2 2
@zeNerd 3=z Xzy=2 X z5 =1

Donc lantecedent de \/E +5ipar fest \/E + 4, 4. Nous allons utiliser un raisonnement par récur-

_ _ rence. Pour tout n € N, on considére la propriété
125.1.2? =z = (a+ibl =a-ib Pln) : « 237 = 1.

) o L
2"+ 2iab+ [ibf = a-ib Initialisation : pour n =0, z0 = 1. Donc P(0) est vraie.

@{az'bZZa@{az'bZZa Hérédité : soit n € N. S Pln) vraie, et
ité : soit n . Supposons P(n) vraie, e

2ab=-b bl1+2a]=0 montrons que P(n + 1) est vraie.

a?-b’=a Z3m = 283 = 28 x z3. Or z3 =1. Donc zg™V =z3" =1
“1h=00ul+2a=0 d'apres Uhypothése de récurrence. Donc Pln + 1)

est vraie.

) 1—b2 - Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, donc

a‘=a 4 2
= {b _0 ou 1 =1

a=_5 5.z =23 x z, =z, =—1+i£
3 0 0 0 0 2 2
b2 ==

o I=0, 1 4 gl

b=0 | 22

a= _E 6. 2899 = Zg><333 =1

o a=0oua=1 Zaooo=zgx333+1=20=__+i£

b=0 2 2

b= ﬁ oub= _ﬁ Suites de nombres complexes
ou 2 2 126. 1. Pour toutn € N,

1
=7 Up = Zpy ===z, +—i—i =—[z, -] = —u,
3 3

2. Pour tout n € N, on considere la propriété P(n) :
DoncS= 0;1;—1+i£;—1—i— . n
2 2 2 1 .
«u,={=[1-1i)»
3

1 .
On adonc z; = _E +i—. Initialisation : pourn=0,u; =z, -i=1-i

z.zﬂx2—0=[_%+i§][_%_i§]=(i}2_{iﬁ]z et@o (1-i)=1-i

0
Donc u, =[%] (1-1) et donc la propriété est vraie

&

1

1,3
4 4

Donczy xz, =1.

pour n = 0.
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Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie
et montrons que P(n + 1) est vraie.

1 1 (1)
=—xu,=—x|—| (1-i) d’aprés l'hypothese
3 X" (?J prés Uhyp

de récurrence

:[1] (-1
3

Donc P(n + 1) est vraie.

u

n+1

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, donc

y, = [1] (-1,
3

3. Pourtoutn€N,u =z -iDoncz =u +i.
z, = 1 (1-1)+i
3

127.1.2,=2iz; + 5=2i(1 + 2]} + 5
=2i+4i?+5=1+2i
z,=2iz,+5=2i(1+2i)+5=1+2i
2. On conjecture que pour toutn € N,
z =1+2i
3. Pour toutn € N, on considére la propriété P(n) :
«Zn=1 + 21 ».
Initialisation : pour n=0,z, =1+ 2i.
Donc la propriété est vraie pourn=0.
Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie
et montrons que P(n + 1] est vraie.
z,,, = 2iz, +5=2i(1+2i) + 5 d’aprés U'hypothese de
récurrence
=2i+4i2+5=1+2i
Donc Pln+1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, donc
z =1+2i.

boz =1+2i
1281,z Lo b Tel TN
zo 1-i (=-i01+) ?-2 2 2
1 1 2 201-1) 2-2 .
22=—=—=—'= - .= - =1—|
zo 1 10 1+ (1+00-1) 1P -1

2
28

2. On conjecture que pour toutn € N,
1-isinestpair

zZ, =

T 1. . . .

—+—Isinestimpair

2 2

3. Pour tout n € N, on considére la propriété

1-isinestpair
Pln)i«zy=q1 1 >
—+—Isinestimpair
2 2
Initialisation : pour n =0, n est pair, etz =1-1i.
Donc la propriété est vraie pourn=20.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie
et montrons que P(n + 1) est vraie.

1 . . . .
=—.Sin+ 1 est pair, alors n est impair. Donc

Zn+1

Zn

1 I . .

z,,=——=1-10.Sin+1estimpair, alors n est

2

. 1 1T 1. .
pair. Donc z, ,, = P Donc P(n + 1) est vraie.
-i

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, donc
1-isinestpair

zZ, =

1 +li sinestimpair
2 2

129.1.a)z, = Az, +i=Ax0+i=i
z,=hz,+i=Ai+i=[A+1)i

=hz,+i=MA+ i+i=A2+ 1+ 1)
b) Pour tout n € N, notons P(n) la propriété :

n

Kz, = X | ».
A=
Initialisation : pour n=0,z,=0.
0_ 0_
Etx 1><i:0.D0ncz0=;” 1><i.

Donc la propriété est vraie pourn=20.
Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie
et montrons que P(n + 1) est vraie.

2= +i= s M)

AT A+ (AT
= ——m | XI| = X1
A-1 A-1

Donc P(n + 1) est vraie.

+1|xi
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Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, donc

A -1
z,= Xi
-1
- i _
2.a)z, = 1><i.DoncZ,‘=_ xi=0.

p— I_
[ N U

X1l =

i-1 i—1

i”=1

b) Pourtoutn €N, z,,, = X i

= Xi
i-1
Doncz ,=z.
)Ln+k_'| )
3.a) Pourtoutn €N, z,, = - i
AX A =T
=—Xi
A-1
AT=1
= X
A-1

Doncz ,=z.
n+k n

b) S'il existe un entier naturel k tel que pour tout

neN,z =z,
n+k _ n _

Alors7L 1><i=}L 1><i.Donc7U’*k—1=7u”—1.
A= A-1

Donc A - A"=0. Donc A" x (A* - 1) = 0. Donc A" =0
ouA-1=0.0rAestunnombre complexe non nul,
donc il est impossible que A" = 0 pour tout entier
naturel n. Donc Af=1.

130. Travail de l'éléve.
131. Travail de l'éléve.

132. Travail de U'éléve.

Exercices bilan p. 34

133. Calcul algébrique dans C
1.alz+2=4+3i blz-2z =10+
Azxz=(7+2i)i-3)=71-21+2i2-6i=-23 +i
d) z2= (7 + 2i)2 = 7% + 28i + (2i)2 = 45 + 28i
11 7-2i
z 7+2i (7+20(7-2)
7-2 7 2.

53 53

72 - (2

2. Pour toutz € C,

Z=(z2+3+2%+2zxZ)=2z2+3+Zz%+zxZ

=z+3+2%24+z2Xz2=22+3+z22+z2xz=7

Donc Z est un nombre réel.
, B+i9+2)  72+16i+9i+ 27

3.alz” = - — = X
(9 - 2i)(9 + 2i) 92 _ (-2i]
_70+25 14 5.
85 17 17
b) 8+| +8_| =Z”+?=2R€[Z”]=§
9-2i 9+2 17
B+l 81 _ v T itmi =Y
9-2i 9+2 1

134. Equations dans C

LaHﬁ—&z+2=N:z=i_2_
-5+2
_ li-2)(-5-2i)
S 5+ 2005-21
_-5i- 22 +10+4i
T T e -
(:)Z=E
29

b) Posons z=a + ib avec a et b deux réels.

2z+3z+i-22(@+ib)+3la-ib)+i-2=0

@5a—2+i[—b+1]=0<:){

-b+1=0
DoncS= {z + i}.
5

cJA=12-4%x1%x1=-3<0

“1-i3 _1+i3
=Tetx .

2

DoncS={_1_| 3 ;—1+|\/§}

2

X

2 2

58-2=0 a=
&

= oN

b:

29
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dx‘-25=0= (x2-5)x2+5)=0
& x2-5=00ux+5=0
& x?=boux?=-5

Donc5={—x/g;\/g;—ix/g;ix/g}.

2. a) Si z est solution de (E), alors
22-322+z-3=0
Orz®-3z2+z-3=2-322+2-3
=z8-3z2+2z-3=0
Donc z est une solution de (E).
b)3*-3x32+3-3=0
P-3i2+i-3=-i+3+i-3=0
Donc 3 et i sont des solutions de (E).

c) (E) est une équation polynomiale de degré 3,
donc elle admet au plus trois solutions.

d}S={3;i;-ikL
3.a)2x2-8x22+28x2-40=0

Donc 2 est une solution de (E’).

b) 2x® - 8x2 + 28x - 40 = (x - 2)(ax? + bx + c)

Or [x-2){ax? + bx + c) =ax® + [b - 2a)x? + [c - 2b)x - 2¢
Par identification,

a=2 a=2
b-2a=-8 b=-4
=
c-2b=28 c=20
-2c=-40 c=20

Donc 2x® - 8x% + 28x - 40 = (x - 2)(2x% - 4x + 20).
c) (E):[x-2)(2x2 - 4x +20) =0
ox-2=00u2x?-4x+20=0

Résolvons 2x? - 4x + 20 = 0.
A=(-4)2-4x2%x20=-144 <0

~(-4)-i144

xy=———=1-3iet
2x2

x2=M=1+3i
2x2

Donc lensemble de solutions de (E’) dans R est
S={2}.

Et lensemble de solutions de (E’) dans C est
S={2:1-3i;1+3i}

30

135. Binome de Newton
1. et 2. Voir cours page 20.

3. [x - 20) = 2(:]xk(_2i]4-k

k=0
= (= 21)* + dx(- 2)® + 6x%(- 2i)? + 4x3(- 2i) + x*
= x4 - 8ix® - 24x? + 32ix + 16
=x* +16 + i(-8x3 +32x)
4 x-2IfERe-8x+32x=0
S 8xx(-x+4)=0
<8x=00u-x2+4=0
ox=0o0ux?=4
Donc [x - 2i)* est réel lorsque x = 0, ou x = 2 ou

x=-2.

n

5. k_zf;[_“k @ = z@[—ﬂw-k =(=1+1)=0

k=0

136. Suites de nombres complexes
Az =iz-4=ix0-4

Doncz, = -4.
zz=iz1—4=i><[—4]—4
Doncz,=-4-4i
zy=iz,-b=ix(-4-4i) -4
Donc z, = - 4i.
2.a)la;=0eth,=0

b) z =iz -4

Donca ., +ib  =ila +ib) -4

a . +ib =ia -b -4
n+1 n+1 n n

Donca ,=-b -4 Etb ,=a.
c)
def f(n):
a=0
b=0
for i in range(1l,n+l):
c=a
a=-b-4
b=c

return([a,b])




Chapitre 1: Nombres complexes : point de vue algébrique et polynémes

B. 1. Pour toutn €N, .oz=1 :
, o . 2.fz=1+ie =T1+i

Uu,=z,-w=iz —b-[-2-2il=iz -2+2i z+1
Oru =z -w.Doncz =u +w,soitz =u -2-2i. sz-1=1+illz+1)
Doncum=i[un—2—2i]—2+2i=iun—2i—2i2—2+2i Sz-l=z+1+iz+i

=iun . . -2-i
2. Pour tout n € N, on considére la propriété ©lz=-2-1 Cﬂ:?
Pln) : «u =(2+2i) xi" ». (=2 = i)(=i)
Initialisation : pour n =0, u, =z, - w =2 + 2i et TETG
(2 +2i) x %= 2+ 2i. oz=-14+2i
Donc u, = (2 + 2] x °. Donc l'antécédentde 1 +iparfest-1+2i.

Donc la propriété est vraie pourn=0. 71
TR : 3flzl=z& =z&z-1=zz+1)
Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie z+1

et montrons que P(n + 1] est vraie.

Sz-1=2+z22=-1

u,, =ixu =ix(2+2i]xi"daprés lhypothese Donc S = {-i : i}
de récurrence '
= (2 +2i) x i

138. Conjugués

Donc P(n + 1) est vraie. Voir cours page 18.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour toutn €N, u, = (2 + 2i) xi".

3. Pourtoutn €N, u =z -w, Préparer le BAC Je me teste p. 37
doncz, =u,+w=u,-2-2i. 139.C 140.c 141.8
Doncz = (2 +2i)xi"-2-2i.

4.a)it=-1 142.D 143. AetC 144.C

50 = (j2)25 = (= 1) = -1

{100 = (1250 = (= 1)80 = 1 145.D 146.8 147. A

bl z, = (2 + 2i) x i - 2 - 2i
=(2+2i)x(-1)-2-2i

44 Préparer le BAC Je révise p. 38
Zye = (24 2] x 10 -2 - 2 148. Utiliser la forme algébrique
=(2+2i)x1-2-2i 1.Relz) =-5et Im(z) = 2
=0 2.x=0ety=1
137. Fonctions dans C 149. Calculer dans C
1_ﬂfm=%:%=g alz+2/=2+12i blz-2=6+2 c)zxz =-43+6i
+ 1 2 5
2 — _ 1 =
Donc l'image de 1 par fest 0. d)z*=-33+56i e zZ 29 29I
b]f(2i]=2‘__1=[2l_1_][1_2_|] f]£=g—%i
2i+1 (1+2)(1-2i) zZ 29 29
C2-42-1+20 3+4
7 - (2 5

Donc lUimage de 2i par f est g + gi.
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150. Utiliser le conjugué d’'un nombre complexe  b) 2x° - 2x? - 24x =0 & x(2x? - 2x - 24) =0

1.5,=-2-i ex=00u22-2x-24=0
7z 219
2.7=[z-Z+l A=196> 0donc x,= 2178 _ 3¢t
=z -z-i 4
__7 2+/196
x2=T=4'

Donc Z est un nombre imaginaire pur.
9 23, DoncS=1{-3;0;4}
3alz=—+—i
5 5 2.a) (-1)°-3(-1)2+25(-1) + 29 = 0.
Donc -1 est solution de l'équation.
b) x* - 3x? + 25x + 29 = [x + 1)(x? - 4x + 29)
C]S={—1 ;2—5i;2+5i}

b) z'+?=2Re[z]=§

247 = 2ilml) = 2

155. Suites de nombres complexes

151. Résoudre des équations dans C l.z,=2etz,=2+2i
1 7 7 1 2. Posonsz=a + ib avec a et b deux réels.
a)S= st bm:{‘g‘g'} zXZ =(a+ib)la - ib) = a* - (ib)* = a* + b?

Donc z X Z est un nombre réel.

c15={%—i} d]5={3‘i[:/%;3+z/ﬂ} 3.a]u0=2;u1=4etu2=8.

b) Pour tout nombre complexe z, zXZ est un
nombre réel.

els ={_i\/ﬂ;i\/ﬁ‘_\/ﬂ‘\/ﬁ} Donc z, X z, est un nombre réel.

Donc pourtoutn € N, u_ € R.

152. Utiliser le bindme de Newton ¢) Pour toutn €N,
1.2 + 3i)¢ = =119 - 120i U= 2,0 X 2= 141z, x (T+ilz,
o1 Logepe[ = (1+i)z, x (1-iZ; = 20,
Z'kz_:; k _Z; K~ (2+1)=3 Donc (u ) est une suite géométrique de raison 2.
0 d) Pour toutn € N, u = u,x2"=2x2"=2"",
3.(x+2)°= Zkam‘k [1 Uj e) 2> 1. Donc lim 2" =+, Donc limu, = +.
- k n—>+© n—+%
k=0 4. a)
Donc le coefficient de x7 est 2107[170} soit 960. u=2
n=0
while u<=1000 :
n=n+1
153. Factorisation de polynémes u=2%*u
alxt-1=[-1C+x2+x+1) print(n)

bl x*-8=x3-22=(x-2)(x*+ 2x + 4) .
b) Uentier est 9.

154. Equation de degré 3

1. a) 0 est une solution évidente. 156. Fonction et nombre complexe

1.a)f(3) = —% . Limage de 3 est —%.

b) f(i) = AT Limage de i est ANCH
5 5 5 5

32
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2.a)flz)=3&z=-5
L'antécédent de 3 est - 5.
blflz)=iez=1+3i
Lantécédent deiest 1+ 3i.
3.Mz)=-z=z=-4ouz=1
DoncS={-4; 1}

Exercices vers le supérieur

p. 38-39

157. Résolution d’équation
Réponse b.

Z_8=z<:>2—8=z[z—3]

z-3
&z22-4z+8=0
A=(-42-4x1x8=-16<0

4)-i16 e -4 +i16
2 2 '

Donc z, = )

Donc S ={2-2i;2+2i}.

158. Résolution d’équation de degré 3
1. P(2i) = (2i)° +( 2 - 2i)(2i)? + (4 - 4i)(2i) - 8i
=-8i+ (2 - 2i)(-4) + 8i - 8i% - 8i
=-8i-8+8i+8i+8-8i=0
Donc 2i est une solution de Plz) = 0.
2.(z-20)(z2+ 2z + &) =22 + 222 + bz - 2iz% - Liz - 8i
=22+ (2 - 2i)22+ (4 - 4i)z - 8i
Donc Plz) =z - 2i)(z2 + 2z + 4).
3.Pz=0=(z-2i)z2+2z+4)=0
&z-2i=00uz?+2z+44=0
A=22-4x1x4=-12<0
2-iWh2
2

=-1-iW3 et

2

Z

Doncs={2i;-1-iJ§;-1+iJ§}.

=%=_M@

159. Les entiers de Gauss

1. 2+3i est un entier de Gauss.
2.Soitz=a+ibavecaEeZetbe 7.
EtzZ=a"+ib’aveca’ €Zetb €7.

Alorsz+z =(a+a’) +ilb+b’).
Eta+a’€Zetb+b 7.
Donc z +Z’ est un entier de Gauss.
3.zxz =a+iblla +ib’)
=aa’ - bb’ +ilab’ +a’ b)

Oraa’-bb’eZetab’+a’'be”.
Donc z x z’ est un entier de Gauss.

1 2-3i 2-3i 2 3.

43 233 Z-@GF 13 13

Or 1 et 2 + 3i sont des entiers de Gauss.

Mais n’est pas un entier de Gauss.

2+ 3

Donc le quotient de deux entiers de Gauss n’est
pas un entier de Gauss.

160. Forme algébrique d’'un nombre complexe

1.z, =-4a’+ 4ai + ai - i - (1 + 4ai + (2ai)?)
=-4a’+5ai+1-1-4ai + 43?

Donc z, = ai.

_(2+2al(1+1) 2+ 2i + 2ai + 2ai?

BT

_2+2i+2ai-2a

B 2

. Z,

=1-a+ill+a)

161. Equation bi-carrée

1. Posons Z =22

L'équation (E) devient 22-7-2=0.
2.A=(-12-4x1x(-2]=9>0

1+\/§
2

Donc les solutions de Z2-7Z-2=0sont -1 et 2.
3.0rZ=z2.Doncz?2=20uz?=-1.Donclensemble de

solutions de l'équation (E] est S = {—\/E;\/E sl i}.

=2.

Z1=_T=—1et22=

162. Calculer avec les nombres complexes (1)
1.d) z* = 81 2.¢c)

163. Calculer avec ls nombres complexes (2)

1. Réponse a.
T+j+/2=0.Doncjx(1++/4=0.Soitj+,2+°=0.
Donc (j+/2+ /°)*=0.
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2. Réponse a.
H 1] = H H 12
(z, +iz)(1 +i) =z, + iz, + iz, + iz,
=Z1 _ZZ+ |Z1 + |Z2
Posonsz, =a, +ib, etz,=a, +ib,.
[z1 + iZZ]“ +1i)

=a, +ib, - [a2 + ibz] + i[a1 + ib1] + i[a2 + ib2]

Rellz, +izJ(1 +i)l=a,-a,- b, - b,
F\’e[[zW + iz2][1 +i)) = Re[z1 —22] - |m[z1 +22]
3. Réponse d.

A<O0s[1-pP-4x2px2p<0
S 1-2p+p*-16p*<0
o -15p2-2p+1<0

A=(-27-4x(-15)x 1 =64

C2-e4 1 2464 1

Toxl1s) 5P T ot T

DoncS= —00;—1 U l;+ .
3] |5

164. Sommes et produits de complexes
1sin= 4k, aveck €N

isin=4k+1 aveckeN
-1sin=4k +2, aveck €N
-isin=4k +3,avec keN

P P2

1.i" =

(Voir exercice 93)

2. a) Pour tout k € N,

i4k+i4k+1+i4k+2+i4k+3=’|+i_’|_izo.

Donc :

e sin=4k, k€N, alors
T+i+..+i"=1;

e sin=4k+ 1, kEN, alors
T+i+..+"=1+1i;

e sin=4k+2, k€N, alors

T+i+..+i"=1+i-1=1;
e sin=4k+3, k€N, alors

T+i+...+i"=1+i-1-i=0.

34

b) Pour tout k € N
i8kxi8k+1Xi8k+2xn_xi8k+7
=1xix[-1)x[-i)x1Txix[-1)x[-i)
=1

Donc :

e sin=8k, k€N, alors
ITXix..xi"=1;

e sin=8k+1,keN,alors
Txix..xi"=1xi=1i;

e sin=8k+2 keEN, alors
Ixix.xi"=1xixiZ=-i;

e sin=8k+3,kEe N, alors
ITXix..xi"=1TxixiZxit=-1;
e sin=8k+4, k€N, alors
ITXixX..xi"=Txix.xi*=-1;
e sin=8k+5 keN, alors
IXiX. . Xi"=1X..X®=-1i;

e sin=8k+6,ke N, alors
ITXix..xi"=1x...xi¢=1i;

e sin=8k+7 keEN, alors
Ixix..xi"=1x..xi"=1.

165. Equation avec des complexes
1. Posons z = @ + ib, avec g et b deux réels.
z2+2z2+1=0
S la+ib)2+2(@a-ib)+1=0
& a?+2iab-b*+2a-2ib+1=0
a’-b?+2a+1=0
IS
2ab-2b=0
a’-b?+2a+1=0
bl2a-2)=0
a?+2a+1=0 4L-b2=0
& ou
b=0

@+12=0 b?=4
= ou
b=0 a=1

=-1 b= -20ub=2
& ou
b=0 a=1

DoncdansC, S={-1;1-2i;1+2i}.

a=1
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166. Nombre imaginaire pur et nombre réel
Réponse a.
Il faut quez +i=0. Doncz = -i, soit z #1i

, , 2z 2z
7EReZ=6——=—
Z4i z-i

e 27(z =) =22z +1) & -2i7 = 2iz

sS-z=zsze iR

167. Résolution d’équation de degré 3
1.A=(-4)2-4x1x4a%=16(1 - a7
Ora>1,donc1-a2<0,doncA<O0.

Donc (E) admet deux racines complexes conju-
guées.

2.z1=4_i7 “1:[82_1]=2—2i\/az—1
=4+i\/16[a2—1l =2+2i\/71

Zy=— a’ -
3.2 -4 +4az =0zl - bz + 4a?) = 0

&z=00uz2-4z+43°=0

Donc5={0;2—2i\[a2 -1;2+2i/a’ —1}.

168. Equation et trigonométrie
1.A= 0o (2cos(8))2-4=0

& 4lcos(0))2-4=0

& (cos(0))2 =1

& cos(0) =-1ou cos(0) =1
carcos(0) € [-1;1]

<0=ntoub=0.

Donc l'équation admet une solution réelle si® =0
ou6=m.

2.51020et0=m,
On a A = 4(cos(0))? - 4 = 4((cos(0))2 - 1).

Donc H =24/1-(cos(6))2 = 2sin(6).

= 2cos(6) ; i2sin(6)  cos(6) - isin(6)
, = 2cos(6) + i2sin(6) ; i2sin(e) = cos(8) +isin(6)

S ={cos(0) - isin(B) ; cos(B) + isin(0]}.

169. Racines carrées d’'un nombre complexe
1.a)5 b)i c) 2i
2. (a+ib)2=5+12i<a%+2iab-b*=5+12i

2
6
22 _p2=5 82_[_j =5
=9 = a

2ab=12
p=2
a
a*-532-36=0
e
p=2
a

Posons A = a% La premieére équation devient
A?2-5A-36=0.

A =(-5)2 - 4x1 x (-36) = 169
5-4/169 54169
2 2

Ora ER, et A=3% Donca=-3o0ua=3.
Doncz=-3-2iouz=3+2i.

A =-4 etA, =9.

170. Equation du second degré a coefficients
complexes

1. [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée sur les éditions sui-
vantes : «az’ + bz +c=alz + d)* + e ».

Pour tout z € C,

b ¢
azz+bz+c=a[22+—z+—

=alz+d)?+e
_R2
Avecd=£ete=w.
2a La
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2.a) 222+ (2 + 6i)z-2+3i 172. Calcul de sommes

Posons flx) = (x + 1)". f est dérivable sur R.

=2 ZZ+[1+3i]Z—1+§i n n
L 2 D’une part, f(x] = Z M ks = 2 Mk
k

i 2 2 k=0 k=0 k
|f,, 143 [1+3i] L3 " ol
- - Ty Donc f(x) = kx*-'. Donc F'(N=%k| " |.
Uz ) lz) 2@ 2

) ’ ’ — n-1 ’ - n-1
143 _1+6i—9_1+§i D’autre part, f” (x) = nlx + 1)". Donc f'(1) = n x 2"

b 2 Donc Zk[n]=nx2”‘1.
k=0 k

+1+3i +8—6i—4+6i ’
2 4 173. Equation de degré 3
- On considére l'équation az® + bz? + cz+ d = 0 avec a,
1+ 3i 2 [ 1+3i]z b, c, d des réels tels que a # 0.
+11=2/z+ +2

Si z, est solution de 'équation, alors z, est aussi
L solution de l'équation.

=2/ z+

=2(|z+

1+3 pair de solutions complexes distinctes non réelles.

Donc elle ne peut pas admettre exactement trois
solutions complexes distinctes non réelles.

2 Donc une équation de degré 3 admet un nombre
b) 222+[2+6i]z—2+3i=04:>2[2+ j 2=0

2
1+3i
|2t =-1 , . .
2 174. Résolution par radicaux de U'équation
de degré 3
' -iou

Sz+ a a
1.0n poseX=x+§. Doncx=X—§.

1+3i .
+ =1

z L'équation (E] devient donc

2 3
ox -3 ZiaxE i yax2ax 2L
171. Formules de Viéte pour un polyndome 7
de degré 3 X -2 o0
1.et2. 3
Plz)=a,(z-r)lz-r)lz-r) . et 2a a, o,
En développant et en identifiant les coefficients, < X°+X ?'?J'b +E['a +3a?-9b)+c=0
on obtient que -a,r,r,r, = a,. Doncr,r,r, = & 2) 3
8, S X3+ X b-—|+—[2a2-9b)+c =0
) 3) 27
Et-a,lr, +r,+r)=a,Doncr+r,+r,=--=2
a, oX+pX+g=0

a? a
Avecp=b-—etqg=—[2a%-9b)+c.
3 27
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point de vue algébrique et polyndmes

2.0nposeX=u+v.
uw+vi=—gq

Si
uxv=-L

XrpX+Vg=(u+vP+plu+Vvl+g

=¥+ 3uv+3uv+ V¥ +plu+vl+g

= 3u?v + 3uv? + plu +v)
=3uvlu + v] + plu + V)

3(—§j[u +v)+plu+v)

=0

Donc X est solution de (E).

w+vi=-q u+vi=-gq
b) & ’
uxv=-L wxvp=|-L£
3 3
w+vi=-gq
< u3><v3=—p—3
27

Onpose U=ulet V=18

On obtient donc le systéeme suivant :

U+V=-q
3
Uxv=-L
27
U+V=-g V=-q-U
c IR 3
UxV=-L"""1Ux(-q-)=-L
27 27
V=-qg-U
=3 p°
U2+qU-—=0
27
p3
Résolvons U? + qU - == = 0.
27
3 2 3
Aegraax P 2T
27 27
On suppose A > 0.
Donc U, = 9 ;\/Z et U, = —q+2\/Z

OrV=-qg-U.
On obtient donc deux couples solutions :

s ool 00

2

dlorX=u+v=3U+v.

Donc une solution de (E’) est :

ool ool

2 2

175. Electronique
11 1 _R+ilw

—_— =t — =
Z, ilo R iRLw
iRlo iR

R+ilw R

Donc Z, =

Travaux pratiques p. 40-41

TP1. Utilisation d’un logiciel de calcul
formel
e Durée estimée : 40 min

e Objectif : Utiliser un logiciel de calcul formel
pour faire des calculs algébriques, résoudre des
équations et factoriser avec les nombres com-
plexes

A. Calculs algébriques dans C
1. Sur ordinateur.

2.a)Relz] =5etIm(z) =3

b) Sur ordinateur.
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3.a) (5+3i)(2+i) =7+ 11i
543 _13 1

2+i 5 5

b) Sur ordinateur.
4.a) (5+3i)2=16 + 30i
b) Sur ordinateur.
5.a)5+3i=5-3

b) Sur ordinateur.

B. Résolution d’équations

1.a) S={3 -3i} b)S={1+i}
2. Sur ordinateur.
3.a)DansR,S=0.

Dans C,S= {—1 - iJE =1+ |\/§}
b) Dans R,S={—2— 2 ;-2+J§}_
Dans C,S={—2— 2 ;—2+J§}.
C. Factorisations et équations
1.2l Pl =z + 8022 - 2+ 2 +1

b) Résolvons z2+z + 1 =0.
A=12-4x1x1=-3<0

S1-i3 143
etz, = .
2 2 :
Donc les solutions de P(z) =0 dans R sontS =4-8; —¢.

c) Dans C,S:{_g;%;-1—l\/§;—1+lx/§}.

Donc z, =

2 2

2.alz2-1=z-Nz+MN2-z+1)22+z+1)
Résolvons z2-z+ 1 =0.
A=[-12-4x1x1=-3<0
1-iW3 1413

etz, = .
2 2

Donc les solutions de z¢ = 1 = 0 dans R sont
S={1;-1}L

¢) Dans C,

Donc z, =

S=4-1:1.—

1-iw/3 143 1-i3 1+i3|
2 ' .

2 2

38

TP2. Algorithmes et équation du second
degré
e Durée estimée : 20 min

¢ Objectif : Comprendre et modifier un algo-
rithme, afin de déterminer les racines d'un poly-
nome de degré 2.

1.

From math import*
def f(a,b,c):
d=b**2 - 4*a*c
if d<0:
print (" pas de racine réelle")
else :
if d==0:
x=-b/(2*a)
print (" La racine est ", x)
else :
x1= (-b-sqrt(d))/(2*a)
x2 = (-b+sqrt(d))/(2*a)
print (" Les deux racines sont ", x1,x2)

2. a) Pas de racine réelle.

b) La racine est - 1.

c) Les racines sont -2 et 1.

3. On retrouve les mémes résultats par le calcul.
4,

From math import*
def f(a,b,c):
d=Db**2 - 4*a*c
if d<0:
x1= (-b-1j*sqrt(-d))/(2*a)
x2= (-b+1j*sqrt(-£(d))/(2*a)
print (" Les deux racines complexes sont ",x1,x2)

else :
if d==0:
x=-b/(2*a)
print (" La racine est ", x)
else :

x1= (-b-sqrt(d))/(2*a)
x2 = (-b+sqrt(d))/(2*a)

print (" Les deux racines sont ",6x1,x2)

5. a) Les deux racines complexes sont 1 - 3j et
1+ 3j(soit 1-3iet1+3i.

b) La racine est - 1.
c) Les racines sont -2 et 1.
On retrouve les mémes résultats par le calcul.

TP3. Suites croisées de nombres complexes

e Durée estimée : 20 min

e Objectif : Etudier une suite croisée de nombres
complexes a laide d’un tableur.

Tou=uy+iv,=1+2i+i(2+i)=4i
v,=Vy+iug=2+i+i(1+2i)=2i
2.a]a0=1 ;b0=2;C0=2;d0=1.



Chapitre 1: Nombres complexes : point de vue algébrique et polynémes

blu  =u +iv=a +ib +ilc +id)=a -d +ilb +c]) Dans D2, on rentre 2 ; dans E2, on rentre 1.
Donca, ,=a -d d) Dans B3, on rentre =B2-E2.

bn+1 = bn +C, Dans C3, on rentre =C2+D2.

v.,=v +iu =c +id +ila +ib)=c -b +ild +a) Dans D3, on rentre =D2-C2.

Donc C,.i=C,~ b,7 Dans E3, on rentre =E2+B2.

d,=d +a e) Sur tableur.

3. a) et b) Sur tableur. flu,=-32+64i

c) Dans B2, on rentre 1 ; dans C2, on rentre 2. Vip = - 64 +32i
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(o3 VN4 Nombres complexes : point de vue
géomeétrique et applications Manuel p. 42-75

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Ce chapitre est le second chapitre sur les nombres complexes. Aprés avoir abordé le point de vue
algébrique dans le chapitre 1, nous allons voir le point de vue géométrique dans le chapitre 2.

Nous étudierons dans un premier temps la représentation graphique d'un nombre complexe et la notion
d’affixe.

Dans un deuxiéme temps, nous étudierons le module et l'argument d’'un nombre complexe. Puis nous
verrons différentes formes d'un nombre complexe, qui compléteront la forme algébrique vue dans le
chapitre 1 : forme trigonométrique et forme exponentielle. Les formules d’addition et de duplication
sont ensuite abordées.

Enfin, nous verrons quelques applications : formules d’Euler et de Moivre, racines de l'unité et études
de configurations géométriques.

Objectifs

- Déterminer une affixe et représenter un nombre complexe par un point.

= Déterminer le module et les arguments d’'un nombre complexe et passer de la forme algébrique
a la forme trigonométrique ou exponentielle et inversement.

=> Utiliser les formules d’addition et de duplication.

- Effectuer des calculs sur des nombres complexes en choisissant une forme adaptée.
= Utiliser les formules d’Euler et de Moivre.

= Utiliser les racines de l'unité.

=> Utiliser les nombres complexes pour étudier des configurations du plan.

1. Corrigés 2. Utiliser le cercle trignonomeétrique
2n| Ay
Pour prendre un bon départ p. 43 3/»-”’ N
0,5 2 g
1. Lire des coordonnées T =3 OSN d
1.A=2;3) et B(1; -1). N o5
N4
—(3 -
2 AB[ ]
-4

3. Le symétrique de A par rapport a l'axe des abs-

; ; 3. Calculer des coordonnées
cisses a pour coordonnées (-2 ; -3).

. . o et des normes
4. Le symétrique de A par rapport a lorigine a

pour coordonnées (2 ; -3). 1. E[-1-5] donc E[-éj_

2. [1ABII= -6 + -1 =37
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3. Soit | le milieu de [AB].

I[5+ il ; 3+2], donc I{Z ; §J
2 2 2

4. Résoudre des équations
trigonométriques

a) Dans [0 ; 2nl, S={E;5—n}.
3 3

b) Dans [0; 2x[, S = 4 5w )
3 3

5. Calculer avec des complexes

alz,+z,=8-i
b) z, xz,=(5-2i)(3 + i) = 15 + bi - 6i - 2i
=17 -i
C]i=5_2i=[5_2i][3_i]
z, 3+i  (3+i)(3-1)
=15—5i—6i+2i2=E_ﬂi
32 -2 10 10
d)z;=5+2i

6. Calculer avec la fonction exponentielle

e’xe?t e e
al =—=—=1
e e e

[eZ.r]Z X ¥ elox X ¥ e3x s )
= = —— =@ = @4

eX ex ex

Activités p. 44-45

1 Représenter graphiquement un nombre
complexe

b)

e Durée estimée : 20 min

¢ Objectif : Découvrir la représentation gra-
phigue d'un nombre complexe et la notion d’affixe
d’'un point.

1.
Point Affixe
0 0
u 1+0i="1
v O+1i=i

42

Point Affixe
A 1-2i
B 2 + 3i
C -3+0i=-3

2.a) M appartient a l'axe des abscisses si et seule-
ment si son ordonnée est égale a 0, c'est-a-dire si
et seulement si son affixe est un nombre réel.

b) M appartient a l'axe des ordonnées si et seule-
ment si son abscisse est égale a 0, c’est-a-dire si
et seulement si son affixe est un nombre imagi-
naire pur.

3. a) Les coordonnées sont (-2, -4).

4. Soit F le milieu de [DE].

F[E ;'22+ 8} donc Fl4 ; 3).

2
Donc F a pour affixe z. = 4 + 3i.
5. Soit | le milieu de [AB].

| XptXg Vot s _
2 2

. Xyt Xg +
Donc | a pour affixe z, = =4 B yjx 28t e

2
6.a) P a pour affixe z=4 + 2i.
blz=4-2et-z=-4-2i.
c)etd) P2[4 ;i —2) et P3[—4 ; —2), donc
v p
2+ +
‘|..
| | | | | X
—'4—3—2—110 12 3 4
P N P
+’ -2 +?

P et P, sont symétriques par rapport a l'axe des
abscisses.

P et P, sont symétriques par rapport a l'origine.

2 Repérer un point par un angle
et une distance
e Durée estimée : 20 min

e Objectif : Découvrir la notion de module et
d’argument.
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1.a)

b) Réel appartenant a [0 ; 2n[ associé a M’ : 7—n

Réel appartenant a ]I-n ; «] associé a M’ : —%.

15w
c)—
A
T

d) —Z+k><2n aveck € Z.

2. a) Cercle de centre O et de rayon 2 :

<

2
14

—2-'1? 1 2 3

=2

b) Demi-droite représentée ci-dessous, privée du
point O :

c)

d)

(D
7
/ )

3.a) OM = /x? + 3?

b) Soit M’ lintersection de la demi-droite [OM) et
de l'axe des abscisses.

D'apres le théoreme de Thales, oM = cos[O]. Donc
1 coslo) x
-= .Doncx=rxcosl(6).
-
De méme. oM’ _ sm[el. Donc 1 sm[el_
y r Yy

Donc y = rx sin(6).
Laffixe du point M est z, = x + iy.
Donc z,, = rx cos(6) +ix rxsin(6)

3 Découvrir la forme exponentielle
d’un nombre complexe
e Durée estimée : 20 min

¢ Objectif : Découvrir la forme exponentielle d'un
nombre complexe et ses propriétés.

1.fl0)=e’=1.
flx +y) = ew=exe=flx) x fly)
2.9(0) = cos(0) +isin(0) =1+ix0=1.

glx + y) = coslx + y) + isinlx + y) = coslx) cos(y)
- sinlx) sinly) + i(sin(x] cos(y) + coslx] sin(y))

Et glx) x gly) = (cos(x) + isin(x))(cos(y) + isin(y))

coslx] cosly] + icoslx) sinly) + isinlx] cos(y)
i2sin(x) sin(y)

+

cos(x) cosly) - sinlx) sinly) + ilsinlx) cos(y)
+ coslx] sin(y])

Donc glx +y) = glx) x gly).
3.e"=cos(m) +isin(n) =-1+ix0=-1

d | .. [® . .
e2=cos|— |+isin|—=|=0+ix1=i
2 2
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4. Pour tout réel x,
e | = \/[Cos[x]]2 +(sin(x])” =1

= x[2n]
5. Pour tout réel x,

argle®)

gl-x) = cos(-x] + isin(-x] = coslx) - isin(x] = g[_X]
6. glx) x gl-x) = glx + (-x]) = ¢(0)

Donc glx) x gl-x) = 1.

Donc gl-x) =

g[x]
7. Pour tout n € N, on considére la propriété
P(n) : « (glx))"= glnx) »

Initialisation : pour n =0, (g(x))° =1

Et gl0xx] =g(0) = 1.

Donc (g(x))° = g(0x).

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie
et montrons que P(n + 1) est vraie.

On a (gl))™' = (glx))" x glx)
Uhypothése de récurrence

=glln + 1)x]

= glnx) x glx) d'apres

= glnx + x)
Donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
(glx))"= glnx).

8.er = e—i"

e—ix -
eix

[eix]n= ginx

4 Utiliser les nombres complexes
en géométrie

e Durée estimée : 30 min

¢ Obijectif : Faire le lien entre argument et angle
et découvrir comment utiliser les nombres com-
plexes pour étudier des configurations géomé-
triques.

A. Arguments et angles

1.(G. AB)= (G, OP)[2n]

—_—

Or AB a pour affixe zy -z, et OP = AB.

Donc P a pour affixe z; - z,.

Donc (i, OP) = arglzg - z,)[2x].

Donc (U, AB) = arglz, - z,)[2x].

44

2. (AB.CD)=(AB, &)+ (G, CD)[2nl
- (G, AB)+ (G CD)[2n]
= -arglz, - z,) + arg(z, - z)[2n]

= arg(zD — ZC][ZR]
Zg T Zp

3. Donc [E,E] arg[ j[Zn]
Zg = 2Zp

4.1AB . CD)= arg[ j[Zn] [@][m]
Zg T Zp

i-(1+1)

- arg(2i)[2n] = g[Zn]

B. Configurations du plan

—_—

1. a) A,B,C sont alignés si et seulement si AB et

—

AC sont colinéaires.
b) ABC est un triangle rectangle en A si et seule-

ment si AB et AC sont orthogonaux.
c) (AB] et (CD) sont paralléles si et seulement si

—_ —

AB et CD sont colinéaires.
d) (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seule-

_— —

ment si AB et CD sont orthogonaux.
2. a) A,B,C sont alignés si et seulement si

[E E]=O[2n]ou(£ E]= n[27] soit

[AB AC] O[r]. Donc arg[ } Olr].
Zg — Zy

b) ABC est un triangle rectangle en A si et seule-

ment si (AB, AC) = g[Zn] ou (AB, AC) = —§[2n] soit

[A_B’ , KE] = g[n]. Donc arg[ﬂj = g[n].

Zg ~ Zp

c) (AB] et (CD) sont paralléles si et seulement si
(AB, CD) = 0[x], soit arg[ﬂj = Olr].

Zg ~ Zp
d) (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seule-

ment si [AB,CD]=£[n],soitarg Z—J Trn.
2 Zg — 2,

3. (AB,CD)= arg[ ][zn]
Zg = Zp
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or 2% .

Zg T Zp

3+3i-(-1+i) 4+2i 22+i
3+2i-(1+i) 2+i 2 +i

2

Donc (AB, CD) = arg(2)[2r] = 0[2r]
Donc (AB] et (CD) sont paralléles.

A vous de jouer p. 47-59

11.2,=0;z,="Tetz, =i
2.

Y

N

\

2. Soit M un point d'affixe z=a + ib avec a et b deux
réels.

allmlzl=-2eb=-2.

Il faut tracer la droite d'équation y = - 2.

bl Imlz)=2xRelz) + 1 & b=2a+1.

Il faut tracer la droite d’équation y = 2x + 1.

Y
3
=1‘C+1
2
1
X
-3 -2 -y0 2
1
n y=-2
3

3. Notons z, l'affixe de C.

B est le milieu de [AC] & AB=BC

<:>ZB—Z =Z.—Z

A= %c T %
Sz.=2z,-2,
<:>ZC=2[2—4i]—[1 +1i)
&z, =3-9i

Donc pour que B soit le milieu de [AC] il faut que
laffixe de C soit 3 - 9i.

4. AC=3AB <:>ZC—ZA=3X[ZB—ZA]
&z,=3z,- 2z,
<:>ZC=3[3+7i] -2(-2+5i)
&z, =13+ 11

Donc pour AC=3AB il faut que l'affixe de C soit
13+ 11i.

5.a) |z |=[3F + 92 =90
b) Iz, 1= \l-4F + 22 =20

6. allz,| = 13 + 2il x |5 - 4il = /3 +22 x\[5? + [-4F

=533

13421 Y+ 13
15-4il 52+ (cap a1

7.2l 0A =z, | =4[22 + 5 =429
b)OB=|z, | =17 +22 =5

8.a) |zl =18 & 0OM =18.

L'ensemble cherché est le cercle de centre O et de
rayon 18.

bllz+2-il=b41z-(-2+ill=4

Soit A le point daffixe =2 + 1.
z+2-il=4AM=4

Lensemble cherché est le cercle de centre A et de
rayon 4.

b)Iz-3-il=1z+5-2il o |z-(3+ill=1z- (-5 +2i]|
Soit B le point d’affixe 3 + i et C le point d’affixe
-5+ 2i.

lz-3-il=|z+5-2il BM=CM
Lensemble cherché est la médiatrice de [BCI.

9.allzl= [\/5]2 +(-12=2
cos(0) =

On cherche un réel 0 tel que

=y

sin(0) = -

N —= N

Donc arglz,) = -g[Zn].

b Iz, 1=/3 +3 =18
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On cherche un réel 6 tel que :

cos(0) = 3
\/E cos(0) =

soit

3
ﬁ sin(0) =

Donc arg(z,) =§[2n].

sin(0) =

S| S

c) z, est un réel strictement négatif.
Donc arglz,) = -nl2x].

10.a)z =5 x[cos[E] + isin[EJ]
4 4

ol
(1)

Donc z, = -24/3 - 2i.

11.arg[z]=—g[2n]c>[ﬁ,OM]=—§[2n]

Donc lensemble des points M tels que
arg[z]=—g[2n] est une demi-droite d’origine
0, privée de O et de vecteur directeur w tel que

@, W =-Z[2nl.
2

12. arglz) = O[n] = (U, OM) = 0lx]

Donc lensemble des points M tels que arglz) = 0[x]
est l'axe des abscisses privé du point O.

13, %, T _5%

6 4 12

46

cos T =2cos? T -1.
4 8

Donc ZCOS{g] =1+ ﬁ

2

Donc cosz[gJ = 2+ \/5

Or cos[z] > 0.
8

o H \/z+ﬁ 22
8

De plus sin? Tlicos?| T =1,
8 8

Donc sin? T =1— —\/_
8 4

Or sin| —|>0.

Doncsm[] \/ \/7 \/2
8 4
15,12, = (12 + (3) =2

cos(0) =

On cherche un réel 6 tel que

sin(0) =

M‘ﬁly\)|_‘

Donc arg(z,) = 2?%[27:]-
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Iz 1=\JE+7 =42

cos(6) =
On cherche un réel 6 tel que
sin(0) =

Donc arglz,) = %[27:].

il

Donc arg[ } = arg(z)—argl(z,)[2r]

Z
arg Cig 5—n[Zn].
z,) 12

16.1z1= /5] + (=57 = /50 =5¢2

On cherche un réel 6 tel que :

COS[G] = i COS[G] = ﬁ
5\/5 soit f/*

. -5 . 2
[e]=_ e = —_-
Sin 5\/5 5|n[ ] 5

Doncarglz) = —%[ZTE].
Or arg(z°®) = 500 x arg(z)[2x]
Donc arg(z%®°) = 500 x [—%][275]

arg(z®®) = - 125x[2n] = - 1247 - n[2n]
=-62x 2r - n[2x]
Donc arg(z®) = -n[2n]

17.a)z, =3¢ 3

2in i

2
b)z, =€ [3e_'5] —e3x9xe 3 =% 3
18. D'apres la formule d'Euler,

sin(0) = l_(eie - e ).
2i

SRS

3
Donc sin?(6) = (%[eie - e"e]J

= 8i'[[ei9]0[_e—ie]3 + 3[ei9]1[_e—ie ]2 + 3[eie ]2[_e—i9]1
i3
+(e®)3(-e10)0)

= _l[_e—iZ}G + 3ei(-) X e—iZe _ 3e\'29 X e—ie + e\'39]
8i

- _i.[_e-ise +3e0 _ 3ei® 4 oi30)

8i
T 1 . , , ‘
= —— X _.[e|36 _ e—|36 _ 3[e|9 _ e—lO]]
4 2
_ _1 ei39 _ e—139 _ 3ei9 _ e—ie
4 2i 2i

- —%[sin[39] _ 3sin(g)) = =30 + 3sin(0)

nn

19.a)z = \/E X 2% e{Z'E]_ Donc z, = 2\/5;%.

b)z, = % X e['Z'[‘E]]' Donc z, = 2€'s.

20 20
20.:7 = [\/Eein = (\/5]20 X [eiZ] —102 x e

=1 024 x e’ =1 024 x (cos(5n) + isin(bn)) =
1024 x(-1+ix0)

Donc z?° = -1 024.

Zm  Aim
21. [U3={1;e3 ;eB}.

5.
B
el A5 o

D o1

a

o

2in

P=3xles -1=3x
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2 Aimo i 8im
22.[U5= 1:e5 :e5 ;e5 :e5 ¢,

Tous les cotés du pentagone régulier ont la méme
longueur. Soit¢ la longueur d'un de ses cotés.

2in

l=les -1

()43

Donc € = 1,176.

23. [E,Eharg u][2%]
B~ ZaA

Z

b+ bi-(1-2)
= B — 2
ek Py ][ g

=arg 3+ 6i][211]

1+2i

=ar 3+ 6il1 - 21 6_”[1 — 2_”][27t]
(1+2i)(1- 2i)

- (2i)?
= arg(3)[2r] = 0[2x]

_—  —

Donc AB et AC sont colinéaires.

i o
=arg 3-6i+6i-12° iHél 12 ][27’5]

Donc A,B et C sont alignés.

24. [J, %] = arg(zC % ][2n]= arg[wj[h]
Zy — Zg 1-2i-2

=arg _? ! 2,|][2n]

-1-2i

(-4 +2i)(-1+2i)
—arg| — 2 Ao
o [—1—2i][—1+2i]][ o

4 - 8i-2i+ 4i2
=arg —[_1]2 iy ][211:]

= arg(-2i)[2n] = —g[Zn]

Donc BA et BC sont orthogonaux.
Donc (AB) et (BC] sont perpendicuaires.
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Z=J5(1

25. Déterminons la forme algébrique de zz,.

2%z, = B+ 30243+ 21) = 643 - 6 +i(6v/3 + 6]

Déterminons la forme exponentielle de z,z,.
2= /32 +32 =3\2

cos(B) =

QI

3

3[

Donc 6= %[Zn] .Doncz, = 3267,

On cherche 6 tel que
sin(0) =

T

De méme, on montre que z, = 4e’.
9.
Donc z,z, =3V2 x 4 x e\ -12\/_e12

Donc 12 2cos[ ] 6\/7 6

oA

_ (6 +2i)(4 + 2i) _ 24 +12i+ 8i+ 42 _
(4= 24+ 20) Q-

Donclzl=417 +1 =\/§

Fiﬁj

z=x/§ cos r +isin T
4 4
DOﬂCZ=\/§eiz
T 2021 20211
Donc z2%' = [\/Ee'zj - [\/512021 xe &

[252x8+5)n
- [\/E]z 02w 4

—[x/—]2021><e[ 2n+_J—(\/7]2°21xe[ ]

= [\/512021 X [cos[S—nj + isin[S—nj]
4 4
- [\/512021 [ \/_ _ |£J
- _[\/5]2020 _ | [\/512020 - _21 010 _i X 21 010
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27.1. ABC semble rectangle et isocele en B.
zo-z5  4+2i-(2-1) 243

zy—zg —1+i-(2-i) -3+2i
_[2+3)-3-2)
(-3+2)-3-2)

[B_A' , &5] = arg(ﬁJ[Zn] = —g[Zn]

Zp~ 28

4|ZC ~%81-1, donc |z, = 2] = Iz, - 2], soit BC = BA.
Zp T 28

Donc ABC est rectangle et isocéle en B.

Et

2. ABCD est un parallélogramme < AB=DC
S22, =2, -2,z =2~ 2yt Z, &z = 1+4i
Donc l'affixe de D est z; = -1 + 4i.

3. ABCD est un parallélogramme. Et ABC est un
triangle rectangle et isocéle en B.

Donc ABCD est un carré.

28. 1. (AB, CD)= arg(ZD - ZC][zn].
Zg T Zp
Zp ~ Z¢

Or =

Zg T Zp

6+ 3i-(3+4i _ 3-i
2+i-5 -3 +i

=1

(AB, CD] = arg(-1[2n] = [2~]
Donc (AB] et (CD) sont paralléles.
2. Soit | le milieu de [AC], et z son affixe.

Zl:zA;zc =5+:;+4'=4+2i

3. (Bl , BD)= arg[ﬁjmn].

2~z
Zy — Zg _6+3i—[2+i] _4+2i_

or 2f Arom et ArS
z-zg L+2-(2+i)  2+i

(Bl, BD) = arg(2)[2xr] = 0[2x]
Donc B, | et D sont alignés.

Exercices apprendre a démontrer p. 60

Pour s’entrainer
Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) :

«z,=hX (\/E]” ».
Initialisation : pour n = 0, z, = 4 et 4x (20" = 4,
doncz, =4 X [\/E]O.

Donc la propriété est vraie au rang n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons P(n) vraie et
montrons que P(n + 1) est vraie.

Onaz, =‘[1+i]><zn

Doncz,, =11+ilxlz, | =T + 7 x| 4x ()|
= 2><4><[\/§]”=4><[\/§]”+1

Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, donc

z, =4 X [\/E]” .
Exercices calculs et automatismes p. 61

29. Calcul avec les complexes
1.d) 2.¢)

30. Lecture graphique d’affixe

ZA=1+2i;ZB=—2+i;zC=2—i;zD=—2i;zE=3.

31. Lecture graphique d’un module
et d’'un argument

Point Module Un argument
T
A 2 .,
B 2 0
3n
C \/g —T
D 2 2n
3
E 3 -z
2
F 1 T
b
G 2 -
6
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32. Module et argument -
1.¢) 2.b) Donc 6= 3 vérifie les deux équations.

33. Propriété des arguments Donc z =2e% .

1.¢c) 2.3 .
3.d) 4. b) 3. Zelz = Z[COS(%] + isin[%}}

34. Argument \/E \/E .
+ = \/E +iV2
a) Fausse. arg(z) = n[2n] 2 2
b) Vraie.
37. Forme exponentielle

c) Fausse. arg(z) = ~Iom)
4 a) Fausse. b) Vraie.

35. Forme trigonométrique . . —
a) Forme trigonomeétrique. Exercices d'application p. 62-64

|z,| =5 etarg(z,]) = g[zn]_ Déterminer et utiliser une affixe

) o 38.1.ZA='|+3i;zB=3+2i;zC=—2;zD=—3i
b) Pas forme trigonométrique. _ )
c) Forme trigonométrique. 2. 2555 =211 25 =2-3

|zl = 1 etarglz,) =L 12n. 39.
5 v
d) Pas forme trigonométrique. 4+C
e) Pas forme trigonométrique. 3T
f) Pas forme trigonométrique. 27
1+
, . E | v X
36. Passer d’une forme a une autre 3 _+2 i ? i
Llzl=y3p + 7 =2 A
cos(6) = ﬁ 40.
On cherche un réel 0 tel que 12 ¥
Sin[9]=§ +D 1+ +A
v
T .. , . ; I I | X
Donc 0 =— vérifie les deux équations. 2 1 ol i1 2
6 B c

LAk
Donc z =2[cos(zj+|sm[zj]. ol 4F

2.1z]= P+ (37 =2.

Cos[9]=% 41z =z, -z, =[2-i)-(1-3]

On cherche un réel 0 tel que Donc z— =1+2i.
q _ [9]_\/5 z=1+2i | |
sin Y z2=2-2,=3-(1-3i]=2+3i

z— =z, —z5=3-(2-i)=1+i

BC
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42.2 =z, -z, =(1+1)-[3-\2)
Donc z,- :—2+i[1+\/§].

ZE=ZC—ZA=é—[3—i\/E]
Donc ZE=_3+i[l+‘/EJ'
2

i . 1.
Z§=ZC—ZB=E—“+I]=—1——I

43. a) On trace la droite d’équation x = - 1.
b) On trace la droite d’équation y = 0.

c) On trace la droite d’équation x = y + 1, soit
y=x-1.

Relz) = -1

[Im(z)]=0 x

44. z o2 =z, -z, =-3-2i
z=25-2,=5+2-(1-3)
Donc z; = 4 +5i.

Z - EZ

oA~ “ce
Donc OABC n’est pas un parallélogramme.

45. 1. Notons z, l'affixe de D.

ABCD est un parallélogramme < AB=DC

S IE T TR TATER TS

ozy=z -zp+z, & zp=[-2-i)-(2-3i) + (1 +1)
&z, =-3+3i

Donc pour que ABCD soit un parallélogramme, il
faut que laffixe de D soit égale a -3 + 3i.

2. Soit E le centre du parallélogramme. E est le
milieu de [AC].

otz _T+iv(-2-0) 1

Donc z = = .
2 2 2

Donc l'affixe de E est —1.

3.

46. 1. Soit | le milieu de [AB].

L+i+6-2i 1.
= =5-—i.
2 2 2
2. Soit D le symétrique de A par rapport a C.

Z) + 2
7 =22"%8

AC=CD oz, -z, =z, A
©z,=2(-3-i)-(4+i) =z, =-10-3i
Donc D a pour affixe - 10 - 3i.

-~z &z,=22,-z2

3. Soit E l'image de A par la translation de vecteur

BC.

AE=BC oz -z =2z .
©z,=-3-i-(6-20+b+iez =-5+2i

Donc E a pour affixe -5 + 2i.

—ZBC}ZE=Z _ZB+ZA

47.1.GA+GB+GC=0
DOﬂCZa +2ﬁ+z&=0.

Donca-g+b-g+c-g=0.

Donc g=%[a+b+c].

2.g=%[2+3i+5+4i+3+5i]=%+4i
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y
5 +C
4 +° M
3 Ha
21

<l

48. 7 =2 -2, =(1-1)-(3+2i)
Donc z5 =-2-3i.

—zo=-i-(2+2i)

ZEB =2Zp

Donc z =-2-3i.
2. Z5 = 25 Donc AB=CD.

Donc ABDC est un parallélogramme.

2 2 2 2
zJ=ZB+ZC =1—i+2+2i=§+1i
2 2 2 2

4.z =z .Doncl=J.

ABDC a ses diagonales qui se coupent en leur
milieu. Donc ABDC est un parallélogramme.

49. 1.E=2£ <:>ZD—ZA=2[ZB—ZA]
&z =2z,-z,
&z, =2(-1+i) - (-2 +3i)
Sz, =-i

Donc D a pour affixe -i.

2.AE+BE=CE &z -z, +z.~z,=2, -z,
<:>ZE=ZB+ZA—ZC
©z=-T+i+(-2+3i)-(5-9i
&z.=-8+13i

Donc E a pour affixe -8 + 13i.

Déterminer et utiliser le module
d’'un nombre complexe

50.a) 2, |= /32 + (<27 =413

52

bllz, = (W2l + 2 =3

2
1 13 13
= — 32= _
ozl /[ZJ +(3) Pl
dllz, |- 02+[§J >
7) 7

51 allz | = 13+l x 17 - 2il
= 32+ 7 x |72 + (2P =4/530
6
l6l =3\E

b]|22|=_
52.1.AB = |z, - z,| = 12 + 3i- (5 + 4ill

M+il 4+
S =3l =\fc3P + -1 =410

53.1. AB = lz,- 2, = 1-2i - (31}l = -3 -
S T
AC=lz -z, =12+2i-(3-ill = |-1+3il

= e ez = o

BC = |z, -zl = 12 + 2i - (- 2i)| = 12 + 4il
=422 + 42 =\/5
2. AB =AC et AB? + AC? = BC2.
Donc ABC est un triangle rectangle et isocéle en A.

54.1. 1zl =4 = 0M=4

Donc U'ensemble cherché est le cercle de centre O
et de rayon 4.

2. Soit A le point d’affixe 3.

z-3l=2eAM=2

Donc lensemble cherché est le cercle de centre A
et de rayon 2.



Chapitre 2: Nombres complexes : point de vue géométrique et applications

-'11017 2 3 4 6

55.1.1z-2+il=3 & |z-(2 -]l =3. Soit A le point
d’affixe 2 - 1.

z-2+il=3<AM=3

Donc l'ensemble recherché est le cercle de centre
A et de rayon 3.

2. z+1-il=-2

Un module est toujours positif ou nul.

Donc Uensemble recherché est l'ensemble vide.
3. Soit B le point d’affixe 2 et C le point d’affixe 8.
z-2|=1z-8/ < BM=CM

Donc l'ensemble recherché est la médiatrice du
segment [BCI.

4.1z-2+3il=1z+4-2il & |z-(2-3i)l = |z- (- 4 + 2i]
Soit D le point d’affixe 2 - 3i et E le point d’affixe
-4+ 2i.

|z-2+3il=lz+4-2il DM =EM
Donc lensemble recherché est la médiatrice du
segment [DEL.

Déterminer et utiliser un argument
et une forme trigonomeétrique

56. a) arglz,) = 0[2x] b) arglz,) = g[Zn]

o Iz 0= =42

cos(0) = -

-

On cherche un réel 6 tel que 1

2

sin(0) =

0= 37“ vérifie les deux équations.

Donc arglz;) = 3TTE[Zn].

d) 1z, 1=y W3R+7 =2,

cos(0) = V3
2

On cherche un réel tel que
. 1
sin(0)=—
2

6 =% vérifie les deux équations.

Donc arglz,) = %[Zn].

57.a) |z, 1= W28 + (W6} = /8 = 212.

Donc on cherche un réel 8 tel que :

cos(0) = ﬁ cos(0) =
202 )

\/Z soit

sin(0) = — sin(0) =
202

N | —
NSy

0= g vérifie les deux équations.

Donc arg[z1]=g[2n].
b) Iz,1= P+ (3R =2.

Donc on cherche un réel 8 tel que

cos(0) =

sin(0) =

0= % vérifie les deux équations.

Donc argl(z,) = g[Zn].

58.1.1z]= /-2 + 7 =12

cos(B) =

On cherche un réel 0 tel que
sin(0) =

0= 3% vérifie les deux équations.

Donc arg(z) = 3775[215].

-

1

V2

1
2
3

2
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I 60.a)z,=2(0+ix1)=2i
2. argl-z) = arglz) + =[2x] = 7[2n] \/, \/,
blzzzg[-iﬂx_:*}_énxﬁ
2 2 2 2

arg(z) = ~arg(z)[2n] = -%"[zn]
1 3
clz,=4 [E_IX 2]: —|><2[

59. a) |z,| = 7 et arglz,) = 0[2x].
al Iz, e argz1. . n 1L_£_ixl}:_£_-xl

Donc z, = 7 x [cos(0) + isin(0)). dlz,=-
2| 2 2

b) Iz,| = 4 etarglz,) = g[Zn].

S o= e

T T 4w 2%
ozl =3P+ 7 =2. PR

cos[9]=—3 Donc zz =2 X| cos n +isin n
On cherche un réel 0 tel que 2 ° 3 3]
sin(6) = T mw 2n 4
—t+—+—=—
- 6 2 3 3
0 = — vérifie les deux équations.
b 4mt 4n
Donc z, =2 x| cos| — | +isin
3 3

Donc arg(z,) =§[2n].

Donc z —ZX[COS n]+|5| [ED 62.z, = 8><[cos[— +|5|n[nD
3 5 L
dlz,|= 2+ _ o1 zB=\/§>< cos }Hsm[——]]
‘ 2 4

On cherche un réel 0 tel que :
d Ze = JE X cos{ BZ]Hsm[——D

?—I

?—l

cos(6) =

zD=\/§>< cos

cos(0) =
soit
sin(0) =

N |§N|§I

sin(6) = 63. a) arg(z) = g[Zn] o, oM = g[Zn]

Donc lensemble cherché est une demi-droite
d’'origine O, privée de O et de vecteur directeur w

Sl= = & o

0="1 vérifie les deux équations. -
4 tel que (U, w) = 5[27c] i

Donc arglz,) = T 2nl. .
4 b) arg(z) = -n[2n] < (U, OM) = -r[2x]

Donc z =i>< cos n +isin U Soit Al-1 ; 0). Lensemble cherché est la demi-
i \/E 4 41 droite [OA), privée du point O.
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64. a) Demi-droite représentée ci-dessous, pri- - - .
vée du point O. b) sin[x+§] = sin[x]cos(gj+cos[x]sin[§J

Y

= 1sin[x]+—3cos[x]
2 2

—:3 -2 —:1 O u 1 2
il 67. 1. cos?(x) + sin?(x) = 1

2
Donc cos?(x)=1-sin?(x)=1- 1 =§.
3 9

b) Réunion des deux demi-droites représentées
ci-dessous, privées du point O. -
y Or x€ {0 ; E} , donc cos(x) = 0.

8 22
Donc cos(x)=,/— =—=.
9 3

v
x e 7
R E R T 2. cos(2x]) =1-2sin?(x] .
1+
sin(2x) = 2sin(x]cos(x) = %
Déterminer les formules d'addition Utiliser les propriétés des arguments
et de duplication - 3
r on 7 68. 1. arglz,) = -=[2x] etarglz,) = -—[2x]
65.1. 2+ 6 4
4 3 12 1Mn

2. arg(z, x z,) = arglz,) + arg(z,)[2n] = —E[Zn]

arg[ﬁj =arg(z,) - arglz,)[2n] = Z—Z[ZW]

A
=cos| = |cos| = | - sin| = |sin| = 5
4 3 4 3 arg[zf]=5arg[z1][2n]=—?[2n]

’ 69. 1. 1z1= 42 + [-4y/3F =8

sin[7—n] = sin[E+E] On cherche un réel 0 tel que :
4 3

| T ). (n C05[9]=g cos[@]:%
=S'”[Z cos[g}cos[zjsm[g] )i coit P

sin(0) = -—— sin() = -—
8 2

Donc arglz) = —2[275].

66. a) cos[x - %J = cos[x]cos[%] + sin[x]sin[%] 2. argE] = -arg(z)[2n] = g[Zn]

s

= ~—coslx)+ —2$in[x]
2 2
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arg(z') = 1 000 x arglz)[2x] = - 030075 (2]
= M[Zn] =-166x2m - 4—n[2n]
3 3
4Tt

Donc arg(z'%] = -

—[2x].
3

70. 1. Posons z = —2\/5 -2
|z| = 4.
On cherche un réel 6 tel que :

-3

soit

V3

cos(8) = cos(0)=-—
2

Sin[9]=—z sin[e]:—1
4 2

Donc arg[z]=—5?n[2n].
2. arg(z®) = 3 x arg(z)[2n] = 3 x[—%J[Zn]

T oml= - 2n]
2 2

Donc z® est un nombre imaginaire pur.

Donc [—2\/5 - 2if° est imaginaire pur.

Déterminer et utiliser la forme
exponentielle

71.a) 2 =3¢+
b) z, =5x 4 x ei[ﬁ] _20e”

oz = % X ei[?nj = %efi_

el

=2+ix 23

bl -, - 3(@{‘8 ' S[%j]

a2, 32
2 2

56

c) z, = 2(cos(2n) + isin(2m)) = 2

dz, = \/E[cos[n] +isin(n)) = —\/E

5m .

73. zA=3ei5;zB=2eT;zC:\/§e 4,

74.

D x

ot

3

6
T b1
75. z6 = (Aelzj =htxet =4096e2

Donc z¢ =4 096 x [cos[?’?ﬂ:] + isin[%t]].

26 = -4 096i

2019
n i201‘?1[
76. 2209 =|5e3 | =501 x e s

Donc 22 %19 = 52 019 ¢ gié73n = 52 019 5 il336x2msn)
= 52019 y gin = _ 52019

Donc 229 est réel.

2 2
77. cos?(0)sin?(6) =[1[ei9 + e—ie]] [l[eie _ e—ie]]
2 2i
= _i[eZiG + zeieefie + efZiO][eZie — 2ei9e7i9 + efZiG]

- _%[eme +2+ e—2i6][e2i9 _ 2 + e—ZiB]

= —iéle“ie - 2e%0 +1+2e%0 - 4+ 20720 +1- 20720 + g40)

= _i[eme +e 40 _9)= —i[2cos[46] -2)= 1
16 16

- cos|46)
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Utiliser les racines de l'unité

78.1.U,=<1;e3;e3 ;-1;e3 ;e3

AY
c B
0,5
D) A x
-\ -05 0| 0,5
8,5
E—= F

2. P=6xle3 -1

P=6x

[5][5]1

V3

l+i——'|

P=6x

79.1. [LJm:{e%;ke{Oﬂ;...;‘?}}

2
e -1

2. P=10x

[gj[€]1
ool )

P=6,18

P=10x

2

Utiliser les arguments en géométrie
zo-zy _-1-3i-(9+2]) _-10-5i

80. 1. = -
zg-z, 3-i-(9+2) -6-3i
_ [—10—5i](—6+3i]_§
(-6-3i)-6+3) 45
Donck=§.
3

2. arglk) = 0[2x]
Zc T Za

3. (AB, AC) = arg( —][275].

Zg — Zy

Donc (AB, AC) = 0[2x].
Donc A, B et C sont alignés.

81.1-ZC—ZA=—5—i—[—3+2i]=—2—3i
Zg = Zy 0-(-3+2i) 3-2i
(-2-30)3+2) -13i
C(3-2083+2) 13
Donc k = -i.

2. arglk) = -g[Zn]

3. [E, E] = arg[zC — ZA][Zn]

Zg T Zp
B T
Donc (AB, AC) = —E[Zn].

Donc (ABJ et (AC) sont perpendiculaires.

82. [BA,BC)= arg[ﬁJ[Zn] .
]
P P | R
fn—zy -3-2-(-i] ~h-i
Donc 2= %8 _ -2+ 8.|][—4 +.|] _-34i _oi
zy—z5 (=4-ill-4+i) 17

Or

Donc [5, Iij =arg(-2il[2n]. = —%[211]

Donc ABC est rectangle en B.

83. [ﬁ , E] = arg[ﬂj[an

Zp~ 28

zo—zg _—1+4i-(2+i) -3+3i

Or = = .
zy—zg 1-2i-12+i) -1-3i
Donc Zo = Zp _ [—3+3.i][—'|+3.i] _ -6-12i _ -3- 6i.
zy —zg  [=1-3i)-1+3i) 10 5
-

n’est pas un nombre imaginaire pur.
Zp ~ Zg

Donc arg(ﬂ] # Xl
Zy—z5) 2

Donc ABC n’est pas rectangle en B.
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84. [E, 5] arg( ][ZE]
Zg T Zp

—1+—| (-2 +1) 1+§i
2 2

Or = = -
zg -z, 1-i-(3+2i T 2-3

1430|2430 13
-z _\ 2 __2__!

Donc

Donc [E. al=arg(—%][2n].

= ni[2n]
Donc (AB] et (CD) sont paralléles.

85. [ﬁ,aj] arg[ j[Zn]
Zg — Z,

-z 3-02+2) 1-2
Zg -z, 2+i-[4+2) -2-i
zp -z, (1-2i)(-2+i) 65i

Donc = =—=
zg -z, [(-2-i)-2+i) 5

Or

Donc [E, CG] = arglil[2r]

=T 2n]
2

Donc (AB) et (CD] sont perpendiculaires.

Zp = Zp _ 2+i-1  1+i
Zo = Zy 3—|—2| 3-3i
z5—zg  (1+i)3+3) 6 —1i

Donc = - —=—=—,
zo -z, (3-3i3+3) 18 3

Donc arg[ﬁj=z[2n] .
Zo—2zy) 2

2.0r (AC,BD)= arg[ J[Zn]
Zc T Zp

86.1.

=Llon]
2

Donc (AC) et (BD) sont perpendiculaires.
ABCD est un parallélogramme, qui a ses diago-

nales perpendiculaires.
Donc ABCD est un losange.

58

za-z, (-2-3i-2+3) 13 2

87. [E ,ﬁ] arg[ ][2n]
= 2Zx

op B2 3-i-l1+5) _2-6
Zo -z, -2+4i-(145) -3-i
Bz 2-6)-3+i) 20

zo-z, [-3-i=3+0) 10

Donc

Donc (AB, AD) = arg(2ili2x]
= Z(2n]
2

Donc (AB] et (AD) sont perpendiculaires.
Or ABCD est un parallélogramme.
Donc ABCD est un rectangle.

Exercices d'entrainement p. 65-67

Différentes formes d'un nombre complexe

88.a) [1+2i|= [P +22 =5
cos(®) = —
(

On cherche un réel 6 E{O ; g} tel que
sin(0) =

Al

Donc un argument de 1 + 2i est environ 1,11.
b [-2+il= /=27 + 7 =5

cos(8) =

On cherche un réel 6 E{g ; n} tel que
sin(B) =

S 5

Donc un argument de -2 + i est environ 2,68.

C) 14— 3il=f42 + (3] =

n cos(0)=—
On cherche un réel 6 El—a ; U:I tel que

sin(@) = -=

Donc un argument de 4 - 3i est environ -0,64.

d) 1-3-il= 37 + (12 =410
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On cherche un réeleel—n ; —g} tel que :

cos(0) = —

Jio

sin(e]='—1

V1o

Donc un argument de -3 - i est environ -2,82.

89. Posons z=a + ib avec a et b deux réels.
|z]=+/a? + b2

—z=-a-ib

Donc|-z|= \/[—8]2 +[(-h)2 = \/a2 + b2
Z=a-ib.

Donclz|= \/a2 +(-b)2 = \/a2 +b2.
Doncl-zI=1Z1=1zl.

90. Posons z=a + ib avec a et b deux réels.

IRelz)l=lal=a7.
Or a? < a% + b? donc J;s,/az +b? car la fonc-

tion racine carrée est strictement croissante sur
[0 H +00[.

Donc |Relz)| < 4/a? + b2, soit |Relz)| < |z|
lim(z)l =11 = b2
Or b? < g% + b? donc \/b_2s1/a2 +b? car la fonc-

tion racine carrée est strictement croissante sur
[0; +oo[.

Donc lImlz)| < y/a? + b?, soit |Im(z)] < IzI.

91. [3-3il= /3 + (-3F = 18.

On cherche un réel 6 tel que :

3
COS[Q] = ﬁ COS[G] - ﬁ

; 2
soit
sin(6) = S sin[6]=—£

V18 2

Donc arg(z) = —g[Zn]

Donc arg(z") = —n%[Zn]

(3 - 3il" est réel < argl(3 - 3i)") = 0[x]
= —n% =km, k€ Z

on=-b4k,ke”Z
< n estun multiple de 4

On cherche un réel 0 tel que :

Ve

cos(6) = -2 ﬁ

cosl(0) =
soit

sin(@) = -

N[—= N

Donc arg(z) = —%[Zn]

1271 = P + (=12 =+2.

1
cos(0)=—+
N
sin() = -

On cherche un réel 0 tel que

-

Donc arg(z’) = —%[ZTE].

Donc i/ =£=1.
Z| 2
Donc arg(iJ =arg(z) - arg(z’)[2n] = X [2m).
z 12
, 2 Vo2 _(6-i2)+i
Tz 21-) 20-i)1+1)
_Jo+ie-i2-7y2
2(? - 7)
ez oes oo
onc— = +i :
z’ 4 4

3.0na£=1>< cos I +isin I .
z 12 12

59



Livre du professeur - Maths Terminale expertes

n]ﬁ/gﬁ/g etsin[£J=\/g_\/E.
12

Donc cos| —
[12 4 4

93. 1. 121 =7 + (17 = 2.

arglz) = - Z[2nl.
4 .TC
Donc z = \/E xe &,

2.20 = (2 x e

Si n est entier naturel non nul multiple de 4, alors
il existe k € N" tel que n = 4k.

Donc z" = [\/E]“‘ x e G2 g2k s o7 2 ek grikn,

Or e est égal soit a 1 soit a -1 selon la valeur
de k.

Et pour tout n € N, 2% est un entier pair.
Donc z" est un entier pair.

94, 1. |ZA|= [\/5]2 +(_’|]2 =92

arg[zA]:—g[ZTt]

T
_im
Donc z, =2e «.

2. |z;1=2 et arg[z;]=%.
3.allZl =Irl x|zl =1 x |z] = |zl

arglz’) = arglr) + arg(z)[2x]

= g +arglz)[2n]

b) Soit M le point d’affixe z et M’ le point d’affixe z'.
M’ est l'image de M par la rotation de centre O et

d'angle g Pour construire le point M :
on trace le cercle de centre O et de rayon OM ;

on trace la médiatrice du segment [OM].

Le point M” est a lintersection du cercle et de la
médiatrice.
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95. Proposition 1 : fausse
z-i=zilz+1Nez-iziz+iezx(1-i=2i
2i 2i(1+1)
z=——
(1=001+i)

z==1+i

|<1+il= AP + 7 =42

. 3m
arg(-1+il=—
J 4

3
Donc l'équation a pour solution \/Ee 4.

Proposition 2 : fausse
1+e%=1+(cos(2x] +isin(2x])
=1+ (2cos?x) -1 + i2sin(x)cosl(x))
= 2cos(x)(cos(x) + isin(x))
= 2cos(x]e™
Donc 1 + e%* = 2cos(x)e™.

Nombres complexes et trigonométrie

96. D’'apres la formule de Moivre,

cos(3x) + isin(3x) = (cos(x) + isin(x])?

=cos®(x) +3cos(x]lisin(x))? + 3cos?(x](isin(x)) + (isin(x))®
Donc :

cos(3x) = cos?(x) - 3cos(x)sin?(x)
sin(3x) = 3cos?(x]sin(x] - sin®(x)

97. 1. (a + b)* = a* + 4ab + 6a2b? + Lab® + b*

. cos*(x) = [1(@9 " e_'e]J
2

= i[eil.e + Aei3ee—i6 +6e\'ZSe—126 +4eiee—i39 +e—i49]
1

N

- i[eme +e7i49 + 4[ei26 +e426]+6]

cos(40) + 4cos(20) + 3
8

98.1. 'I+i=\/5e€ et 1—i=\/§e_i§
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2.5 = [ﬁeﬂn +[ 2e_%]”

- Wb x (ein% + em%]
= [\/E]” X ZCOS{n%J
= 2[\/El”cos[n%]

Il faut étudier le signe de cos{n%}
-Sin=8k, ke Z, alors

cos(n%} = cos(2kn) = 1.

Donc S, = 202 (cos(0) + isin(0)),
-Sin=8k+1,ke Z, alors

T T T \/E
cos|n—|=cos|2kmt+—|=cos| — |=—.
4 4 4 2

Donc §, = [\/E]”“[cos[O] +isin(0)) .
-Sin=8k+2, ke Z, alors

T 2n T
cos|n— |=cos| 2km + — | =cos| —
4 4 2

0.

DoncS =0etiln’ya pas de forme trigonométrique.

-Sin=8k+3, k€ Z,alors

o 3n \/E
cos|n—|=cos| 2km + — |= ——.
4 4

2

Donc S, = [\/E]””[cos[n] +isin(m)).
-Sin=8k+4, ke Z, alors

cos| nZ | = cos 2kn+4_7t =cos(n) = -1.
4 4

Donc §, = 2[x/§]”[cos[n] +isin(m)).
-Sin=8k+5, ke Z, alors

T 5r \/5
cos| n—|=cos| 2km + — |= ——-
4 4

2

Donc S, = [\/5]”er (coslrm) +isin(m)).
-Sin=8k+6, k€ Z, alors

T 6T 3n
cos| n— |=cos| 2km + — |=cos| —
4 4 2

0.

Donc S =0 etil n'y a pas de forme trigonomé-

trique.
-Sin=8k+7, ke Z,alors

T Vi1 \/5
cos|n—|=cos| 2km + — |= —-
4 4

2
Donc S, = (W21 (cos(0) + isin(0))

3. Proposition 1 : vraie. Voir question 2.

S, = Z[ﬁl”cos[ngj

Proposition 2 : vraie. Pour tout entier n tel que

n=8k+2oun=8k+6,aveck€ Z,ona$ =0.

5
2n
99. 1. a] ®° = [el?] = gi2n

Donc ®° = cos(2n) + isin(2w) = 1.
bl -1=(w-1)o'+0’+0+n+1)
cdo’-1=0
Donc (o - 1){o* + 0* + 0 + 0w + 1) = 0.
Orow=1,donco-1=0.
Donco*+*+w*+w+1=0.
SoitT+w+w?+ +w =0.
2.1+0+ 0+ 0+ o

Zr hmo ém 8n
=1+e5 +e5 +eb5 +eb

2m iAn 4m 2n

e aid
=1+e5 +e5 +e 5 +e 5

2n _2n jhro_dn
=1+|e5 +e 5 |+|e5 +e 5
=1+2cos Z—TE +2C0s 4_15
5 5
3. cos 4_1r =C0S 2><2—n
5 5
Donc cos A—E =2c05s? 2—“ -1
5 5
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4,a)0nal+o+0’+0+n=0, donc

1+ 2cos 2_11: + 2| 2cos? 2_n -1{=0
5 5
4cos? 2—“ +2cos 2_7r -1=0.
5 5

Donc cos[%t] est solution de U'équation

L+ 2x-1=0.
b)A=22-4x4x(-1)=20

-2-V20_-1-45 _
8

t

Donc x, =

4
. _-2+\/%_-1+\E
? 8 4
Or cos 2_15 > 0. Donc cos 2_n =_1+\/g.
5 5 4

Nombres complexes et géométrie

v~ 2o

3+i
oF 2" %0 _ 3 )  3+i

-2 -3-i -9-3i
-z B+i=9+31  -30 1

100. 1. (OM, ON) = arg[ZN - ZOJ[zn]

Donc = -—.

s—z £9-3)9+3] 90 3

Donc [ﬁ , &i] = arg[ J[2n] = n[2n].

A
3

Donc les points O,M et N sont alignés.

2. MNQP est un parallélogramme < MN =PQ

<:>ZN—ZM=ZG—ZP<:>ZQ=ZN—ZM+ZP

P L BT T IO F
3 3

Donc pour que MNQP soit un parallélogramme,

l'affixe du point Q doit étre égale a 4 + gi.

101.1. AB=lz -z, =2+ Li-3
2 2
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Donc AB=—1+zi =
2 2

De méme, AC=|ZC—2A|=‘____i

Et BC = |z, -z, = -3 - 4il = 5.
On a AB = AC et AB? + AC% = BC2.
Donc ABC est rectangle et isocéle en A.

_ BBtz 3.

2.z =T+ =i
2
3. ABDC est un parallélogramme < AB=CD

<:>ZB—ZA=ZD—ZC<:>ZD=ZB—ZA+ZC

Donc pour que ABDC soit un parallélogramme,

Uaffixe du point D doit étre égale a -1 + 3i.

102.2,-2,=1+2-8+i)=-2+i
Zo=zy=2+4i—(4+3i) = -2+

2y =2, =2, ~ Z, donc AB =DC.

Donc ABCD est un parallélogramme.

AB=lzy -z =yl-2P + ¥ =5
BC = Iz, — 2l = 11+ 2il =P +22 =5
AB = BC, donc ABCD est un losange.
AC=lz, -z, =1-1+3il=+10

BD = |z, - z,| = 13+l = /10
AC = BD, donc ABCD est un rectangle
Donc ABCD est un carré.

103.1. A= (-6)>-4x 1 xc=36-4c
Donc A = 4(9 - ¢).

Orc > 9,donc A <0.

Les deux solutions complexes sont :

=—[—6]—i><2\/—4[9—c] =3—i\/:et

Zp

Zg

) —[—6]+i><2\/— 409 - ¢) =3+i\/:.

2. a] Zy =EA' D‘OL\J |ZB |=|EA|=|ZA I
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Donc OB = OA. Donc OAB est isocéle en O.
b) OAB est rectangle < AB? = 0A? + OB?
< AB?=20B? |zB —zA|2 =2X |ZB|2

& 2ifc-9P =2xB+iyJc -9
& (2yc -9 =2x (3 + [{Jc - 9P)

©hlc-9=2x(9+c-9) e bc-36=2cc=18
Donc OAB est rectangle si et seulement sic = 18.

2

z -1

104.1. —=3oz-i=3(z-(2-1)
z-(2-1i
&z-1=3z-6+3i
& 2z=6-4i
&z=3-2i
Donc S ={3 - 2i}.
2.0naz,=3-2i
ZM—_I.=3, donc arg ZMi_l = 0[2r].
zy - (2-1) zy - (2-1)

Donc (BM, AM) = 0[2x].
Donc A,B et M sont alignés.
3. Soit M le point d’affixe Zys

solution de Z—_I =AavecA €ER.

z—(2-i

Alors arg[z“"—[;i_]J =0[x].
zy-(2-i

Donc (BM, AM) = 0[x]. Donc A,B et M sont alignés.

105.1. WT : ;V; = XX + ),

2. W]et WjSOﬂt orthogonaux
<=>W1~W—'2=0 S x5, +y,,=0
Or 2,2, = [x; + iy, = iy,

=X, X4y, Y,y X, ).
2z, €EIReSxx, +yy,=0

Donc w;, et w, sont orthogonaux si et seulement si
z,z, est un nombre imaginaire pur.

106. Démontrons ce résultat par récurrence.

Pour tout n € N, on considéere la propriété
Pln) : «lz | = 4 ».

Initialisation : pourn =0, Iz,| = l4il = 4.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie
et montrons que P(n + 1)est vraie.

2 412

V2

T+i T+i
z

2l W2

Uhypothése de récurrence.
=4

Donc P(n + 1) est vraie.

= = x|z | = x 4 d'apres

|Zn+1 I

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pour toutn €N, Iz, = 4.

Donc OM, = 4 et tous les points M appartiennent
au cercle de centre O et de rayon 4.

107.a) [i;-1;-i; 1]
b) —l+i£,—l_i£;1]

2 2 2 2
cli;0;1]

13 1 s 1 B\
d) —+I—;——+|_;_1;___|_;__|_;,|
108.1.a) [ = -+ =

zy  =1+i
, —1-i -1
- __ 1L
1+)(=1-1) (-2 2 2
b) Zé=‘—n=—1><2e7i5=e"‘x2e7i5
1.5
2
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2.a]z’=—1=—i_=—‘l><l><e*i9
z re® r

o o1
Donc z=e™ x — x e = —gilm-0),
r r
b) Vrai : soit M un point, distinct de O, appartenant
au disque de centre O et de rayon 1, sans apparte-
nir au cercle de centre O et de rayon 1.

Alors 0 < OM < 1.
1

4
Oro< |zl < 1.

|z’ =

1 . .
Donc— >1car lafonction inverse est strictement
z

croissante sur ]0 ; +oo,

Donc |z’ > 1, soit OM’ > 1.

Donc M’ est a U'extérieur de ce disque.

3. a) Une équation cartésienne du cercle T est :

x-xJ)2+y-pJ2=r2

el (]

Doncx?+x+)?=0.

AL R
z  x+iy  [x+ipllx-iy)

Doncz'=-—> 4i—2
x2+y2 x2+y2

c) Soit M un point, distinct de O, du cercle T.

Notons z son affixe et posons z = x + iy avec x et
vy deux réels. Alors x2 + x +y? = 0.

Doncx?+y?=-x=0.

X

On a doncRelz’)=- =1

x2 +y2
Donc l'image M” du point M par la fonction fappar-
tient a la droite d’équationx = 1.

109. 1. Pour toutn € N,
1 1

. o 1 a1
Un+1=2n+1—|=—Zn+—|—|=—Zn——|=—[Zn—|]=—Un.
3 3 3 3 3 3

2. Pour tout n € N, on consideére la propriété

P(n) :«u, = [lj (1=1) ».
3

Initialisation : pour n =0,

64

0
. . 1 : .
u0=zo—|=1—|et(§J (1-i)=1-i.

Donc u, = [%] (1-1).

Donc la propriété est vraie au rang n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons P(n) vraie et
montrons que P(n+1) est vraie.

n n+1
Onau =—u =1[1] (1-1) = @ (-1
37733 3

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie,

doncu, = {1] (1-1).
3

3.a) Pourtoutn €N,

=@nm-n -y xn_”{gx&_

b) [ERRATUM] la premiére édition du manuel

contient une erreur corrigée sur les éditions sui-
limlz, -il=0

1>+

Un

vantes : « Démontrer que

2, ~il = lu | = @JE

n— +%

Or —1<%<1, donc lim [l] =0

Donc lim |z, -il=0.

n—+%

clz -il=CA.
Donc lorsque n tend vers +e, le point A tend vers
le point C.

4.a) Pour toutn €N, u, =[%] (1-1)

Donc arg(u ) = arg(1 - i][2n] = - %[275].

b) B, a pour affixe u,.

Orarglu,)=- T 12ml.
4

Donc tous les points B, sont alignés sur la droite
d’équationy = - x.
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c) Pourtoutne€N,u =z -i.

DOHCZn=Un+i=[1J [14]“:[1] +i 1_[1] )
3 3 3

Posons x = Re(z ) ety = Im(z ).

Onaalorsx= 1 ety=1—l .
3 3

Doncy=1-x.
Donc tous les points A appartiennent a la droite
d'équationy=-x+1.

110.1.10A|=12e% | =|2| x |e% | =2

3n 3n
|0Bl=12e |=]2|x|e™% |=2
OA = OB donc OAB est isocele en O.

De plus (OA,0B] = arg[z—BJ[Zn]
Zp
\37[ |3t w
orZe_2e (3. o2
Z, iz

Donc (OA , OB) = g[Zn].

Donc OAB est rectangle en O.
2. A=(6P - bx1x2=-2<0

Jo -2 Ve rif2
2

5 etz, =

Soit M, le point d’affixe z, et M, le point d'affixe z,.

Donc z, =

Soit C le milieu de [AB]. Le cercle circonscrit au

triangle OAB est le cercle de centre C et de rayon CO.
T 3n
\Z |7

ZC:zA+zB=2e +2e

2 2

T .. (T 3| .. [3=®
Zg =COS| — |+isin| — |+ cos| — | +isin| —
4 4 4 4

Donc z; =i 2etOC=|zCI=\/§.

V-2 . p V6 3\2
2

T3
=e4 +p 4

2

Orlz -z |=

2

5

DoncCM, = \/Z = \/E

M, n'appartient pas au cercle circonscrit au

triangle OAB.

2 2 2

Etlz, -

DoncCM, = \/E

M, appartient au cercle circonscrit au triangle
OAB.

Ensembles de points

111. a) 122 il =1 %

1.
z-—i| =
2 ‘

Soit A le point d'affixe %i.

122 -l = 1 <:>AM=%
Donc Uensemble cherché est le cercle de centre A
1
et de rayon —.
yens
b) |i - 2z| = -1

Un module est toujours positif ou nul.
Donc lensemble cherché est l'ensemble vide.

s 2l etz -2

lz+2]
Soit B le point d’affixe -1 et C le point d’affixe -2.
|z +1]

|z +2]

Donc lensemble cherché est la médiatrice de
[BCI.

d) Soit D le point d’affixe 2i et E le point d'af-
fixel - 2i.

1< BM=CM

arg[ 22 j=§[n] @[ﬁ,ﬁhg[n]

z=-1+2i
Donc lensemble cherché est le cercle de diamétre
[DE], privé des points D et E.
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112. z=be|zlf=bes |zl =2car |zl =0

Yy
’I..
Ly | X

113. Proposition 1 : vraie. Soit Ali) et B(-1).

|z-il =1z + 1] & AM = BM. Donc M appartient a la
médiatrice de [AB], et cette droite a pour équation
y=-x

Proposition 2 : fausse. Soit A(6) et B(-5i).

|z - 6] = |z + 5i]l & AM = BM. Donc M appartient a
la médiatrice de [AB]. Cet ensemble est une droite
et non un cercle.

Proposition 3 : vraie. Soit z un nombre complexe
différent de 2.

liz |

lz-2]

iz | lilxlzl

IZl=1e -
|z -2]

=l

|2-2|
ozl =1z - 2|
Soit C(2) et M[z). |Z] =1 & OM = CM.

Lensemble des points M est donc la médiatrice de
[OC] et cette droite passe par le point A1 ; 0], qui
est le milieu de [OC].

114.1.z-z-1=9 z-i7=9

& lz-il=3carlz-il=0
Donc lensemble des points M d’affixe z est le
cercle de centre C[i) et de rayon 3.

2.z-ilz=-=lz-iz+il=2Z +iz-iZ - 2
=lzP +ilz-z)+1=[zI2 + i(2ilm(z])]) + 1
=z|2 = 2Im(z) + 1

3.0zI2-2Im(z) =8 = Iz|2- 2Imlz) + 1 =9

o z-ilz-1=9
Donc d’apres la question 1 :
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115. a) flz) e R < arglz?) = 0[n] ou z2 =0

& 2arglz) = 0[] ouz =0 < arglz) = O{g} ouz=0

Y

N
|
T

’|-
1 1 {}’ 1 1
2 10[41 2
1+

24

b) flz) € IR < arg(z?) = g[n] ouz?2=0

& 2arglz) = g[n] ouz=0¢earglz = g{ﬂ ouz=0

c) Posons z = x + iy, avec x et y deux réels.
glz) = [x + iy)lx -iy + 1)
=x’-ixy+x+ixy-iy?+iy
=x2+y?+x+iy
17

2
1
Re[g(Z]]=4<:>x2+y2+x=4<:>[x+§] _'_yZ=Z
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Il faut tracer le cercle de centre C[—%;U] et de

rayon % Ce cercle passe par D(0 ; 2).

)y

D

3l i1
14

d) Relglz)) = Imlglz)) @ x* +y? +x =y

2 2
DI IV Y SO
2] VT2 T2

(@]

1
>V
0

Il faut tracer le cercle de centre M[—l;%] et de

2
rayon \E Ce cercle passe par 0(0; 0).

Y

-2 170 i1

116. 1. f(z) < =1 _ L= plle+1-iy)
x+ip+l e+ l+ipllc+1-10y)

x2+x—ixy-x-T+iy+ixy +iy - i)?

Donc f(z) = _
(x + 12 = (iyP
o xP+y?t-1+02y
(x + 12 + »?
2.8l =2 ez 1=2k41)ez=-3
zZ+

L'ensemble cherché est le point d'affixe -3.

b)) =20 2 = 2iesz - 1=2ilz + 1)
zZ+
o1-20)=1+2 e z=1*2
1-2i
_(1+2i)(1+ 2) =344

z= oz=
(1-2i)(1+ 2i) 5

Lensemble cherché est le point d"affixe -0,6 + 0,8i.

14y
+

v

-1+

A ER o Imlflz)) =0 0 — 22 =

e+ 12 + 32
oy=0etz=-1

Lensemble cherché est la droite d"équation y =0

privée du point d’affixe -1.
y

2

1,

v X

3 2 ﬂm’ 2 3

d) flz) € IR & Relflz)) = 0
x?+y? -1
(e 12 +y2
Sxt+y?-1=0etz=-1.
oxt+yt=letz=-1.

Lensemble cherché est le cercle de centre O et de

rayon 1 privé du point d'affixe 1.

ah
S

117. Travail de l'éléve.

118. Travail de l'éléve.
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Exercices bilan p. 68

119. Différentes formes d’un nombre complexe

1.12,1= /52 + =52 =5v2. Donc -

sl ) ol 15

= 5\/59_%

2.2,=3¢ 3=3|cos| -~ | +isin| - = §_ i
3 3 2

3f

(5-5i) —+|
z 5-5i
3.D’'unepart,~ = = )
= 333 (3 s zﬂﬁ
2 2 2 2 2 2
z 15415y3 . —15+15/3
Donc —= +iX .
5, 18 18
, z sfe . 5\f ._
D’autre part, —
Zy 3e—|5

4. ﬂcos[£]=715+15\/§.
3 12 18

Donccos[ J \/7+\/7

12 4
S\f -15+15\f

12 18

[ ] ods
Donc sin

12 4

400
5. 21400 = [S&e‘iZJ = 5400 [\/E][‘U(](::—i><400Z

— B400 9200 o-ix50x2r — G400 9200
= 5400 2200 ¢ = 540072

120. Nombres complexes et géométrie
1.a)lz, -z, =1-2| =

zB—zM|=|1+i\/5|=\[12+[\/5]2 =2
o=zl =11=i3l= 7+ (3] =2

68

Donc MA=MB =MC = 2.
Donc A, B et C appartiennent au cercle de centre
M et de rayon 2.

b)

L\
-2-1\1Q”

2. AB=lz -z, 1=13+iW31=v12 =243
AC=lz, -z, 1=13-i31=412=2y3
BC=lz, -z | =1-i24/31=2y3

Donc AB = BC = AC, donc ABC est équilatéral.

Z) + Z .
3.z =210
2

4. ABCD est un parallélogramme < AB=DC

<:>ZB—ZA=ZC—ZD<:>ZD=ZC—ZB+ZA

ez =-1+i(1-23)

Donc laffixe de D est -1+i(1- 2\/5].

b) ABC est un triangle équilatéral. Donc ABCD est
un losange.

5. [5, ﬁ] = arg(zM — 281[27:]
ZD_ZB
-z ~1-W3 _ 1-i3)3+3Y3)
2 -2 _—3—i3\/7_[—3—i3\/7][—3+i3\/7]'
-i3Y3+13Y3-73V3V3 12 _1
9 - (3y3r 36 3

Donc[ﬁ,gﬁ] arg{ ][2113] 0[2x].

Or

M~ % _

Donc
Zp ~ 2

Donc B, D et M sont alignés.

121. Ensemble de points
1. a) Soit A le point d’affixe 4.

L'ensemble cherché est le cercle de centre A et de
rayon 3.

b) Soit B(2 - 3i] et C(-1 + 7i)
lz-2+3il=1z+1-7il @ BM=CM.
Lensemble cherché est la médiatrice de [BCI.
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c) Lensemble cherché est lensemble des points

appartenant & laxe des abscisses et ayant une =-——x (e -e ™ -3(e" - e7])
abscisse strictement négative. 8i
d) Soit D(2 - i} et E(5i) -~ (2isin(3x) - 3 x 2isin(x)
i
2
arg[z 5+I]=—[ ]@[EM DM] —[21t]. -sin(3x) + 3sin(x)
z -5 =

4

L'ensemble cherché est le cercle de diamétre . .
3. cosl4x) + isinl4x) = (cos(x) + isin(x])*

[DE], privé des points D et E.

Py = coslx) + 4cosi(x)(isinlx))
2.U,, = {elv- ke {U 152500050 1}} + b6cos?(x)(isin(x))? + 4coslx)(isin(x))® + (isin(x))*
Or cosl4x) = Rellcos(x) + isin(x))*]

U, est lensemble des affixes du polygone. Donc cos(4x) = cos*(x] - 6cos?(x)sin?(x) + sin‘(x].

Soit P le périmeétre du polygone.

n 123.Suites de nombres complexes
cos < +isin 6 -1

- i3 12{@] :

T+i—| =
Donc1+|— [ 3 1] ie%
—12x42-43 2 2) |3

b) zy=1
122. Trigonométrie [ ﬁ] 2 ~£
zy=|1+i— |z,

1. cos[x + E] = cos[x]cos[EJ - sin[x]sin[zj
4 4 4

2n

P=12x|e -1|=12x

1.a)

by

N

=12Xx|—-1+-i
2 2

2
=e'
e
P [“.ﬁ] EICO
Donc cos(x + %] = 72cos[x] - ;sin[x] f f 3

c) Démontrons ce résultat par récurrence.
) T . b K Pour tout n € N, on considére
sin x—z = sin(x)cos n - cosl(x]sin <

. 2 ’ mﬁ
la propriété Pln) : « z, =[—] e 6».
. T \/5 . 1 \/5
Donc sin x—z =7S|n[x]—5cos[x].

0
Initialisation : pourn=0,z,=1 et 2 e’ =1,
2. D'apres la formule d'Euler, \/5

3 0
. 1, . . "
sin’(x) = (Ele'* - e'*]} donc z, = [%] e,

_ i_[[e"X]O[—e-‘XP + 3l [—e)2 + 3(ei]2(e-)’ Donc la propriété est vraie au rang n = 0.
8i° Hérédité : soit n € N. Supposons P(n) vraie et
+ (e")*(-e)°) montrons que P(n + 1) est vraie.
- _é[_efi:!x + 3eixefi2x _3ei2,\‘efix + ei3x] On az, = [1 4 iﬁJzn
: 3

= _l.[_e—i3x + 3e—ix _3eix + ei3x]
8i

69



Livre du professeur - Maths Terminale expertes

Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, donc

"3

b) 0, A, et A sont alignés < (0A,, OA,) = 0[]

ind arg[i] =0[rn] & arglz, ) = Oln] & n% =kn avec

29
keZosn=kxbavecke”Z

Donc O, AU et An sont alignés si et seulement si
n est un multiple de 6.

3. a) d_ représente la distance entre les points A_

etA ..

b)d, =z, -z|= 1+i£—1 = iﬁ
3 3
Donc d0=£.
3
c) Pour toutn € N,
Zn+2_Zn+1

d) Pour toutn € N,

dn+‘l= IZn+2 - Zn+1| = [1 + ig][zm‘l - Zn]

=id

N

Donc (d]) est une suite géométrique de raison

5

2 .
q=— et de premier terme d, = —.
J3 3

Doncdnzdoxq”:@x[%].
3

4.a) Pourtoutn €N, z, = [i] e"s.

V3

=[1+iI—|X|z,,1 — 2,

70

Donclz,|= 2 ne'"g |2 ” x|e"e
5
2 n
Donc |z, |=|——].
i @]
n 2 n 2
|z, [2+d?= i] + ﬁxi
V3 3 3
2n n 2n
(o] 400
93] (W3 3

2n+2 2(n+1)
|2
)

Donc lz [?+d?=1z |2

b) Pour tout n € N,0AZ + A A2 = 0A2 .
Donc OA A _estrectangleenA .

5. 0A A estrectangleen A,.

OA, A, est rectangle en A,.

IL faut donc tracer la perpendiculaire a (OA,) pas-
sant par A,.

Puis tracer le cercle de diametre [OAé].

Le point A, est lintersection de la droite et du
cercle.

6. a)

n=0

u=1

while u<=10:
n=n+l
u=2/sqrt(3)*u

print(n)

b) Le plus petit entier n tel que Iz | > 10 est 17.

Préparer le BAC Je me teste p. 70
124.B 125.C 126.C

127.D 128.C 129.C

130.C
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Préparer le BAC Je révise 974" 134, Effectuer des calculs
en utilisant une forme adaptée
131. Lecture graphique

5m

alz, =3+ 1.a) z, = 8y/2¢
6

57 6 .30m
bllzsl=\@etar9[zgl=%[2n]- z$=[8\/516[e'7] =85 x\2 xe ¢
2.l = 2 etarglz;) = - X {2n] o
Zl = 2 etargiz) = ~—loml. =2097152x e 2 =2097152x e 2 =-2097152i

o 5

clzy=2e¢ b]arg[zwl=7n[2n:]

arg (z/°*) = 1500 x arglz,)[2x]
132. Forme trigonométrique, 9% i

1
4

5
1.1z,] = 4 etargly) = -==[2n] arg (/™) = 1 875n[2n]

arg (z]*) = n[2x]

3n
|z, 1= \/g etarg(z) = T[ZE] Donc z5% est un nombre reel.

il S ) BWEIE P

2
_5n 2
=4xe 6
- Donc Im(z,) = —4\/5.
\/* Im(z,) = Im(z,). Donc (AB) n’est pas paralléle a l'axe
3.z =—ﬂ+iﬂ des abscisses.
o2 2

135. Formules d’Euler et de Moivre
133. Utiliser les formules d’addition

4
et de duplication 1. sin“(x) = [l[eix _ eix]]
2i

1.cos|x-Z =cos(x)cos r +sinlx)sin kil
’ ’ ’ 1 [ﬁ(“]{e Floe-ie- ]
=——X ix )k [_ a-ix )4-k
161 k
= %cos[x] + gsin[x] 0

= i X [e4ix _ AefiZX +6 - 4ei2x + efloi)c]

. 5t ) 5 . | 5m 1

sm{x + —J = sm[x]cos[—] + cos[x]sm(—] 1
b 4 b = E[Zcos[l;x] -4 x 2cos(2x) + 6)
= _ésin[x] - ﬁcos[x] _ COS([FX] - ACOS[ZX] + 3
, 8

2 cosl2n | peost[ ] 1o [ 155 ] 2. coslx) + isinl4x) = (coslx) + isin{x))

) 5 5 4 Aprés calcul,ona:

sinl4x) = —4cos(x)sin3(x) + 4cos3(x)sin(x)
=2 6+126\/g “l= _1;\6
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136. Nombres complexes et géométrie

1.0A= |ZA—ZO| =2

OB = |ZB—ZO| =2

0C=lz,-zl=2

Donc A,B et C appartiennent au cercle de centre O
et de rayon2.

2. ABCD est un parallélogramme < A_B' = Eﬁ
@ZB—ZA=ZC—ZD@ZD =ZC_ZB
Donc les coordonnées de D sont (0 ; -4).

+z, &z = -4

3. Soit | le centre du parallélogramme. | est le
milieu de [AC].

Donc z = 2+ % _ M_
2
-z, -23+2 . 23
4. a) = =ix
Z-Zy 3+i+2 3
Donc arg[ﬁj =Zpon).
Zg—2z,) 2

b) (AB  AE) = g[Zn].

Donc les droites (AB) et (AE] sont perpendiculaires.

137. Ensemble de points
a) Lensemble des points M est le cercle de centre
A d’affixe 3i et de rayon \/g

b) Lensemble des points M est la médiatrice de
[BC] avec B d’affixe 3 + 2i et C d’affixe -4i.

c) Lensemble des points M est la demi-droite
[OD), privée de 0, avec D d’affixe -i.

d) Lensemble des points M est le cercle de dia-
métre [EF] privé des points E et F, avec E d’affixe
3 + 2i et F d’affixe -3 - 8i.

138. Racines de lunité
ﬂ
1.U,=<e 7 ;ke{0;1;...;6}

2in

2.L=|e7 -1/=0,87. La longueur des cotés est

environ 0,87.
P=7xL=6,07.Le périméetre est environ 6,07.

72

139. Suites de nombres complexes

Zp

1. (W,OMH+2]=arg[ﬂ][2n].

[ 1

i [
Orz,,=—z,,==—X—z,=-—2z,

Donc [W,OMH+2]=arg[—%][2n].

(OM, , OM, ) = -[2n].

n+2

Donc O,M et M . sontalignés.

2.1z, =50z 1= =25

L 50
2

_25

etlzy|=|~x L x50
27 2

3. On conjecture que |z, =50 x [%] .

4. Pour tout n € N, on considére la propriété

Pln) : « |zn|=50x[%] ».

0
Initialisation : pour n =0, |z)| = 50 et 50 x [%] =50.
0
Donclzol=50><[3 :

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie
et montrons que P(n + 1] est vraie.
i

x|z, | :1><50>< 1
2 2 2

d'apreés Uhypotheése de récurrence

n+1
=50x [1J
2

Donc P(n + 1)est vraie.

| Zn+‘\ |

n

[
-z
2

Conclusion : pour toutn € N, P(n) est vraie.

Donc pour toutn €N, |z, |= SOXGJ .
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5. a) M_ appartient au disque de centre 0 et de
rayon 0,5 si et seulement si |z | < 0,5.

n=0

u=0

while u>0.5
n=n+l
u=1/2%u

print(n)

b) Cet entier est 7.

Exercices vers le supérieur p.72-73

140. Module et argument
Proposition 1 : vraie.

e
V2| War e

arglz) = arg(1+1i) - arg[\/g - i\/g][Zn] = % —[—%][ZR]

lz|=

1%

1
g8 2

= TR o]
12

Proposition 2 : fausse.

i i n
z=-2Xe4 =2xe"xes=2xeh

Donc |zl =2 et arglz) = 7%[2%].

Proposition 3 : fausse. Contre-exemple :

Al +i) et B-1-1i). z, # z.
Proposition 4 : fausse. Contre-exemple :

A

Proposition 5 : vraie.

(OA,0B)= arg[z—B][ZTt] - arglz,) - arglz,)[2n]
z

A
= -w[2m]
Donc O, A et B sont alignés.

141. Nombres complexes et géométrie (1)
Proposition 1 : fausse.

Iz, =E+7 =42
Za = ‘E[ﬁ + i%}ﬁ (Cos[%] + isin(gD 2xe%

Proposition 2 : fausse.

Le cercle € a pour rayon|z,|= \/5

Donc zg =\/§.

Proposition 3 : vraie.

OBEA est un parallélogramme < Eé = E
Szy-z,=z, -2, 2. =2,+2,- 2,z =\/§+'I+i—0
Or OA = OB. Donc OBEA est un losange.

Donc on a bien z; = (1+ \/E] +i.
Proposition 4 : fausse.

OE =1z 1= \l142R + P o\1+ 242 + 24 124+ 242

142. Nombres complexes et géométrie (2)
1.AB=lz,-z|=12i - (1-xi)=1-1+i(2 +x]I

=\/[—'I]2+[2+x]2 =\/'I+4+4)c+x2

=4x2+4x+5
AC = |ZC _ZAl =[-2 = (1 =xi) = |-3 +xi| = y/(-3)* + x?
=4/x2+9

2. ABC estiscoéle en A< AB=AC
SAB’=ACCox?+4x+5=x*+9 & x =1

Donc ABC estisoscele en Asi et seulementsix=1.
3.BC=lz, -zl = 1-2 - 2il

Donc BC =/(-2)? + (-2)? = \/g

Orsix=1, alors AB= \/B Donc AB = BC.
Donc ABC ne peut pas étre équilatéral.

4. ABCD est un parallélogramme
©AB=DC ©z5-zy=2,-2y ©zp =2 — 25 + 2,

ez =-2-2i+1-xi ez, =1+i{-2-x]
Donc laffixe de D estzy = -1 +i(-2 - x).
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143. Résolution d’équation
Sin =0, l'équation devient z = 1. Donc S = {1}.
Sin =1, léquation devient z =z. Donc S = R.

Sin=2,0et 1sontdeuxsolutions particulieres de

cette équation.
Sizz0etz=1

.= Jlzrl=1zZ]
=7 &
arg(z") = arg(z)[2n]

z

zl=|z|
=
nx arg(z) = —arg(z)[2n]

lz1=0 ou |z|=1
(n+1x arglz) = 0[2r]

g

lz|=1

i arglz)=0+ 2km

n+1

Donc S = o}u{eizﬁ, ke{0;1;2;...;n}}.

144, Suite de nombres complexes
2 o
zZy = e 3  Zyg = e 3

a) Faux.

don

J[Zn]:arg % [2r]
e

—

[O_M;,OMZU]=arg[

Zy =0

z, -0

3
Donc 0, M, et M, ne sont pas alignés.

381
= arg(e'T}[Zn] _ 38n [2n] = Z?E[ZEJ

12n Jex
blVrai.z;=e 3 =eX"=1;z =3 =en=1

Donc M, et M, sont confondus.
Donc O,M, et M, sont alignés.
c) Faux. Voir question a).

d) Faux. Voir question c).

145. Somme des racines n-iémes de Uunité
1.Sin=1,5=0=1.

2.Sin=2,

S-S, 0=0'+0"+.+0"" - (0 +0+ .. +0)
DoncS -S w=0'-a

Sh-o=1-o0".

74

u)n
carm= 1.
1-o

Donc S, =

146. Produit des racines n-iémes de Uunité
P=@x® X0 X..x®"" = @21
n

(n-1n 2in_(n-1n
_ —x

—m 2 —en 2 - ein[n—ﬂ - [ein]n—1 - [_’l]n—W

Sin est pair, alors n - 1 est impair.

Donc P =-1.
Sin estimpair, alors n - 1 est pair.
Donc P =1.

147. Racines n-iémes d’un nombre complexe
1.2/=0<:z=0.
La racine n-ieme de 0 est 0.

2.2'=a"=re’ o |z"l=r
arg(z") = 6[2n]

1

|z lz|=rn

o zP=r -

nx arglz) = 6[2r] arg[z]=9{2_n:|
n| n

Donc les racines n-iemes de a sont les nombres

1 i9+%
complexes de la forme rre'” "/ avec
kE{U;1 ;...;[n—1]}.

3.a) lal=4/5 +(-5y3 =10
a=10 1—i£ = 10e3
2 2

Les racines 4-iéemes de a sont donc :

Tox ot 1w 4 lE
10%e 12310412 1104 12 5 104€ 12 .

b]ﬁ+i=2[§+i%}=2e%

I 1 8r 1 2%n
Donc S=423e18 ;23 18 ;23 18 .

148. Une fonction complexe

-1
Lf=1eoi=loz-1=z-ic-1=-i
VA

Donc 1 n"a pas d'antécédent par f.
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2.flz) E R < arglflz)) =0[n] ou flz) = 0

@arg[z—_q= O] ou — _? =0

Z-i z-i
Soit A le point d'affixe 1 et B le point d'affixe i.

flz)ER « BM, AM = 0lx] ouz = 1

Lensemble cherché est donc la droite (AB), privée
du point B.

3.1z) € iR & arg (flz)) = g[n] ouflz) =0

@arg(z—_?J:g[n] ou =1y

z-1i z =i

<:>[BM,AM]=§[7E]OUZ=1

L'ensemble cherché est donc le cercle de diamétre
[AB], privé du point B.

dﬂ elz-1=lz-il&AM=BM

z =1

LflZl=1

Lensemble cherché est donc la médiatrice du
segment [AB].

149. Triangle équilatéral

A
l.a)1+j+2=1+e3 +e3

1+ cos[%"j + isin[%"j + cos(%“] R isi,{%ﬂ]
= 1+(_1 +i£+[_l]_i£
2 2

Donc1+j+2=0.

. n 1T W3
b)-j2=—|e3 |=—|-—-N2
) -j e3J LZ 2]

fg

Donc —j2=1+i—=e3
2 2

2. ABC est untriangle équilatéral direct & AB=AC

et (AB, AC) = g[Zn]

& |b-al=lc-alet arg[E]=§[2n]

b-a
——|=1etarg 281 Lon)
-a b-a) 3
c-a iz c-a )
<:>—=e3<:>—=—j
b-a b-a

3. ABC est un triangle équilatéral direct
sc-a=-/b-al

o (-1-Pa+b+c=0

Sija+ftb+c=0

o Plia+b+c)=0
oa+jb+jfc=0carp=1.

4. ABC est un triangle équilatéral indirect
< BAC est un triangle équilatéral direct
& b +ja+j% =0dapres la question 3.
Donc ABC est un triangle équilatéral.
oa+jb+j?c=00ub+ja+jic=0

s la+jb+jllb+ja+jc)=0

& ab +jla? + b?) + j2lac + ab + bc) + fflbc + ac) + j*c2=0
& lab + be +ac)l1 + 2 +jla2+ b2+ ¢’ =0
& (ab+be +ac)l—j) +jl@>+ b2 +c) =0

o at+b?+c?=ab+ac+bccarj=0

150. Inégalité triangulaire (1)

1 lz+2P=z+2)z+2)=(z+ 2z +Z')
=zz+z7 +2'Z+77

=zl +z2+z2 +|Z)?

=1z? +2RelzZ") + |z |2

2. Posons z” =x" + iy” avec x” et y” deux réels.

7= + ()

Or ()2 = 0. Donc | 2”7 | = y[x")2.
Soit [z”| = x”. Donc Relz”) < |Z7].

Ily a égalité lorsque y” = 0 et x” = 0, donc lorsque
z est un nombre réel positif.

3. Re(zZ)) < |zZ|

Donc Relzz)<|z|x|Z’l.

|z

Soit Relzz') < |zIx|z'|, Iz + 2|7 < Iz1? + 2 x |z x
|z’ + 1212

Donc |z + 2|2 < (Iz] + [Z])2

4. Commelz+Z|=0,etlzl +[2] =0,

alors |z +2'| < |z] + |Z/].

5.a)lz+ 2] =zl + || @ RelzZ) = |27 | & zZ” ER*
D’apres la question 2.

b) [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée sur les éditions sui-
vantes: « ... Telquez' =Azouz=0.»

lz+z'|=lz|+|z| & zZ" = X, avec A € R*
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Siz=0ouz =0alors |z+2| = |z| +1Z].
Sinon, lz+ 2| = |z| + |2/l & zz" = A, avec A € R

o zz’xz' =2, avec A € RY & z|Z| = A2, avec
A E R

d
o = z,avec A E R" &z =Nz avec M € R

Donc |z +Z| = |z| + || si et seulement si il existe
AE R telquez =Az,0uz=0.
6.a) OM’ < OM + MM’

b) Ily a égalité lorsque O,M et M’sont alignés dans
cet ordre ou que deux points sont confondus.

151. inégalité triangulaire (2)
l.alz=(z-2)+Z7.

En utilisant le résultat de U'exercice 150, on a
Izl < |z -2’1 + IZ].

Donc Izl - IZ’] < |z -Z'I.

bz =(z-z) +z.

En utilisant le résultat de l'exercice 150, on a
Il < |2/ - z| + |z].

Donc IZ| - Izl < |2 - zI.

2. D'aprés la 1.b) [z
Donc

-zl ==z -zl
—lZ -zl lzl - IZ]l < |z-Z1.
Donc l(lzl - IZ’)l < |z - Z'I.

152. Transformation du plan

a) M’est l'image de M par la translation de vec-
teur w d’affixe b, si et seulement si MM’ w, soit
Z -z=b,doncz’ =z+b.

b) M’ est limage de M par la symétrie centrale
de centre A, si et seulement si MA = AM’ soit
a-z=z-a,doncz =-z+2a.

153. Exponentielle d’'un nombre complexe

1. e“iE =ebx eiE = e*x [cos(gj + isin[gD =ixet

2. le7l = le* x €| = [e?| x |e®] = 2
argle?) = arg(e?) + argle®)[2n] = 0 + b[2n]
3. Pour tout nombre complexe z et 2/,

= b[2x]

Posonsz=a+ibetz =a" +ib" aveca, b, @', b’ des
réels.

z+zZ=(a+a’)+ilb+b)
Donc ez+z' = ea+a’ ei[b+b’] = eaea’eibeib' =@’ X ez’
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4 o = les|=]-el
.ee=-e =
argle®) = arg(-e)[2x]

e?=¢e
=Y
{b=n[2n]
a=1
o
{b=n[2n]
Donc S ={1 +iln + k2n), k € Z}.

154. Formule d’addition

iP*9 P9 iP*q ZP+q
l.eP+el=e 262 +e2¢ 2

P+ P-4 P4
= e 2 x[e 2 +e 2 J
P9
—e? x[Zxcos[p q]]
2
P“J
=22 xcos[pqu

2. En considérant la partie réelle des deux termes
de l'égalité, on obtient :

cos(p) + coslq) = 2cos[p ; q] X cos(p ; qj

3. En considérant la partie imaginaire des deux
termes de l'égalité, on obtient :

sinl(p) + sinlg) = 25|n(p2qucos[p2qJ

155. Construction d’un pentagone régulier

On trace le cercle de centre O et de rayon 1. Soit U
le point d’affixe 1 et V le point d’affixe i.

On place le point A d’affixe —%.

A laide du compas, on place le point B sur l'axe
des abscisses, tel que AB = AV.

[

On a donc AV = —

Donc B a pour affixe NS _ -,
2 2
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On place le point C, milieu de [0B].

—1+\/§
L

On trace la perpendiculaire a Uaxe des abscisses
passant par C. Soit M, Uintersection de cette droite
et du cercle. Pour tracer le pentagone, on reporte
ensuite la distance UM ,comme ci-dessous.

Donc C a pour affixe

Vi

S

/

156. Transformation de Fourier discréte
L
1.Pourn=2, m=e2 =e™=-1
1
et X, = Zka‘kx’
k=0
X, = xy X 0%+ x 00 = x; +x,
et X, =x; x 0 +x, x 0™ = x, +x, x [-1)"=x, - x,

.1 Xx,) est donc

La transformée de Fourier de (x
[x, +x, 5 x, - x,).
2% ’
2.a)Pourn=3, m=edetX = Zxk(o‘“’.
k=0
La transformée de Fourier de [x,; x, ; x,) est
[X[J ;X1 ;XZ] avec :
— -0x0 —1x0 -2x0 _
X, = x,0 % + x, 07" + x,077 = x, +x, +x,
— -0x1 —1x1 -2x1 — —1 -2
X, =x,0 %+ x,07 + x,07" = x, +x,07" +x,0
21 4T

-2 _j4m
=X +txe 3 +xe 3
X, = x,07 %% + x, 07" + x,072% = x, + x,07 + x,0
4 8 A iZn

=xptxe 3 +xe 3 =x+xe 3 +xe 3

b) Donc la transformée de Fourierde (1;0; 1)

n
est [2;1+e 3 ;1+e 3 |,

Travaux pratiques p. 74-75

TP1. Lieu de points

e Durée estimée : 45 min

o Objectif : Etudier des ensembles de points en
utilisant un logiciel de géométrie dynamique pour
faire des conjectures.

A. Conjecture avec un logiciel de géométrie
dynamique
1. a) b) ¢) d) Sur ordinateur.

e) On conjecture que le lieu décrit par 'ensemble
des points M’ est le cercle de centre O et de
rayon 1.

2. On conjecture que le lieu décrit par U'ensemble
des points M’ est :

a) le cercle de centre O et de rayon 0,5 ;
b) le cercle de centre O et de rayon 2 ;

c) la droite d’équation x =% :

1
d) la cercle de centre C[O : —%} et de rayon E

B. Etude théorique

1
1fzl=ze—=ze2=1ez=-Touz=1
z

Donc les points invariants sont les points M,(-1)
et M,(1).

2. Si M décrit le cercle de centre O et de rayon r
avecr=0, alors OM =r.

1 1 1M 1
OM=relzl=re —=- o|-|=- <:>If[z]|=1
1 zl r zl r r
< 0M =—
-

Donc M’ décrit le cercle de centre O et de rayon l
r
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3.a]|z—1|=1<:>lZ_“:icarzzO
lz| |zl

-

z

z

o s l-Zl=1Z1al2-1=1]

b) M appartient au cercle de centre A et de rayon 1
SAM=1slz-1l=1.o1-1=1| & M appar-
tient & la médiatrice de [0A]

< M’ appartient a la droite d’équation x = %
lz-2il |z|

4.a)lz-2il=zle —carz=0
|z] |z
2i 1 1 1 1T 1 1
<:>1——=1 — - B — _—_.=_
z 2i ozl 2l z 2 2
1 , 1.
Sl+-il=—c |z +=i==
z 2

b) M appartient a la droite d’équation y = 1

& M appartient a la médiatrice de [0B] avec B(2i)
, 1
zZ +—l

sSlz-2l=zl

< M’ appartient au cercle de centre C(—%i} et de
rayon —.
y 2

5. a) M appartient a la droite d’équation y = k
& M appartient a la médiatrice de [0D] avec D(2ki)

olookil=l o -2 e | L] L
z 2ki z| 12kil

1 1] 1 1. 1]
— —— | =— & [ — —|=—<:>Z —_— = —
2kl 2k |z 2| 2k 2k | 2k

< M’ appartient au cercle de centre E(—ii} et de

rayon —.
y 2k
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b) M appartient a la droite d"équation x = k
& M appartient & la médiatrice de [OF] avec F(2k)

2k 11 1

-8 L P

:1@
2k z| 12k|

Slz-2kl =zl

1T 1

L
z 2k

1

=
2k

1

2k

, ]
2
2k

< M’ appartient au cercle de centre G[i] et de

rayon —.
y 2k
c) M appartient au cercle de centre Blk ; 0) et de
k| k
rayonkaveckz0s lz-kl=kes 1-—|=—
z| z|
11 1 T 1 |1 , 1 ,
(:)———:—(:)———:— zZ ——|=Z
k z| |zl z k| |z k

& M’ appartient a la médiatrice [OH] avec H(%J

< M’ appartient a la droite d’équation x = i

d) M appartient au cercle de centre C(0 ; klet de

ki k
rayonkaveckzo.@lz—ki|=k<:>1‘_|=_
z| |zl
SR N S T
ki z| |zI z kil |z
1 . 7 1' 7
S|—+—ll=—]1Z2 +—1 =|Z|
z z k

& M’ appartient a la médiatrice de [OK] avec K[%i}

< M’ appartient a la droite d’équation y = i
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TP2. Ensembles de Julia,
ensemble de Mandelbrot

* Durée estimée : 45 min

e Objectif : Découvrir les ensembles de Julia et de
Mandelbrot.

A. Etude sur un tableur

1.z ,=z?+c=[x +iy)2+c

=x 2+ 2ixy + iy )? + Relc] +ilm(c)
Doncx ,
Y., =2xy +Imlc).

2. a) Dans la cellule E2,il faut rentrer =B1.

Dans la cellule F2,il faut rentrer =B2.

b) Dans la cellule E3,il faut rentrer
=E2"2-F2"2+$B$3.

Dans la cellule F3,il faut rentrer

=2*E2*F2+$B%4.

Dans la cellule G2, il faut rentrer
=RACINE(E2"2+F2"2).

3. La suite [un] semble bornée pourz;= 0,1+0,%iet
z,=0,1-0,1i.

Elle ne semble pas bornée pourz,=1+ietz,=1-i.

=x?-y?+Relc]

B. Représentation graphique d’'un ensemble de
Julia

1. random() renvoie un nombre aléatoire entre
Oet1.

random () *4 renvoie un nombre aléatoire entre
0eté.

random()*4-2 renvoie un nombre aléatoire
entre -2 et 2.

2,
0,84 084
0,6 0,6
0.4 0,4
.
0.0+ 024
02 04 ]
-0,4 1 _064
-0,61 _08-

15 -10 05 00 05 10 15 -10 -05 00 05 10 15
3. a) IL faut remplacer la ligne z=z**2-1

par z=z**2+0.25

b) Il faut remplacer la ligne z=z**2-1

par z=z**2-0.12+0.74*1j
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(ol VN3] Divisibilité, division euclidienne,
congruence Manuel p. 78-103
l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Le but des trois chapitres d’arithmétique est de réinvestir les connaissances d'arithmétiques vues a
'école élémentaire et au college afin de leur donner un cadre plus rigoureux.

Ce premier chapitre revisite les notions élémentaires de diviseur, multiple et de division dans les
entiers, qu’ils soient naturels ou relatifs. Dans la derniere partie, on abordera Uarithmétique modulaire,
notion nouvelle et trés efficace dans la résolution de problémes liés a la notion de divisibilité et de reste
et qui permet d’exhiber simplement des solutions.

Méme si la plupart des définitions et théoremes sont déja connus, il convient d’en donner une définition
précise afin de s'appuyer sur un socle de base solide. Peu de chose a savoir mais les savoir entiére-
ment. L'intuition a une part importante dans la résolution de probleme d'arithmétique, il convient de
la développer et d'aller au-dela afin d’obtenir une rédaction précise et sans lacune de raisonnement.

Objectifs

= Résoudre une équation et utiliser la divisibilité.
=> Manipuler la division euclidienne.

=> Utiliser la congruence.

= Déterminer une série de restes.

= Conjecturer un critére de divisibilité.

Il. Corrigés 2. Un nombre est divisible par 6 (resp. par 18] s'il
est pair et divisible par 3 (resp. par 9).
Pour prendre un bon départ p.79
o 3. Calculer un reste

1. Diviser par _3_et par 9 _ 1.a) 1951 par 3 :reste 1. b) 1945 par 9 : reste 1.
1.a) 129 est divisible par 3 mais pas par 9. c) 1547 par5:reste2.  d) 2132 par4: reste 0.
b) 567 est divisible par 3 et 9. 2. Pour 3 (resp. 9), on fait la division de la somme
c) 5 634 est divisible par 3 et 9. des chiffres par 3 (resp. par 9).

d) 21 573 est divisible par 3 et 9. Pour 5, on fait la division du chiffre des unités par 5.

2. Un nombre est divisible par 3 (resp. par 9] si  Pour 4, on fait la division du nombre formé par les
la somme de ses chiffres est divisible par 3 (resp.  chiffres des dizaines et des unités par 4.

par 9). 3.r€{0,1,2,3,4,5,6,7}

. 4. 27 n'est pas un reste possible car un reste est
2. Diviser par 6 et 18 inférieur a son diviseur.
1.a) 456 est divisible par 6 mais pas par 18. 5. a) Le dividende est 117, le quotient 6 et le reste
b) 651 est non divisible par 6 et 18. 15.
c) 558 est divisible par 6 et 18. b) Le reste est 3.

d) 642 est divisible par 6 mais pas par 18.
e) 1516 est non divisible par 6 et 18.
f) 50 166 est divisible par 6 et 18.
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4. Déterminer la parité d'une somme
et d'un produit

1. a) n est pair si a et b sont de méme parité et
impair dans le cas contraire.

b) La somme de deux entiers est paire si ces deux
entiers sont de méme parité et impaire si ces
entiers sont de parités différentes.

2. a) n est pair si a ou b sont pair et impair dans le
cas contraire.

b) Le produit de deux entiers est pair si l'un au
moins des ces entiers est pair et impair si les deux
entiers sont impairs.

5. Déterminer la parité d'un carré
1. a est pair si n est pair et impair si a est impair.
2. Un nombre et son carré sont de méme parité.

6. Comprendre un algorithme en langage
Python

£(1964)=20. Le programme calcule la somme
des chiffres d’un entier.

Activités p. 80-81

1 Trouver et utiliser la liste des diviseurs
d’un nombre
e Durée estimée : 20 min

e Objectif : Etablir une méthode pour déterminer
tous les diviseurs d’'un nombre.

A. Déterminer la liste des diviseurs
1.D55={1 :2:4:13:26;52}
D36={1 :2:3:;4;6;9;12:18;32}

D,, = {129}

2. Un nombre supérieur a 2 possede au moins 2
diviseurs : 1 et lui-méme.

3. a) Lorsqu’on connait un diviseur, le quotient du
nombre par ce diviseur est aussi un diviseur.

b) Si le nombre n’est pas un carré, un diviseur et
son quotient sont distincts d’ou un nombre pair de
diviseurs.

4. On obtient les diviseurs de 120 suivants :
1 2 3 4 5 6 8 10
120 60 | 40 | 30 | 24 | 20 15 12
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B. Utiliser la liste des diviseurs
1.D,,={1;2:3:4;6;8;12;24}

2. Les couples solutions sont : (1 ; 24) ; (2 ;12) ;
(3;8);(8;3);(12;2);(24;1).
3.D,,=1{1;3;9;27}

Les couples solutions sont :
(22;26);(4;8);(10;2);(28;0).

2 Définir la division euclidienne
e Durée estimée : 20 min

o Objectif : Etablir [égalité associer a une division.

A. Egalité associée a une division de deux entiers
positifs

1.
528 | 14
108
37 37
10

Le quotient est 37 et le reste 10.
2.528=14x37+10

3.a)Noncar8=5. b)Oui.

c) Oui. d) Non car -2 < 0.

4. Le reste doit étre positif ou nul et strictement
inférieur au diviseur.

B. Division d’un entier négatif par un entier naturel
1.9=-72etr=4.

2.735=11x66 +9, on obtient alors :
-735=11(-67) + 2

g=-67etr=2.

3 Travailler avec Uarithmétique modulaire

e Durée estimée : 30 min

e Objectif : Entrevoir et utiliser les nombres a
travers leur reste.

A. Nombre modulo 7

1. Leur différence est un multiple de 7 :
al93-2=91=7x13

b) 221 -158=63=7x9
c)68-(-2)=70=7x10

d) 289 - (-61) =350=7 x50
2.a)la=3eth=-4

bla=2etb=-5

cla=5etb=-2
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da=0eth=-7
ela=t4eth=-3

B. Probléeme de calendrier

1. 21 années dont 5 bissextiles : 7 670.
2.a) 7670=7x1095+5: le reste est 5.
b) Le jour est un dimanche.

C. Signe astral chez les Aztéques (modulo 20)
1.5a+b+c+6=198: le reste est 18.

2. Exemple avec 15 juin 2002 :
a=5;b=1;c=166.Ilsagit du silex.

D. Relations sur les restes
1.alb=2 blb=-3 c)b=-1
dib=4 elb=-3 flb=-4
2. a) Le reste de a par 4 est le reste de ¢ par 4.

Un nombre est divisible par 4 si et seulement si le
nombre formé par les chiffres des dizaines et des
unités est divisible par 4.

b) 52 est divisible par 4 donc 17 052 aussi.
34 n’est pas divisible par 4 donc -5 434 non plus.

3. a) Le reste de 23 par 11 est 1 et le reste de 35
par 11 est 2.

b) Le reste de 58 par 11 est 3.

58 =23 + 35 : le reste de 58 est donc le reste de 23
et de 35 par 11.

c) 23 x 35 = 805 dont le reste par 11 est 2.

Ce reste est donc le produit des restes de 23 et 35
par 11.

d) Dans la division par 11, le reste de lasomme est la
somme des restes (éventuellement soustraita 11).

Dans la division par 11, le reste du produit est le
produit des restes (éventuellement divisé par 11).

A vous de jouer p. 83-89

L1allk-yllx+yl=21
Solutions : (11 ;10) et (5 ; 2).
b) x[x - 7y) = 17. Pas de solution.

2.1.a)nln+1)=20doncn e {-5;4}.
b) nln+2)=35doncnh € {-7;5}

3.1.a]n€{—‘|0;—4;—2;4}_
blne{-8;-2;0;6}.

4.1.n+17=kln-4) = (n-4)k-1)=21
2.ne{5:7:11; 25}

5.n€{0;5;10; 15}

6. a) Oui.

b) [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée dans les éditions sui-
vantes : « Si oui, donner le plus petit nombre b
possible. »

7. Le reste est 3.

8 x=32q+1
x=17g+13

Par soustraction on trouve g =2 d’ou x = 27.

9{857232b:>bs26:>b=26

1857 < 33b = b> 25
On en déduit r = 857 - 26 x 32 = 25.

10. 5= (527 = (-1)> =1 (13)
5% — 1 divisible par 13.

11. 32021 = [32]1010 X 3 = [_’l ]‘\010 X 3 = 3 [’I 0]
Le chiffre des unités est 3.

12. Tableau des restes :

n=..8 10 |1]2|3|4]|5|6]|7

n?=..8)| 0|1 |4 1[0]|1T]4]|1

(n+3)2=18)=on+3=112)=n=0(2)
n doit étre pair.

13.1.

x=..9 |0 1|2|3|4|5|6|7|8

bx=..(9)| 0|4 |83 |7 |2]|6]|1

2.4x=59)=x=81(9)

14.1.

n=..[6) |O|1|2|3|4]|5

2=.9 |12 | 4|87

2. 2" - 1 divisible par 9 si n multiple de 6
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15.1.

n=..[4) | 0] 1] 2
7"=..010) | 1 719

2. 7"- 1 divisible par 10 si n multiple de 4. Donc
7%= (74 x 7*=7*=9 (10)

3. Le chiffre des unités de 7% est 9.

16.1.

.6 | 0|1 [2]|3 |45
5=..(9) [ 1| 5|7 |8]|4]2

n

2.5" -1 divisible par 9 si n multiple de 6.
3_ 21 22020 = 52 020 = [56]336 X 5!» = 54 = 4 [9]
17.1.

n=..06) [0 [1]2[3|4]5
=7 | 1|3 |2]|6]|4

2.3" - 6 divisible par 7 sin=3 (6)
3. 1642021 = 32021 = [36]336 X 35 = 35 = 5 [7]

18.1.100a=0(25), onan=h(25].
N divisible par 25 < b divisible par 25.

2. Un entier est divisible par 25 si et seulement si,
ce nombre se termine par : 00, 25, 50, 75.

19.1.M,,=10;13;26;39;52;65;78; 91}

2. Par double implication, on a modulo 13 :
xb 40=1
n=0=10a+b=0=>40a+4b=0=a+4b=0
x10 40=1

a+4b=0=>10a+40b=10a+b=0=n=0

3. Un entier est divisible par 13 si la somme du
nombre de ses dizaines et de 4 fois le chiffre de
ses unité est divible par 13.

4. 676 : 67+ 24 =91 divisible par 13.

943 :94+12=106et 106 : 10 + 24 = 34 non divisible
par 13.

4652 : 465+ 8 =473 et 473 : 47 + 12 = 59 non divi-
sible par 13.

156 556 : 15 655 + 24 =15 679

15679 : 1567 +36="1603
1603:160+12=172et172:17+8=25
Non divisible par 13.
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Exercices apprendre démontrer p. 90

Pour s’entrainer

On démontre par récurrence.

Initialisation : k=0, onaa’=b"=1 (n)

La proposition est initialisée.

Hérédité : soit k € N, supposons que a* = b (n),
montrons que a**' = b**! (n):

a* = b (n) comme la congruence est compatible
avec la multiplcation, on a:

axa=bxb = g =b" (n).

La proposition est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité, pour
tout k € N : a¥= b* (n).

Exercices calculs et automatismes p. 91

20. Liste de diviseurs

a) Utiliser la méthode de lactivité 1, c’est-a-dire
un tableau sur deux lignes, l'une avec le diviseur
Uautre avec le quotient.

D15u={1:2;3:5;6;10;15;25;30;50;75;150}
b)D,,,={1:2;5;10;23;46; 115 ; 230}

21. Nombre de diviseurs
1.¢) 2.b)

22. Diviseur d’un carré

Vraie car les diviseurs vont par 2 : diviseur et quo-
tient sauf si le quotient et le diviseur sont iden-
tiques.

agug ¥

23. Critére de divisibilité

Un nombre est divisible par 6 s'il est pair et divi-
sible par 3.

Un nombre est divisible par 18 s'il est pair et divi-
sible par 9.

TV

24. Divisibilité par le produit
a) Fausse. 18 est divisible par 6 et 9 mais pas par 54.

b) Vraie. 9 et 14 n'ont pas de diviseurs communs a
part 1 donc si un nombre est divisible par 9 et 14,
ce nombre est divisible par 9 x 14 = 126.
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25. Recherche de diviseurs communs

On cherche une combinaison linéaire qui élimine k,
par exemple : 3a - bb = 7. Les diviseurs communs
ne peuvent étre que 1 et 7.

26. Division euclidienne
a)196=16x12+4 b)18=50x0+18
c)-20=7(-3) + 1 d) -354 =17(-21) + 3

27. Egalité et division euclidienne
Fausse car le reste doit étre positif ou nul.

28. Diviseur et division euclidienne
63-17=bq< bg=46avech>17.

Donc il y a 2 couples (b ; g) solutions : (23 ; 2] ou
(46 ; 1).

29. Restes possibles
d)

30. D’une division euclidienne a une autre
c)

31. Recherche de deux entiers
Soit g et b ces deux entiers : a =580 et b= 42.

32. Congruence

ala=-3(7) bla=3(7)
cda=-1(7) da=11(7)
ela=2(7) fla=-3(7)
gla=0(7) h)a=2(7)

33. Déterminer un reste

En utilisant les regles de compatibilité, on cherche a
réduire le nombre pour obtenir le résultat demandé.

2°=32=3x11-1=-1(11)
1312=212=(25)2x 22=(-1)2x8=8(11)
(-2)Y=-(2%)4x 24 =-(-1)*x 16 =6 (11)

34. Reste ou pas

a) Vraie car 12=1 (11).

b) Fausse car 77 =-1 (13) donc 77"°=-1 (13).

c) Fausse car 10=1 (9).

d) Vraie car 99=-1(10) donc 99'% = (-1)'°=1 (10).

gy s

35. Divisibilité et congruence
Vraie car 6"-1=1"-1=0(5).

Exercices d'application p. 92-93

Résoudre une équation et utiliser
la divisibilité
36. 1. Diviseurs de 220 :
1 2 4 5 10 1"
220 110 55 Lb 22 20
2.5, =1+2+4+..+55+110=284
3. Diviseurs de 284 :

1 2 4
284 142 71
S, =1+2+4+71+142=220
4.5, =284etS, =220.

37.Soit n le nombre de bouteilles : (n - 2) est divi-
sible par 3, 5 et 7 donc divisible par : 3 x5 x 7=105.

On chercher un multiple de 105 compris entre
1500 et 1600, ontrouve n=15x105=1575.

38.1.D20={1;2;4;5;10;20}

2. (2x-y)(2x+y)=200U 2x+y=2x -y
[ly a trois choix possibles :

2x-y=1 ou 2x-y=2 ou 2x-y=4
2x+y=20 |2x+y=10 |2x+y=5

Le 1¢r et le 3¢ systeme n’ont pas de solution.
Le deuxiéme a comme solution (3 ; 4).

39.5x[x-7y) =17 et D,, ={1; 17}

Aucune solution car 5x n’est ni un diviseur de 1 ni
un diviseur de 17.

40.3n-17=kln-4) = (n-4)13-k) =5
(n - 4) est un diviseur de 5doncne {-1;3:5; 9}.

41.ne{1:2:4 8}
42.6n+12=k(2n+1) = (2n+1)(k-3)=9

(2n + 1) est un diviseur de 9. Les valeurs possibles
sont:ne{-5;-2;-1:;0;1;7}%
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43. [ERRATUM] la premiere édition du manuel
contient une erreur corrigée dans les éditions sui-
9 -4
3n+1
n-4=k(Bn+1) < Bx+ 13-k =7
(3n + 1) est un diviseur de 7. Seul n = 0 est solution.

vantes : « ... la fonction

e

44.n2-n-27=(n-7)ln+6)+15

On doit avoir :
(b-7)n+6)+15=kin-7) = (n-T7Ilk-n-6)=15
(n-7) estun diviseurde 15: N€{8;10;12; 22}.

45.1. d divise la combinaison :
3(12n+7)-12(3n + 1) =9
Si d divise 9 alors d divise 3.

2. Comme 3 ne divise pas 3n + 1, la fraction est
irréductible.

46. 1. On développe l'égalité de gauche et Lon
trouve celle de droite.

2. (x - 5]y - 5) est une décomposition de 32.

On trouve les couples (6 ; 37); (7 ;21); (9 ; 13) et
leurs symétriques.

47.n2-1=(n-1)n+1)

Si n est impair alors (n - 1) et (n + 1) sont deux
nombres pairs consécutifs dont l'un est un multi-
ple de 4. [n? - 1) est alors divisible par 8.

48. On démontre par disjonction des cas, en utili-
sant les regles sur la parité.

Si n pair alors 3n* est pair et (5n + 1) impair donc
(3n* +5n + 1) est impair

Si n est impair alors 3n* est impair et (5n + 1) est
pair donc (3n* + 5n + 1) est impair.

n et (n + 1) sont deux entiers consécutifs donc l'un
est pair le produit n(n + 1)est alors pair.

49, 1.4, estladifférence de deux entiers de méme
parité donc a_est pair.

2.n5-n=nln-"1n+1)n2+1)

(n = 1), n et (n + 1) sont trois entiers consécutifs
donc lun est multiple de trois. Leur produit est
donc un multiple de 3.

3. Par un tableau de congruence on montre que
n®=n (5).
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4. [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée dans les éditions sui-
vantes : « Pourquoi a_est-il divisible par 30 7 »

a est divisible par 2, 3, 5 donc divisible par
2x3x5=30.

50. 1. On fait un tableau de congruence :

n=..(3) 0(1|2
n?=..(3) 0111
n?+5=..(3) 21010
nln?+5)=..(3) | 0 | 0 | O

51. Soit a et b les chiffres des dizaines et des uni-
tés d’'un entier n < 100 :

n-a-b=10a+b-a-b=9a
n est donc un divisible par 9.

52.1.n2+5n+4=(n+1)(n+4) et
n2+3n+2=(n+1)n+2).
2.3n2+15n+17=(n+1)(Bn+12) + 7

(3n? + 15n + 19) est divisible par (n + 1) si (n + 1)
divise 7 soit n € {0 ; 6}.

3.0nposea=3n?+15n+19etb=n?+3n+2.
Sin=0alorsa=19etb=2.bnedivise pas a
Sin=6alorsa=217 et b =56. b ne divise pas a.

Manipuler la division euclidienne
53.1.-1208=-24%x51+16
Doncg=-24etr=16.
2.1208=52%x23+12
Doncg=52etr=12.

54.1.261=259x1+2
Doncg=3252etr=2.
2.-261=3251(-1)+2990
Donc g =-260et r=2 990.

55.0na:n=11g+8etp=11¢"+ 7 onadonc:
n+p=110qg+q + 1) +4. Le reste est 4.

56.0na:n=5q+3=6(g-1)+6on obtient alors :
g=5doln=28.
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57. [ERRATUM] la premiere édition du manuel
contient une erreur corrigée dans les éditions sui-
vantes : « La différence de deux entiers naturel est
885. Si l'on divise l'un par l'autre, le quotient est 29
et le reste 17. »

Soit a et b ces deux entiers :a =916 et b = 31.

58. 1529 + 13 =147+ 98 d'ou g = 17.
Donc n =2 597.

59.@<b$%@68Sb$70d0nc

24

b € {68 ; 69 ; 70} on déduit les restes correspon-
dant:re {56;33;10}.

60.A=6qg+4

Sig=0(3) alors le reste de A par 18 est 4.
Sig=1I(3)alors le reste de A par 18 est 10.
Sig=2(3)alors le reste de A par 18 est 16.

x3
61l.n=4g+1=3n=129+3(1)
Xb

n=3¢"+2=4n=12q"+8(2)
(2)-(1):n=12(g’-q) +5

n -5 est un multiple de 12.

Le seul multiple de 12 qui convient est 252.
Donc n = 257.

Utiliser la congruence

62.5°=125=6(17) donc 5°n - 6"=0 (17) donc le
reste est nul.

63.390=4%0= (432 =120=1(7)
La reste est 1.

64. 20122012 = (-1)012=1 (11)
Le reste est 1.

65.451 %64 -912=3x(-1)3-2=-5=2(7).
Le reste est 2.

66. 3126 — 5126 = 526 _ 5126 _ (52]13 _ [52]63
=(-1)"-(-1)¢#=0(13)
Donc divisible par 13.

67.162 + 18" = (-1)"+ 1"=-1+1=0(17).

Donc divisible par 17.

68_ 4n+1 4 3+l = [24]n X2+ [34]/7 %X 3
=1"x2+1"x3=5=0(5).
Donc divisible par 5.

69. 1. On a le tableau suivant :

x=(4) 0|1 213
x2=(4) | 0| 1|01

2. On raisonne modulo 4
Tx? - 4y? =1 (4) = 3x? =1 (4)
D'apres le tableau cela est impossible.
. x+3=14l=x+3=1(2)
=x=01(2)
x doit étre pair.

70. 1. Aln) et n ont des parités contraires.
2.Sin=0(3)alors Aln) =1 (3].
Sin=1(3)alors Aln) =2 (3).
Sin=2(3)alors Aln) =2 (3).

Aln) n’est jamais un multiple de 3.

3. Sid divise Aln) alors n* + 1 =0 (d)
7
=n‘=-1(dl=n®=1(d)

71. Fausse. Contre-exemple :
a=2(6)etb=3(6)=ab=0(é)

72. Fausse. Contre-exemple :
Six=8(12) alors 2x=16=4(12)

73.1.11x* - 7y?=5(5) = x? - 2y’=0 (5).
On a donc x? = 27 (5).
2. 0n a le tableau suivant :

x=..08) |0 |1]|2|3]4
¥=..08) [ O |1 ]4]4]1
y=..(8) |0 |1]2]|3]4
2»#=..8)|0|2|3|3]2

3. La seule solution estx=y =0 (5).
x et y sont donc multiple de 5.
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4. Si 5 divise x et y alors 25 divise x2 et y? donc 25
divise 11x? = 7y? donc l'équation (E) n’est jamais
vérifiée.
74.1.3) 100=7x 14 + 2 donc 100 = 2 (7).
b) 3x? + 7y2 = (109" (7) = 3x? = 2" (7)
2. 0n a le tableau suivant :
x=..(7) 0123|415
3x*=..(7)| 0|3 |5|6|6]|5]|3
3.Sin=0(3)alors 2"=1 (7).
Sin=1(3)alors 2=2 (7).

Sin=2(3)alors 2"=4 (7).

4. Comme 3x% ne peut étre congru a 1, 2 ou 4
modulo 7, U'équation (E) n'a pas de solution.

Exercices d'entrainement p. 94

Déterminer une série de restes
75.1.0n a le tableau suivant :

n=..[4) |01 |23
2’=..(8) | 1|2|4]3

2.1 3572017 = 92017 = [24]504 x2=2 (5]

76. On établit la série des restes :
n=..(5) 011123
4= (11) 114|519

3x4=..(11) | 3| 1|45

3x4"+2=011)=3x4"=9(11)
On en déduit que n=4 (5).

77. 1. On établit la série des restes :
n=..(5) 01 2| 3| 4
5r=..(11) | 1 513|419

2.2 0182019 = 52019 = [54]504X Bh=H4=9 [11]
Le reste est 9.

78. 1. 0On établit la série des restes :

L8 (0] 1]2
O ) I I I B A '

2.2 0142 014 = 72 014 = [73]671 X 71 =7 [9]

n
7n
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79. Proposition 1 : vraie.
2018=2(7)et22=1(7)

20']82 020 = 22 020 = [23]673 X 2 = 2 [7]
Proposition 2 : vraie.
M=4(7)etsd=1(7)

’I 12014 = 42014 = [43]671 X 4 = 4 [7]

Conjecturer un critére de divisibilité

80. 1. Par double implication, on a modulo 17 :
x12
n=0=10a+b=0=120a+12b=0
120=1 12=-5
= a+12b=0 = a-5=0
x10 —50=1

a-5=0=10a-50b = 10a+b=0
=n=0

2.816:81-30=51=17x3divisible par 17.

16983 :1698 - 15=1683

1683 :168 - 15=153

153 : 15 - 15 =0 divisible par 17.

81.1.Sikpair10“=1(11) etsikimpair 10*=-1(11).
D'apres Uécriture de position, on a :
x=la,+a,+a,+.)-(a, +a,+a,+..)-(11).

2. Un nombre est divisible par 11 si et seulement
si la différence entre la somme des chiffres de
rang pair et la somme des chiffres de rang impair
est divisible par 11.

3. Soit D la différence entre la somme des chiffres
de rang pair et la somme des chiffres de rang
impair.

alD=(9+7+5+3+1)-(8+6+4+2)

D =5 donc le reste de 123 456 789 par 11 est 5.
b)D=(9+0+9+0/-(8+1+8+1]

donc 10 891 089 est divisible par 11.
c)D=50x5-50x5=0

donc 9999...5 est divisible par 11.

100 fois
dD=(3+1+5+7+1)-(0+6+8+4)
D = -1 donc le reste de 147 856 103 est 10.

T
82.1.a)10=1(9)=10"= (9)
bIN=2a10"+a 10"+ ..+a,10+3,

Aveca ,a ,,..,a,,a,leschiffres de N.

10
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On aalors:
N=a +a _ +..+a +a,(9)
N=S(9)

cJN=05=0(9)
2. a) Par transitivité de la congruence on déduit :
A=B=C=D (9).

b) [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée dans les éditions sui-
vantes : « ... avec au plus 8 056 chiffres. ... »

2 01420 < (104)291% = 1089 (8 057 chiffres)
Donc B a au plus 8 056 chiffres.
OnaB<9x805 < B <72504.
AC<=9Ix5aC=<45

d) La somme des chiffres des entiers inférieurs a
45 est maximale pour 39 soit 12 donc D < 12 < 15.

e)2014=7(9) et 72=11(9) donc
2 0142014 = '72014E [73]671 X '7 = 7 [9]

D est un nombre inférieur a 15 dont la somme des
chiffres vaut 7, le seul choix est D = 7.

83.1.Six=2uninverse estx' =3 car
2x3=6=1(5).

2.Six=3uninverseestx'=2etsix=4uninverse
estx' = 4.

3. x=5n"admet pas d'inverse car 5 =0 (5] et pour
touta € Z, 5a =0 (5).

4. On peut remplir le tableau:
x=..5) (01|23
x'=..(5) 11312
5.a) 2x=3(b) ©@x=2"%x3=9=4(5)

=106 bx=106lx=4"x1=4(5])

Ecriture décimale

84. Soit a le chiffre des milliers de départ. Comme
les chiffres d'aprés sont consécutifs a < é.

Aprés permutation on obtient le nombre n :

n=[@+1)x10°+ax102+(a+2)x 10+ (a + 3

Comme 10"=(-1)"(11), on a:
=-(a+1)+a-(a+2)+a+3=0(11)

n est donc multiple de 11.

85. Soit n = abc et son renversé r = cba.
Onaalors:

10=1(9)
n-r=la-cJx10%+(c-a) & n=0

n - r est donc divisible par 9.

Travailler l'oral

86. 1. a) Une année non bissextile a 365 jours
et 365 = 1 (7). Donc chaque année non bissextile
décale d'un jour. Une année bissextile décalera
d’un jour supplémentaire.

Entre 2012 et 2062, il y a : 50 années dont 13 bis-
sextiles, cela décalerade : 50 + 13=63=0 (7).

Le 01/01/2062 sera donc un dimanche.

b) Entre 2012 et 2041 il y a 29 années dont 8 bis-
sextiles (2012 bissextile).

Janvier de 31 jours décale de 3 jours, février 2041,
de 28 jours, ne décale pas :

Du 01/01/2012 au 10/03/2041 :
29+8+3+(10-1)=49=0(7)

Le 10/03/2041 sera encore un dimanche.

c) Il faut revenir en arriére donc on soustrait :

du 10/04 au 01/05 : 20 = 6 (7) jours
du 01/05 au 01/06 : 31 =3 (7) jours
du 01/06 au 01/07 : 30 = 2 (7] jours
du 01/07 au 01/08 : 31 =3 (7) jours
du 01/08 au 01/09 : 31 =3 (7) jours
du 01/09 au 01/10 : 30 =2 (7) jours
du 01/10 au 01/11: 31 =3 (7) jours
du01/11au01/12:30=2 (7] jours
du 01/12au 01/01:31=3 (7) jours

Total du 10/04 au 01/01 : 27 = 6 (7) jours.

Du 01/01/54 au 01/01/2012, on a 58 = 2 (7) années
dont 14 =0 (7) bissextiles, doncon a :

-6-2-0=-8=-1(7)
Andrew Wiles est né un samedi.

Exercices bilan p. 95-96

87. Suite et terminaison décimale
1.u, =64, u,=314,u, = 1564, u, =7 814

On peut conjecturer que les termes de la suite se
terminent alternativement par 14 et 64.

=550 - 6) - 6=25u -36=u_(4)
Onaalorsu, =u,=14=2 (4] et
Uy, , =U,=64=0(4).

2.u
n+

89
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3. a) Initialisation : n = 0, on a 2u, = 28 = 52+ 3.

La proposition est initialisée.

Hérédité : soit n € N, supposons que 2u_=5"2+3,
montrons que 2u_, =5"*+3:

2u =10u -12=5(5"2+3]-12=5"3+2

La proposition est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité, pour
toutn €N:2u =5"2+3.

b) Pour k = 2, 5= 25 (100}, on a alors :
2u =5"?+3=25+3=28(100).

c) D'aprés b) , il existe k € N, tel que :
2u =28+ 100k & u_= 14 + 50k

Donc u =2 + 2k = 2(1 + k) (4).

Si n est pair d'apres 2. u =2 (4) donc k est pair et
donc u, =14 + 50k = 14 (100).

Si n est impair d'aprés 2. u_ = 0 (4] donc k est
impair et donc u, = 14 + 50k = 14 + 50= 64 (100).

88. Suite et congruence

1. a) Initialisation : n =0, ona 2u,=0=3"-1.

La proposition est initialisée.

Hérédité : soit n € N, supposons que 2u, = 3" -1,
montrons que 2u_ =3""-1:

2u ,=6u +2=3(3-1)+2=3""-1.

La proposition est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité, pour
toutneN:2u =3"-1.

b) On trouve 3°=1(7) donc n = 6.

cu,y,, =B -1=1%-1=0(7)

u,,,, est divisible par 7.

2.a)u,=0(5;u,=1(0);u,=4(5;u,=13=3(5);
u,=40=0(5).

b) On a le tableau suivant :
m=...(5) 0
3m+1=..(5 | 1 4

c) D'aprés le tableau :

=0(5)

s =4 (5)

d) Pour avoir u =2 (5), d'aprés le tableau, on doit
avoir u_, = 2 soit pour tout n € N, u_ =2 (5) ce qui
n'est pas le cas car u, = 0 (5]. Il nexiste pas de
solution.

u=40)=u, =3(056=u,

1 2

=u_=105=u,

4
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89. Diviseur commun

1.a,= 205 eta, =3 277

_ 16[42n+1 +’|] _3_ 42n+3 +1 _
5

2.16a, -3

n+1

M2n+1)

3.4=-1(5) = 4> =(-1)1=-1(5)
Donc 421 + 1=0 (5).
427 + 1 est divisible par 5 donca, € N.

4. a) d divisea eta ., doncd divise toute combi-
naison linéaire de a eta , doncd divise :

16a +(-1)a_,=16a -16a +3=3.

d estundiviseurde 3doncd =1oud =3.

bla  =16a +3=a (3).

cJa,=1donca =a _,=..=a,=1(3)

a_n’est donc pas divisible par 3.

d) de c) comme d = 3 on en déduit que d = 1.

90. Divisibilité
Proposition 1 : vraie.
M=0(27) = 100a + 10b + c =0 (27)
= 100a=-10b-c (27) E,
M- N=99a-90b-9c=99 +9(-10b - c] (27)
D'aprés E, : M- N=99a + 9(100a) = 999a 0 (27).

Proposition 2 : vraie.
n

=13 = 22n=103]=221-1=0(3)
Proposition 3 : fausse.
Contre-exemple : x=2=0(3) et 22+2=6=0 (6).

91. Cube et terminaison décimale
A.1.2009=16x25+9 donc2009=9(16).
20092=92=1 (16). Le reste de 2 0092 par 16 est 1.
2.2 0098%" = (2 0092)4%0 x 2 009 = 2 009 (16).

B.1.a) 2009 =5x 401 + 4 donc 2 0092=42=1 (5)
u,=2009? - 1=0 (5], u, est divisible par 5.
blu ,=(u +1)°-1

=ud+5uf +10u +10u2 +5u, +1-1

1

=u (ué +5u +10u? +10u, +5)
=u [u* +5(d +2u? + 2u, + 1]
c) Initialisation : n = 0 : v est divisible par 5.
La proposition est initialisée.
Hérédité : soit n € N, supposons que u_ est divi-

sible par 5™'. Dans la factorisation de u_, le
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premier facteur est u_et dans le second tous les
termes sont divisibles par 5, donc par produit u,_,
est divisible par 5™' x 5 = 5™2, La proposition est
héréditaire.

Conclusion : pour tout n € N, u_divisible par 5™
2.a)u, =(u,+1)°-1=2009"-1.

uy,=(u, +1°-1=2009"-1.
u,=(u,-1)°-1=2009%" -1

D’aprés le 2. c), u, est divisible par 5 = 625, donc
2009%° =1 (625).

b) 2 009%%" = (2 009%%°)32 x 2 009 = 2 009 (625)

C. A =20098%" - 2 009 est divisible par 16 et 625
donc A est divisible par 16 x 625 = 10 000.

2 009801 = (2 0092¢7)3 =2 009 (10 000).
L'entier cherché est donc 2 0092¢¢7.

92. Puissances de 2,3 0u 5

1. a) Un nombre et son carré ont méme parité,
donc si a®> + 9 = 2n, a% + 9 est pair et donc a? est
impair et donc a est impair.

b) Si a est impair, alors a =1 (4) ou a =3 (4). En
élevant au carré a’=1 (4] dans les deux cas et par
suite a2 + 9 =2 (4)

n >4, donc 2" est divisible par2*=16d'ol 2"=0 (4).
Le probléme n’a donc pas de solution.

2. a) Déterminons le cycle des restes de la division
de 3" par 4.

39=1(4),3'=3 (4),32=1 (4).

Le cycle est donc de 2.

¢ Sin est pair, 3"=1 (4).

¢ Sinestimpair 3"=3 (4).

b) D'aprés la question précédente 3" est impair,
donc a% + 9 est impair, donc a? est pair et par suite
a est pair.

c)3"-a2=(3r)2-3%2= (37 - a)(3" + a)
Commen>3,onaa=0etcomme3"-a2=9, dela
factorisation, on déduit le systeme suivant :

{3,, ~a=1
3F+a=9
Par somme des équations :

2x 3 =10 3 =5impossible
3.ala?+9=5ea’=2"=(-1"(3)

Sinestimpair, a?=-1=2(3). D'apres le tableau de
congruence suivant :

L8 0|12
o <) I I I B

a

82

U'équation est impossible.
b) 5" - a? = (5°)% - a? = (57 - a)(5° + a)

On obtient alors le systeme suivant :
5% -a=1
5 +a=9
Par somme des équations : 2x 57 = 10 < 5= 5.

On obtient alors p = 1, on déduit alors a = 4.

L'unique solution est alors : 42 + 9 =52

93. Rep-units

A. Divisibilité par 3 et 7

1.a) 10 =1 (3) donc pour toutj € N, 101 =1 (3).

BIN =10 +.. 10+ 1=px 1=p (3]

c) Np est divisible par 3 si, et seulement si, p=0 (3).

2. a) On obtient le tableau :

m|O0O|1T|[2|3]4]5]6
al1|3]|2]|-1]-3|-2]|1

b) On divisepparb6:p=ég+ravec0<r<é
10° = 10%+ = (10¢)9 x 10" donc :
10°=1(7) & (10¢)9x 107 =1 (7)

100=1(7)

< 100=11(7)

orcomme r<6,dapreés le tableau de la question a),
la seule valeur possible est r=0.

p est un multiple de 6.
c]Np=1+10+102+...+10”—1.

Np est la somme des p premiers termes d'une
suite géométrique de raison 10 et de premier

1-100 107 -1
1-10 9
d) Si 7 divise Np alors 7 divise 9Np immeédiat.

Réciproquement, si 7 divise 9Np , comme 7 et 9
sont premiers entre eux, 7 divise Np.

N,=0 (7) & IN,=0 (7).
e) D'apres l'égalité de la question c), 9N, = 10° -1
NPEO[7]<:9NPEU[7]<:>'|0P— 1=01(7)
= 100=1(7) = p=01(6)

terme 1, on a donc :Np =

91



Livre du professeur - Maths Terminale expertes

B. Un rep-unit strictement supérieur a 1 n’est
jamais un carré parfait :

1. a) On obtient le tableau suivant :
n=(10) 0(1(12|3|4|5|6|7|8]9
n?=(10) 011141916 |5]6[9]4]1

b) D'aprés le tableau, la terminaison 1 pour un
carré se produit uniqguement si le nombre n se
termine par 1 ou par 9=-1(10) donc n = 10m + 1
oun=10m-1.

c) On éléve au carré ces deux possibilités :

en=10m+1<n?=100m?+ 20m + 1
n?=20(5m?+m)+1 < n=1/(20)

en=10m-1<n?=100m?-20m + 1
n?=20(5m?-m)+1 < n=1/(20)

2.Sip=2alors N,=11(20)

¢ Sip =3, on peut décomposer Np comme :

N,=102(1+10+...+ 107 + 11.
Comme 10>=0(20] alors N =11 (20).

3. Comme pour toutp =2, N =11 (20), d’aprés la
question 1. ¢} N n'est pas le carré d'un entier.

94. Date anniversaire

A.1.Pourle 1°raolt,onaj=1etm=8:
12j+37m=12+37%x8=12+296 =308
2.a)z=12+37m.

12/=0(12) et 37=1(12) doncz=m (12).

b)z=m (12) avec 1 < m < 12, donc m est le reste
de la division par 12 de z si le reste est non nul.
or 455 =12 %37 + 11 donc m = 11. On déduit que

.:455—11x374'

12
La date anniversaire du spectateur est donc le
4 novembre.

B. 1. On obtient l'algorithme suivant :

Variables : j, m entiers
Traitement
pour mde 1 a 12 faire
pour jde 1 a 31 faire
z«12j+31m
siz="503 alors
Afficher j, m
Fin si
Fin pour
Fin pour

2. On trouve qu'une seule solution le 29 mai.
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Préparer le BAC Je me teste p. 98
95.B 96. A 97. A

98. A 99.A 100.B

101.D 102.D 103.C

104. A 105.A 106.B

Préparer le BAC Je révise p. 99

107. Diviseurs

1. 700 a 18 diviseurs : 1;2;4;5;7;10;14;20;
25:28:35;50;70;100;140;175; 350 ; 700.

2.nef{-2,-10,1}

108. Equations

a) Les couples de la forme (0 ; y) et [x ; 13) avec x,
yeN

b) (6 ; 4)
d) Pas de solution.

c(3;1)

109. Divisibilité
ne{3,9}

110. Diviseurs communs (1)

1. Opération sur les multiples :
d divise 5(3k + 2) - 3(5k - 7) = 31.
2.d{-31;-1;1,31}%L

111. Diviseurs communs (2)
d divise ba-9b=7doncd € {-7,-1,1,7}.

112. Divisibilité
1. A = bklk + 1)

2. k et [k + 1) sont des entiers consécutifs donc l'un
d’eux est pair. 8 divise alors A.

113. Division euclidienne : vrai ou faux ?
1. Vraie.n = 66g +5=11(6g) + 5

2. Fausse. Contre-exemple : n =16

le reste de n par 11 est 5 et par 66 est 16.
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114. Division euclidienne
1. a+b=1400avecb > 16
a=bqg+16
2.bg=1384
3.1384=2°%173

(a; b) €{(12270;173) ; (1 054 ; 346) ; (708 ; 692] ;
(16 ; 1384)}

115. Restes

%<bs%@33sbs34

16 15

b € {33, 34} les restes possibles sont 29 et 14.

116. Quotient
Les entiers cherchés sont 0, 65, 136 et 219.

117. Congruence
Voir Apprendre a démontrer p. 90.

118. Restes et congruence
1.27=28-13=-11(7)

2.1 5152006 = (33]668 = (~1)668 = 1 (7)

Donc 1 5152%4 - 1 est divisible par 7.

32018 = 33><672+2 = [33]672 X 9 = [_’I ]672 X 2 = 2 [7]
Donc le reste de 329" par 7 est 2.

119. Piéces d’un puzzle

1. Elle a raison :
n=30B)=2n-11=6-11=-5=0(9)
n=27=2n-1=4-11=-7=0(7)
n=19=2n-11=2-11=-9=0(9)
n=01=2n-1M=-11=0011

2. Le puzzle contient 1 738 pieces.

120. Résolution d’équations

alx=2(3)

b) Avec un tableau de congruence, on trouve :
x=1(5loux=3(5).

121. Tableau de congruence

1.
x=..(6) 0|12 |3]|4]5
x2=..[6) 0|1 |4|3]4]1
x+4=..(6) 41312111015
xX2-x+4=.16) | 4 | 4| 0| 4| 4|0

2. Les solutions sontx=2 (6) oux=5 (6).

122. Cycle de restes
1. Le cycle des restes de 4" par 7 est 3.

LB {o|1]2
N v/ I I T /3

2.2020=4(7)et2019=0(3)donc202020%=4=1 (7]
le reste est donc 1.

Exercices vers le supérieur  p.100-101

123. Le numéro INSEE ou de sécurité sociale
1.A=10¢x B, or 102=3(97) donc 10¢=33= 27 (97).
Onaalors:A=27B+C (97).
2.B=2840717=97x29 285+ 72
C=300941=97x3102 + 47

Donc B=72(97) et C =47 (97).
Onaalors:A=27x72+47=1991(97).
Or1991=97x20+51doncA=51(97).
Onaalors: K=97-51 = 46.

3. On peut écrire le programme suivant :

n
4n

cle (B,C):
A=27*B+C
K=97-2A%97
return K

cle(l 620 674,86 017)=76
4. Siun des 15 chiffres de la clé est erroné :
¢ Un des chiffres de A est erroné.

Soit A = a;,a,,...g,
Supposons que c'est le i-ieme chiffre. C'est-a-dire
qu'au lieu de a,, on a a/. Il faut alors comparer le
vrai nombre A avec le nombre erroné A”. Si l'erreur
n'est pas détectée, on a

A-A=(a-a/)x10=0(97)
97 doit diviser (a, - a,") x 10, comme 97 et 10 sont
premiers entre eux, alors 97 divise (a,. - al.']. Or
-9<a,-a/<%9donca-a’=0<a-=a/.
Donc sia, = a/ Uerreur est détectée.
e Un des deux chiffres de K est erroné, U'erreur est
automatiquement détectée car K est un reste.
Si on inverse deux chiffres consécutifs de A soit a,
eta, .

A-A'=(9a, -9a)x10
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Si lerreur n'est pas détectée, 97 doit divi-
ser (9a, - 9a,’) x 10, comme 97 et 10’ sont pre-
miers entre eux, alors 97 divise (9a, - 9a’). Or
-81<9a -%9a’<81donca-a’'=0a=a’
L'erreur est donc détectée.

......

124, Ecriture décimale et divisibilité

1.u, =31, u,=331, u, = 3331

2. a) Initialisation : n =0, ona3u,=3=10"-7

La proposition est initialisée.

Hérédité : soitn € N, supposons que 3u_=10""-7,
montrons que 3u = 10"?-7:

3u,,, =30u +63=10(10""-7)+63=10"2-7

La proposition est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité, pour
toutn €N:3u =10""-7.

b) 3u, = 99...93 donc u, = 33...31
n fois n fois

3. D’aprés la terminaison de u , 2 et 5 ne divise pas

u_etlasomme Sde ses chiffres S=1 (3)donc 3 ne

divise pas u .

4.a) De 10=-1(11) et -7 =4 (11), on en déduit :

Bu = (-1 +4=4- (1)

bJOnau =3 (11 ouu, =5(11].

11 ne divise pas 3u, comme 11 et 3 sont premiers
entre eux, 11 ne divise pas u.
18
5.a) 102=-2(17)=10"=28=1(17)
%
b) On aaussi 102=-2(17)=108=2=-1(17)

3u1ék+8 =3 x 1016k+8+1 _ 7
U8 = 3(10%)%(108)(10) - 7.

Donc 3u,,, .=3(1)4-10) - 7=-37=-3 (17).

17 ne divise pas 3u,,, . comme 17 et 3 sont pre-

16k+8
miers entre eux, 17 ne divise pas T
+8

125. Carré parfait

On montre a laide d'un tableau de congruence
que les terminaisons d'un carré sont : 0, 1, 4, 5,
6ou9.

1295 377 se termine par 7 donc ce n'est pas un
carré.

126. Systeme de congruences
1.11=2(3) et 11=1(5) donc 11 est solution de (S).
2. Si n est solution de (S) alors :
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n=2@=n-11=-9=0(3)
n - 11 est divisible par 3.
3. De méme si Si n est solution de (S) alors :

-1
n=1(5) =2n-11=-10=0(5]
n - 11 est divisible par 5.

5 et 3 sont premiers entre eux donc 15 divise
n-11.0nalorsn-11=15% = n=11+ 15k.

Réciproquement, on vérifie rapidement que si
n=11+15kalors:n=2(3)etn=1(5).

Les solutions de (S) sont tous les entiers de la
forme 11 + 15k, k € Z.

127. Base 12 et divisibilité
1.a]N1= 11 %122+ 12+ 10=1606

b) Par divisions successives par 12, on trouve :
—12
N, =703 .
i=0
2.a)Comme 12=0(3)=12'=0(3)
N=a,(3)
Un nombre, en base 12, est divisible par 3 si, et
seulement si, son dernier chiffre est divisible
par 3.

b) N, dans son écriture en base 12 se termine par
3 donc N, est divisible par 3.

VieN

3.a)12=1011) = (127=1)(12)

N=za><12" zZa, (3)
i0 i=0

Un nombre, en base 12, est divisible par 11 si, et
seulement si, la somme de ses chiffres est divi-
sible par 11.

—12
b) La somme S, des chiffres de N, = Bla
S,=11+1+10=22=0(11)

Donc N, est divisible par 11.

—12
4. N=x4y est divisible par 33 si, et seulement
si, N est divisible par 3 et par 11 (car 3 et 11 sont
premiers entre eux).

En appliquant les critéeres de divisibilité, on a :

y=0() - y=0(3)

x+4+y=0(11) x=-4-y(11

x et y étant des chiffres compris entre 0 et 11, 4
choix sont possibles poury: 0, 3, 6, 9. x est alors le
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reste de la division par 11 de (-4 - y). On peut alors
remplir un tableau :

¥y 0 3 6 9

~b-y | -4 | -7 | -10|-13
X 7 4 1 9
—12 —12 —FF12 —F12
Les solutions sont : 740 ; 443 ;146 ;949 .

Soit en base 10 : 1 056 ; 627 ; 198 ; 1 353.
Ces 4 nombres sont multiples de 33.

128. Division euclidienne

a) 3=2(25) et 2'°=1024=-1(25)

32089 = (33)676 x 3= (294 x 26 x 3= (-1)% x 64 x 3
=-192=8(25)

Le reste est 8.

b) 55=6(7) et 6=-1(7)

55234567 = 6234567 = [_’l ]234567 = _’I = 6 [7]

Le reste est 6.

c)4321=21(7);1232=2(7); 22=1(7)

43271'57 4 12344321 = (29)412 x 2 + (2°)1920 x 2

=2+2=4(7)
Le reste est 7.

129. Divisibilité

Initialisation: n =0, on a:
(@a+1)"-al0+1)-1=0.

Donc divisible par a2. La proposition est initialisée.
Hérédité : soit n € N, supposons que
(a+ 1) -aln+1)-1=0I(a%.

En multipliant par (@ + 1) on a :
(@a+1)™2-ala+1)ln+1)-(a+1)=0I(3%
(@a+ 1) -aln+2)-1=a%n+1) (3%

@+ 1)"2-aln+2)-1=0(a?)

La proposition est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité, pour
toutn € N : (@ + 1) - aln + 1) - 1 est multiple
de a2

130. Résolution d’équation (1)
17=11(8);31=-1(8);22=46(8)

mod 8
17x2-31)2=22 = (¥ +1?=6(8))

On remplit un tableau pour connaitre les restes
d’un carré modulo 8 :

8|0 1|2 |3|4|5]|6]|7
SO £ /A O O O O O/ B

a

aZ

Les restes possibles avec la somme de 2 carrées
modulo8sont:1:4;:;2:5;0.

L'équation n'a donc pas de solution.

131. Résolution d’équation (2)
1.x2-4x+3=(x-2)2-1

2. On obtient le tableau

~12) | 0 |1 213|456
L1200 |1 |49 41

t
t2

3. En remarquant que :
(t+6)2=t2+12t+36=1t2(12)

On a a laide du tableau :

2=1012) =t=1(6)out=5(6)
4.x2-4x+3=0(12) =x-2]=1(12)
On trouve alors : x=3 (6) oux =1 (6).

132. Equations
a) Pas de solution.
c)x=9(26) oux=22(26)

b)x=6(7)
dlx=8(11)

133. Systémes
En s’inspirant de l'exercice 126 :

a) x=13(30) b) Pas de solution.

134. Equation du second degré

En remarquant que :
X=-2x+2=x2-2x+2-17=x*-2x-15(17)
On peut factoriser avec la forme canonique :
x?=2x-15=(x - 5)(x + 3]

Donc 17 divise x* - 2x + 2 si et seulement si 17
divise (x - 5)(x + 3) donc comme 17 est premier 17
divise (x - 5) ou (x + 3). On en déduit que :

x=5(17)oux=-3=14(17).

135. Divisibilité

a5 +5 +1=2"+2=2(2"-1) (3)

3 divise 2" - 1 donc n est pair.

b) Le cycle des restes de 2" par 7 est de 3.
Par disjonction des cas :
sin=0(3)alors22n+2"+1=3(7) ;
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sin=1(3)alors22n+2"+1=7=01(7);
sin=2(3lalors2?2n+2"+1=21=0(7).
Les solutions sont les entiers n non multiples de 3.

136. Forme d'un carré et d’'un cube
1. On peut faire une tableau :

a..|[5) 0| 112 )|31|4

a2=.8) | 0|1 |-1|-1]1

Donc si a est non multiple de 5 alors :
a’=bn-1oua?=bn+1.
2. On peut faire une tableau :
a..l7) 0|12 |3 |4]5]6
@=.7 |01 |1 ][-1]1[-1]-1

Donc si a est non multiple de 7 alors :
a?=7n-1oua?=7n+1.

137. Carré parfait
Si la proposition est vraie alors, on doit avoir :
nln + 1)(n + 2){n +3) + 1 = (an? + bn+ c)?

En considérant les termes extrémes, on doit avoir
a=c=1. Ensuite, on développe et on identifie :

nln+1n+2)n+3)=n>+3n+11n%+ 6n + 1
(n?+ bn +1)2=n*+ 2abn® + (b2 + 2) n% + 2an + 1
On déduit que l'égalité est vraie pour b =3
nln+1)n+2)ln+3)+1=(n2+3n+1)2

138. Divisibilité
1.5 +n=-n+n=-nln-1)n+1)(6)

Comme n et (n + 1) sont deux entiers consécutifs,
lun des deux est pair.

Comme (n-1), net(n+1) sonttrois entiers consé-
cutifs, Uun des trois est multiple de 3.

2 et 3 divise n(n - 1)(n + 1) donc 6 divise ce produit
et donc 5n% + n =0 (6).

2. [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée dans les éditions sui-
vantes : « ... 7 divise (42" + 22" + 1). »

Ona:42 +22 +1=22(22 + 1) +1

22 =2, 22=4(7) et 22 =2(7) donc le cycle des
restes de 2% par 7 est de 2.

Par disjonction des cas :

sinpairalors 222 +1)+1=7=0(7);

si nimpair alors 22 (2 + )+ 1=21=0(7).
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Donc 4% +2% +1est divisible par 7.

139. Décomposition de (8n + 7)
1. 8n + 7 est impair.

2. On remplit un tableau des restes des carrés
modulo 8 :

.8 |01 |23 |4]|5]6]|7
U 1) O /S O O O O A/ B

a

aZ

Les restes possibles pour un carré sont 0, 1, 4.
Les restes impairs possibles avec la somme de 3
carrés modulo 8 sont possible avec 1 ou 3 restes
impairs :

¢ 1 reste impair: Tou5;

* 3 restes impairs : 3.

On ne peut donc pas obtenir un reste de 7.

3. 8n + 7 ne peut pas étre obtenu avec la somme
de trois carrés.

140. Somme de trois cubes

On développe :
n+n+1P+(n+2P2=3n+9%+15n+9
On en déduit alors que :
mP+n+1P+(n+2P=3n+15n(9)
Comme 15=-3(9),0na:
m+n+1P+(n+2P=3nln-1)n+1]9)

(n - 1), n et (n+ 1) trois entiers consécutifs donc le
produit est multiple de 3 et donc :

3nln=-1]n+1)=01(9)

141. Congruence puissance n
a=bln)ea=b+kn kEZ

2 = i[';jb”"'lkn]’ “br+ (:]bkn . i{’l_’]bﬂ-f[kn]f

i=0

“[n
Comme =2, 2[/] b(kn) =0 (n?)

i=2

1

On adonc a"=b" (n?).

n
[ j bkn = bkn?=0 (n?)

142. Solutions rationnelles

1. On remplace x parB dans 'équation et en mul-

tipliant par ¢®, on obtient : p® - p?q - 2pg? + ¢* =0
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2. En raisonnant modulo 2, on obtient alors :
pP-pq+q°=0(2) = p’lp-ql+q°=0(2)
3. On sait que g et g°> ont méme parité donc
P=qe-g+q°=0(2).
Sip=11(2), léquation (E) devient :

-q+°=0(2)
1-9+¢°=0(2) o 1=0(2)
Si p est impair U'équation (E) n"a pas de solution.
4. Si p est pair alors U'équation (E) devient :
=02 =g=0(2)

p et g sont pair ce qui est contradictoire avec P
irréductible. q

L'équation (E) n"'admet pas de solution rationnelle.

143. Duel Fort Boyard

ILfaut avoir une stratégie simple pour que le joueur A
qui commence gagne a tous les coups. Comme
les joueurs peuvent prendre 1, 2, ou 3 batonnets a
chaque tour, il faut raisonner modulo 4. Le joueur
A fait en sorte que le nombre de batonnets enle-
vés, apres que le deuxieme joueur B ait joué, soit
de 4. Par exemple si le joueur B prend 1 batonnet,
le joueur A prend 3 batonnets. Le joueur A prend
n batonnets au premier tour. Apres k tours et apres
que le joueur A ait joué, il ne doit rester qu’un baton-
net. On doit donc avoir :

n=19=3(4)

Pour que le joueur A gagne a tous les coups, il faut
donc qu’il prenne 3 batonnets au premier tour et
qu’il prenne ensuite le complément a 4 de ce que
le joueur B prendra.

Travaux pratiques p. 102-103

TP1. Diviseurs d’un entier

e Durée estimée : 30 min

¢ Objectif : Déterminer un programme qui per-

mette de donner tous les diviseurs d’un entier.

A. Propriété

1. On obtient les tableaux suivants :
Diviseurs 1 2 3 5 6 10
Diviseurs [150| 75 | 50 | 30 | 25 | 15

Diviseurs 1 213411689 |12
Diviseurs [ 144 |72 | 48 |36 |24 |18 16|12

2. Les diviseurs de la 2¢ ligne sont les quotients du
nombre par le diviseur de la 1™ ligne.

Le dernier diviseur d de la 1™ ligne doit étre le plus

grand diviseur de ntel que d < \/;

B. Programmation
1. Ligne 5 : while i<=sqrt(n)
2. |l ne faut par ajouter le quotient lorsque celui-ci

est égal au diviseur. On ajoute alors un test avant
d’ajouter le quotient a la liste. Soit :

from math import*
def div(n):
D=[]
i=1
while i<=sqrt(n):
if n%i==
D.append (i)
if n//il=i:
D.append (n//1i)
i=i+1
D.sort ()
return D

On obtient avec une boucle itérative :

from math import*
def div(n):
D=[]
for i in range(l,int(sqrt(n)+1):
if n%i==
D.append (i)
if n//il=i:
D.append (n//i)
D.sort ()
return D

TP2. Division a Uécole élémentaire

¢ Durée estimée : 20 min

e Objectif : Déterminer un programme permet-
tant de trouver le quotient et le reste dans une
division par soustraction successives.

On peut proposer l'algorithme suivant :

def division (a,b):
q=0
while a>=b:
a=a-b
q=q+1l
return q,a

97



Livre du professeur - Maths Terminale expertes

division(32,5) — (6,2)
division(12,13) — (0,12)
division(1 412,13) — (108,8)

2. On fait un test pour savoir si a est positif ou non,
s'il est négatif, on fera des additions successives
jusqu’a que le résultat soit positif ou nul.

def division (a,b):
q=0
if a>=0:
while a>=b:
a=a-b
q=q+l
else:
while a<0:
a=a+b
q=q-1
return q,a

division(-114,8) — (-15,6)

TP3. Algorithme de Luhn

e Durée estimée : 55 min

o Objectif : Etudier un algorithme a la base de la
reconnaissance d'une carte bancaire.

1. a) On obtient le tableau suivant :

k o1 ]2|3|4|5|6]7

3, | 5|3 | 4|09 ]6]3]1

2a, | 10| 6 | 8|0 181262
R | 1|6 |8 |0]0]3]|6]2
I | 1| 7 |15]15]|15 |18 |24 |26

b) Cet algorithme prend la somme des restes dans
la division par 9 de deux fois les chiffres de rang
pair puis ajoute au résultat la somme des chiffres
de rang pair ainsi que la clé.

Si le résultat obtenu est un multiple de 10 le
numéro de la carte est correct et incorrect dans
le cas contraire.

cJ/+P+c=26+23+1=50

Le numéro de la carte est correct.

d) On obtientalors /=28 et P=17 +a
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ona:/+P+c=28+17+a+1=4b+a

Comme 0 < a < 9, pour que le résultat soit multi-
ple de 10, on doit avoir a = 4.

2. On connait alors / + P.
[+P+c=0(10)c=-/-P(10)

Comme c est un chiffre c est le reste de la division
de -/ - Pdans la division par 10. ILest donc unique.

3. On a 8 chiffres de rang impair et 7 de rang pair
plus la clé. Si tous les chiffres valent a, on a :

Deux cas de figure selonquea<4oua=>5:
e sia <4 lereste de 2a par 9 est 2a

alors/+ P+ c=8(2a) +8a = 24a

On doit avoir 24a=0 (10) < 4a=0 (10).

Donc 4a = 10k < 2a = 5k.

5 divise 2a et comme 2 et 5 sont premiers entre
eux 5 divisea <4donca=0

e sia=5lereste de 2a par 9 est (2a - 9)
alors/+P+c=8(2a-9) +8a=24a-72.

On doit avoir 24a - 72=0(10) & 4a =2 (10).
Donc4a=2+ 10k & 2a =1+ bk.

5 divise (2a - 1) et comme 5 < a < 9 donc
9<2a-1=<17et2a-1impair.

Le seulmultiplede 5est 15d'ol2a-1=15soita=8.
Conclusion : il existe deux numéros de carte
valides composés d'un seul chiffre soit le nombre
composé de 16 “0" ou de 16 “8".

4.0n a un numéro incorrect aprés inversion et l'un
des chiffres permutés est 1 l'autre a. Deux situa-
tions peuvent se produire : soit 1 est un chiffre de
rang impair soit de rang pair.

Prenons deux exemples avec S =10 avec 1 de rang
pair et 1 de rang impair :

1300 0000 0000 0005 et 8100 0000 0000 0002.
Apres inversion du 1 les numéros deviennent
3100 0000 0000 0005 et 1800 0000 0000 0002.

On obtient pour chacun de numéro §" = 12.

On a la méme évolution de S avec deux chiffres a

différents, on voit donc que l'on ne peut pas déter-
miner le chiffre inconnu.
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(O I\ HI Y PGCD, théoremes de Bézout

et de Gauss Manuel p. 104-131

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Ce deuxiéme chapitre d'arithmétique a pour but d’approfondir la notion de PGCD et de montrer limpor-
tance des théoremes de Bézout et de Gauss dans la résolution d'équations diophantiennes.

Ainsi, dans ce chapitre on démontrera et appliquera l'algorithme d'Euclide permettant de déterminer
un PGCD. Apres avoir démontré les théorémes de Bézout et Gauss et leurs corollaires, on apprendra a
résoudre une équation diophantienne du premier degré et a travers quelques exemples les équations

de Pell-Fermat. Cela sera aussi l'occasion de résoudre des problémes de chiffrement.

Objectifs

= Utiliser la définition et les propriétés du PGCD.

=> Utiliser l'algorithme d’Euclide.

= Déterminer un couple d’entiers de Bézout.

= Appliquer le théoréme de Gauss.
= Résoudre une équation diophantienne.

Il. Corrigés

Pour prendre un bon départ p. 105

1. Trouver le plus grand diviseur commun
a)7 b)12  c)4s  d)5 e) 6

2. Simplifier une fraction
a)13 b) 12 cl7 d) 11

3. Déterminer si des nombres sont
premiers entre eux

a) Oui b) Non : PGCD =7
d) Non : PGCD =13

c) Oui

4. Diviser par un produit

a) Fausse. Contre-exemple :18.

b) Vraie car 8 et 9 ont aucun diviseur commun.
c) Vraie car 36 est multiple de 18 et de 4.

d) Vraie car 150 est multiple de 10 et de 15.

5. Résoudre une équation

al(3;2)  bl(-1;1)  ad(1;0  dI(-3;-2)

6. Traduire un probléme en équation
1.3x=34+7y

Pierre donne 16 jetons de 3 € et Lilya lui donne
2 jetons de 7 €.

2.a)3x+7y=34

Céline posséde 9 jetonsde 3€ et 1 jetonde 7 € ou
2 jetons de 3 € et 4 jetons de 7 €.

b) Le nombre maximum est 34 décomposé de
2facons : 1x7+9%x3=4x7+2%x3=34

On peut mettre dans la longueur de la plaque :

e ] rectangle dans le sens de la longueur et 9 dans
le sens de la largeur;

¢ 4 rectangles dans le sens de la longueur et 2
dans le sens de la largeur.

7. Comprendre un algorithme en langage
Python

Pour f("L") lalgorithme renvoie “Z".
En effet 11 x 11 + 8 =25 (26).
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Activités p. 106-107

1 Trouver le plus grand commun diviseur

¢ Durée estimée : 15 min
¢ Objectif : Approcher intuitivement le PGCD.

. Méthode archaique

.D84={'| 12:3:;4;6;7;12;14;21;28;42;84}
.D,,={1;3;7;21;49;147}

.DBAﬂDM7={1 :3:7; 21}

.PGCD(84, 147) = 21

5.D255={1 :3:5;15;17;51;85; 255}

D77={1 27511577}

D,,, N D,,={1}donc PGCD(255, 77) = 1

NOWON >

B. Méthode géométrique

1. On cherche a découper la plaque en carrés
de méme dimension. On commence par le plus
grand carré que l'on peut faire dans la plaque. On
prend le reste de la plaque et on réitére le procédé
jusqu’a qu’il n'y ait que des carrés. Le plus petit
carré obtenu est alors le carré cherché.

2.
91

39
52 52

13 13 13

2 Déterminer le PGCD par divisions
successives

¢ Durée estimée : 15 min

e Objectif : Elaborer un algorithme.

[ERRATUM] la premiére édition du manuel contient
une erreur corrigée dans les éditions suivantes :
remplacer 347 par 147.

1.a) 147 =105 1 + 42
b) Si d divise 147 et 105, il divise sa différence 42.
2.a) 105 =42x2+ 21

b) Si d divise 105 et 42, il divise toute combinaison
linéaire de 105 et 42 soit 105 + (-2)(42) = 21.
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3.D,,ND, ={1:3;7;21}et PGCD(147, 21) = 21
4.5726=2045%2+1636
2045=1636x1+409

1636 = 409 x 4

PGCDI5 726 , 2 045) = 409

3 Découvrir le chiffrement affine

¢ Durée estimée : 50 min
e Objectif : Approcher la scriptographie.

A. Procédé de chiffrement

1.W— 22— f(22) =250=16 (26) - Q
2. a) Par double implication

On a la suite d’'implications modulo 26 :

x19 209=1
Mx=z=209%=19z = x=19z
x11 209=1

x=192=11x=209z = 1lx=z

b) [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée dans les éditions sui-
vantes : « En déduire que la fonction ' de déco-
dage est: f'(y) =19y + 4. »
On a la suite d’équivalence modulo 26
2.a

Mx+8=yo1lx=y-8<x=19y-152

-152=4

o x=19y+4

B. Casser un chiffrement affine

1. E(4)— E(4) o ba+b=4(26)
J9) - N3] |9a+b=13(26)

2. a) Par différence entre la 2° congruence et la 17,
on obtient modulo 26 :

x5 25=-1
ha=9= 2ba=45 & -a=19<a=-19=7
blb=4-4a=4-28=-24=2(28) donc flx]) = 7x + 2.

c) Par double implication, on a la suite d'implica-
tions modulo 26 :
x15 105=1

Ix=z=105x=15z = x=15z
7 105=1

x=15z=7x=105z = 7x=z

d) On a la suite d'équivalence modulo 26 :
2.c -30=22

Tx+2=yoTx=y-2x=15y-30 x=15y+22

e) TU ES GENIAL
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A vous de jouer p. 109-117

1.1.n="54k avec k = 0 (7)
2.n€{54;108 ;162 ;216 ;270 ;324 ; 432 ; 486}

2.1.n=6kavec k #0(5)
2. Multiples de 6 non multiples de 30 de 6 a 498.

3.a=18a"etb=18b"avec PGCD(a’, b’) = 1
ab=7776 < a’b’ =24
Les seules décompositions acceptables sont :

1x 24 0u 3 x8cequidonnent les couples solutions
(18 ; 432) et (54 ; 144).

4.3=4a’et b=4b" avec PGCD(a’, b’) =1
a+b=2ba +b' =6

La seule décomposition acceptable est 1 + 5.
Le couple solution est (4 ; 20).

5.a) PGCD(840, 144) = 24
b) PGCD(202, 138) =2

6.a) PGCD(441, 777) = 21
b) PGCD(2 004, 9 185) = 167

7.a) PGCD(4 847, 5 633) = 131 donc pas premiers
entre eux.

b) PGCD(5 617, 813) = 1 donc premiers entre eux.

8. [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée dans les éditions sui-
vantes : «...a =18 480... »

1. PGCD(18 480, 9 828]) = 4

2. % et é sont des entiers premiers entre eux.

9. On peut proposer :

Entrée :

Lire a, b

Initialisation :

Donner a rla valeur du reste dans la division de a par b
Traitement

Tant que r = 0 faire

Donner a a lavaleur b

Donner a b la valeur r

Donner a r la valeur du reste dans la division de a par b
Fin Tant que

Sortie :

Afficher la valeur b

On trouve :
PGCD(1 958, 4 539) = 89
PGCD(123 456 789 , 987 654 321) =9

10.0na: def euclide (a,b) :

if b==0:
return a
return
euclide (b, a%b)

PGCD(1 958 , 4 539) = 89
PGCDI(123 456 789 , 987 654 321) = 9

11.1.87=31%x2+25
31=25%x1+6
25=6x4+1

Donc PGCD(87, 31) = 1.

2. On trouve le couple (5 ; -14).

12.1.45=38x1+7
38=7x5+3
7=3x2+1
Donc PGCDI(38, 45) = 1.
2. On trouve le couple (-13; 11).

13.1.(-1)n+1n+1)=1

2. En remontant lalgorithme d’Euclide, on trouve :
(k+ 12k + 1) + (k) (2k + 3) = 1.

14.1.41=25x1+16
25=16%x1+9
16=9%x1+7
9=7x1+2
7=2x3+1

Donc PGCD(41, 25) = 1.

2. On trouve le couple (11 ; 18).

15. (-2)(9n + 1) + 3(bn + 1) =1

(9n + 1) et (6n + 1) sont premiers entre eux donc la
fraction est irréductible.

16. (5)(14n + 3) + (-14)(5n + 1) = 1

(14n + 3) et (5n + 1) sont premiers entre eux donc
la fraction est irréductible.

101



Livre du professeur - Maths Terminale expertes

17.1. On trouve les solutions

x=4sk |y
y =33k

2. 'équation est équivalente a :
330 + 1) = 45(-y + 1)
On trouve alors les solutions :

x=_1+45k,kEZ
y=1-33k

18. 1. On trouve les solutions

{x—3=5k {x=3+5k
=

kEZ
y-2=Tk y=2+7k

2. On doit avoir :
21

7x=1+5%k < 7(x-3)=5lk - 4),, ke Z.
On obtient x =3 + bk < x =3 (5).

19. x est divisible par 3, 5 et 7 qui sont premiers
entre eux deux a deux donc d’apres le corol-
laire du théoréme de Gauss : x est divisible par
3x5x7="105.

20.n, (n + 1) et (n + 2) sont trois entiers consé-
cutifs donc l'un des trois est multiple de 3 et au
moins l'un des trois est pair.

Comme 2 et 3 sont premiers entre eux, d'aprées le
corollaire du théoreme de Gauss, 3 x 2 = 6 divise
le produit.

21. 1. PGCD(4 , 3) = 1, comme 2 est un multiple
du PGCD(4 , 3), l'équation admet des solutions
entieres.

2.(2,-2)

3. Lensemble des solutions :
x=2+3k o
y=-2-4k

22. 1. Une solution particuliére est : (-1, 2).

2. Une solution particuliére de (E) est :(-5, 10).

3. Lensemble des solutions :

x=-5+8k
y=10-15k"
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23. 1. PGCD(51, 26) = 1 d’aprés le théoréme de
Bézout, 'équation admet des solutions entiéres.

2.(-1;-2)

3. Lensemble des solutions :
x=_1+26k,kEZ
y=-2+51k

24.1. PGCD(29 , 13) = 1, comme 6 est un multi-
ple du PGCD(4, 3), l'équation admet des solutions
entieres.

2.(2,4)
3. Lensemble des solutions :

x=2+13k,kEZ
y=4+2%

25.1.0n pose o = P avec PGCDIp, gl =1.
q

Ona:p=ql-ap? - bpg - cq?)
g divise p donc g = 1 et donc o entier.
2.0nprenda=0,b=0etc=n.

D'aprés 1. 3/; est soit entier soit non rationnel.

26. 1. La fonction ln est croissante et positive sur
11 +o[ , donc 0 < n2 < In3.

N2 P gln2=pln3 s n20 = N3 < 29 = 3
In3 gq

3. p = 1donc 3 divise 27 or PGCD(2, 3) = 1 d’apres
le théoreme de Gauss, 3 divise 2 ; contradiction

donc tn2 n’est pas rationnel.
(n3

27.1. 02 =5+2V6 et(0?-5]2=24
2. 0% - 1002 + 25 = 24, le polynome est
Plx) = x* - 10x% + 1

3. o rationnel alors o = 2 avec PGCDIp, g) =1

On aalors : p* = q?(10p? - ¢?.

g? divise p* donc q divise p donc g = 1
Onaalors:p*=10p?commea=0ona:
p? =10 impossible. o est irrationnel.
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28.1.p°+ p’q - 2pq* - ¢° = 0 = plp? + pg - 2) = ¢°
donc p divise g°et comme PGCD(p, gl =1,etpEZ
alors p = £1.

2.0na:p’=ql-p*+pq +q’)

q divise p® et comme PGCDI(p, q) =1, et g € N alors
g=1.

3. 1 et -1 ne sont pas solution de Plx]) = 0 donc
P n"admet pas de racine rationnelle.

Exercices apprendre a démontrer p.118

Pour s’entrainer
On démontre par double inégalité.
On pose d = PGCDI(a, b) et D= PGCDIA, B).

e d divise @ et b donc divise toute combinaison
linéaire de a et de b donc d divise (4a + 3b) = A et
(5a + 4b) = Bdonc d < D.

e ) divise A et B donc divise toute combinaison
linéaire de A et de B donc D divise (4A - 3b) = a et
(BA-4B)=bdoncD<d.

eDed=DetD<donabiend=D

Exercices calculs et automatisme p. 119

29. PGCD

al 6 b) 15 c) 23 d) 36

30. Résoudre un probléme
1.¢
2.b)

31. Propriété du PGCD

a) 12 b) 2 cé dl6

32. Algorithme d’Euclide
a) On détermine le PGCD par divisions successives.
PGCD(108,78) =6

108=78x1+30

78=30x2+18
30=18x1+12
18=12x1+6
12=6x%x2

b) PGCD(202, 138) =2

33. Quotients et algorithme d’Euclide
Fausse : les quotients successifs sont 1, 1, 6, 1.

34.Nombres premiers entre eux (1)
a) Fausse : PGCD(144 , 840) = 24
b) Vraie.

35. Nombres premiers entre eux (2)

1. Trouver une combinaison linéaire des deux entiers
égale a 1 pour tout n.

14n + 1) + (-4)n =1
2. Non, par exemple pour n=1:PGCDI4, 2) = 2.

36. Identité et théoréme de Bézout

a) Vraie. S’ils sont premiers entre eux, il existe
x2

(u;v)telque au+bv =1=2au+2bv=2.

b) Fausse. Les nombres peuvent étre premier
entre eux (cf a).

37. Divisibilite
1.c
2.3

38. Théoréeme de Gauss

a] x=—3+4k'kez
y =5k

b) X=%% ez
v =41k

39. Equation a solution entiére
1.(-2;3)

2. On peut ajouter 5 pour x et retrancher 7 pour
y:(3;-4).

40. Existence de solution
a) Vraie : 37 et 25 sont premiers entre eux.
b) Vraie car PGCD(51, 39) = 3.

c) Fausse car 2 016 est divisible par 3 donc l'équa-
tion admet des solutions.

41. Théoréme de Bézout et de Gauss
Seule bonne réponse : ¢
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Exercices d'application

p. 120-121

Utiliser le PGCD

42. On obtient les couples suivants et leurs symé-
triques : {(18; 342), (54 ; 306), (126 ; 234), (162 ; 198}

43. [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée dans les éditions sui-
vantes : « ab = 6 300 et PGCD(a , b] =15 »

On obtient les couples suivants : {(15 ; 420),
(60 ; 105)}

44, | a période est 308 jours.

45. Les cubes ont une aréte de 2,6 cm et l'on peut
en mettre 180.

46. 1. On démontre par double inégalité.

Soit d = PGCDla, b) et D= PGCDIa - b, b), d divise
aetbdoncdivisea-bdoncd=<D.

D divise a - b et b donc divise (a - b) + b = a donc
D<d.

2. a) On a les soustractions suivantes :
308 - 165 =143

165 - 143 =22

143 -22=121

121-22=99

22 -11=11donc PGCD(308, 165) = 11.
b) De la méme facon : PGCD(735, 210) = 105.
3.

def pgcd (a,b):
while a!=b:
c=abs (b-a)
a=b
b=c
return a

47.1. D divise a et b donc D divise : 2a -5b =7
DouD=1ouD=17.

Xb

2. 5n+1=0(7)1=5n=-17)=-20n=-4(7)
=>n=4(7)=2n+1=7=0(7)

Les entiers n sontn=4 (7).
3.0=7sin=4(7) dans les autres cas D= 1.

48.1.5a-3b=8
donc D = PGCDla, b) divise 8.
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x5

2.3n+1=0(8) = 3n=-1(8) = 15n=-5(8)
=n=5(8=5n-1=24=0(8)
D=8sin=5(8).

Appliquer l'algorithme d’Euclide
49. A l'aide de Ualgorithme d’Euclide :
a) PGCD(4 935, 517) = 47 ;

b) PGCD(2 012, 7 545) = 503;

c) PGCD(18 480, 8 745) = 165.

50. a) PGCD(4 847, 5 633) =131
b) PGCD(5 617, 813) =1

51. (a; b)=(175; 49)
52.(a; b) = (1425 ; 645)

53. On doit avoir : 44284=00 4uec p > 11
3510 = bg’

b divise 4284 et 3510 donc

b divise PGCD(4 284 ,3510) =18
Comme b > 11, on en déduit que b = 18.

Déterminer un couple d’entiers de Bézout
54, On trouve (-7, -3).

55. On trouve (9, 8).
56. On trouve (3, 2).

57.1.PGCD(58, 24) =2
2. On trouve (5, 12).

58. Fausse.5x 3 +(-5) x2=5et PGCD(3, 2) = 1.

59. (-2)(7k +3) + 7(2k + 1) = 1

D’aprés le théoreme de Bézout (7k + 3] et (2k + 1)
sont premiers entre eux.

60. Par soustraction :

PGCD(7n + 4,5n + 3) = PGCD(5n + 3,2n + 1)
=PGCD(3n+2,2n + 1)

2(3n+2) +(-3)(2n + 1) =1
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D’apres le théoréme de Bézout (7k + 4) et (5k + 3)
sont premiers entre eux.

61. 15(14n + 3) + (-14)(5n + 1) =1

D’aprés le théoréme de Bézout (14n + 3) et (5n + 1)
sont premiers entre eux.

Sin=6,14n+3=87etb5n+1=31
Donc PGCD(87, 31) = 1.

62.1(2n+ 1) +(-2)n=1donc " estirréductible.
2n+1
63. (2n + 1)(2n + 1) + (-4)n(n + 1) = 1 donc 2n+1
est irréductible. nln +1)
n? —
64.n2 -3+ (-n-2)n-2) =1 donc est
irréductible. n-2

nln +1)
2n + 1

65. 2n + 1)(2n + 1) + (-4)nln + 1) = 1 donc
est irréductible.

66. On démontre par double implication.
* Soit (x,, y,) une solution de ax + by = c.

Soit d = PGCDla, b), d divise a et b donc d divise
ax, + by, donc d divise c.

 Soit ¢ = kx PGCD(a, b).

D’aprés lidentité de Bézout, il existe (u ; v/ tel que
xk

au +bv =d = alku) + blkv) = c.
Donc (ku ; kv] solution de ax + by = c.

67. 6x + 3y = 1 n'admet pas de solution car
PGCD(6, 3) = 3.

7x + 5y = 1 admet des solutions car PGCD(7,5) = 1.

Appliquer le théoréme de Gauss

68.1. 1213 ez
b =29k

2. x=11+13k,k€Z
y=24+29k

E—

69.1. m et AB sont colinéaires donc :
3lx-7) =5[y - 2)

2. Les coordonnées de M vérifient :

{x=7+5k ez

y=2+7k'

70. Soit x, y et z les nombres respectifs de fléches
dans les zones a 0, 5 et 12 points.

On a alors le systeme suivant :

x+y+z=25 (E)
5y+12z=200 (E2)

1. En considérant (E2), on a:
122 = 200 - 5y & 122 = 5(40 - y).

5 divise 12z, comme PGCD(5, 12) = 1, d’apreés le
théoréme de Gauss, 5 divise z.

2. D’aprés (E1), il existe k € N tel que z = 5k et en
remplacant dans (E2) ona:y =40 - 12k.

On remplace les valeurs de z et de y dans (E1) :
x+(40-12k) +5k =25 <= x=7k-15
x>0=>k>3
y>0 =212k<40=k=<3

donc k=3 soitx=6,y=4etz=15.

Résoudre une équation diophantienne
71.1.(2;0)

x=2+4k,k€Z

2. On obtient :
{y =3k
72.1. (-7 ; -4)

2. On obtient : {“‘7*23" kEZ

y=—4+13k’
73.1. 51K y ez

y=1+8k
2.80+1=5g+4<8p-5¢g=3
3. On trouve m =2 009.

74.1.a) 7x3-5x4=1
b) [¥=2+5K ez
y=4+T7k
2. Soit z le nombre de jetons blancs.

(2+5K)+(4+7k) +z=25 <= 12k + z =19 la seule
solutionestk=1etz=7.
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Ily a7 jetons rouges, 11 verts et 7 blancs.

75. 1. Soit S, le sablier de 11 mn et S, celui de
5 mn.

Lise lance S, et S, en méme temps. Lorsqu’un
sablier est fini on le retourne. Lorsqu’on a
retourné 1 fois S, et 3 fois S, et que S, vient de
finir, Lisa donne le top. Il reste alors 2 mn pour
que S, soit fini.

2. Lisa peut mesurer toute durée entiére en
minute car 11 et 5 sont premiers entre eux.

11x - 5y = n admet des solutions entiéres.

76.1. =11 (L ner
x=3+4v

Ona:1+1MMu=3+4ves1lu-4v=2

5 Ju=2+4k
v=5+11k"
3.x=1+11u=23+ btk = x =23 (44)

Exercices d’entrainement p. 122

Systéme : équation — PGCD

77. Soit d = PGCDla, b).

Soita=da’ et b=db’ avec PGCD(a’, b’) = 1.

On notera que PGCD(a’- b’, b’) = 1 aussi.

On a: b’(a" - b’) = 12, on a quatre couples (3" ; b’)
solutions : (1;13); (3;7); (4; 7); (12 ; 3) qui
donnent les couples (a ; b) solutions :

(13;169); (395 91); (52; 91); (156 ; 169).

keZ.

78. 1. Soitd=PGCD(2n + 3, n)

d divise 2n + 3 et ndonc d divise 1(2n + 1) + (-2)n = 3.
Donc d=1Toud=3
d=3=n=03)=2n+3=0(3]

Conclusion : d=3 < n=0(3)

2.d=1<n=0(3)

79.a) X'y’ = 42

S 2 3 6 7 | 14| 21| 42
42 1 21 | 14| 7 6 | 3 2 1
6 | 12 | 18 | 36 | 42 | 84 | 126|252

252|126 | 84 | 42 | 36 | 18 | 12 | 6

=

<R =
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b) X'y’ =12
x| 1 3 4 12
RV ERE
X 5 15 1 20 | 60
y | 60| 20 | 15| 5

Recherche de PGCD
80.-2(9n+4)+9(2n+ 1) =1

81. Soit d = PGCDIa, b).
ddivise3a-b=5doncd=Toud=5
d=5&n=1(5)

d=1<n=1(5)

82. 1 .a) On divise au par b tant que le reste est
différent de 1, on incrémente wv.

b) Si b est négatif, le programme donne un reste
négatif.

2. int () transforme un flottant en entier.

3. On teste le signe de b ce qui donne :

def bezout (a,b) :
r=0
u=0
while r!=1:
u=u+l
if b>=0:
r=ax*u%b
else:
r=a*utb-b
v=int ((1-axu)/b)
return u,v

4. bezout (37,15) = (13,-32)
bezout(11,-24) = (11,5)

83.1.Soit D=PGCD(4, B)
Ddivise AetBdonc(2-nJA+B=4
donc D =PGCDIA, 4).

2.D=ben=14)
D=2<n=31(4)
D=1<n=0(2)

3.(n-1)divise4soitne{-3;-1;0;2;3;5}
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Théoréme de Gauss
84.1.0na:

a+b=p1q2+p2q1 c7
.9,
q, divise p,g, + p,q, donc g, divise p, g, comme p,
est premier avec g, alors g, divise g,.

2. Par un raisonnement symétrique, on montre
que g, divise g,

.. g,>0;9,>0
AV S =g, =g
q, divise g,

3. ab= p1_/232 € Z donc g* divise p,p, comme q est
q

premier avec p, et p,alors g = 1.
Les nombres a et b sont des entiers.

az0
85.1. 6a’=e-b e ba’=q‘a—qga o ba=qlg® -1
2. g divise 6a comme PGCDla, gq) = 1 d'apres le
théoreme de Gauss g divise 6.

ge{1;2;3;¢6}

3. En fonction de a
q a b c d e
1 a a a a a
2 a 2a 4a 8a 16a
3 a 3a 9a 27a 81a
6 a ba 36a | 216a |129%6a

Montrer la rationalité d'un nombre
86.1. f[ﬁj =0« pl2p? +5pg +5¢2) = -3¢°
q

p divise 3¢g° comme PGCDIp , g) = 1, d’apres le
théoréme de Gauss, p divise 3.

f[B] =0 2p® =ql-5p” - 5pq - 3¢°) = -3¢°
q

g divise 2p* comme PGCDIp , g) = 1, d’aprés le
théoréme de Gauss, g divise 2

2.p€{—3;—1 01 ;3}etq€{1 : 2}
On teste les 8 racines possibles. Seulement une

. 3
est une racine : ——.
2

87.1.0n pose o =§ irréductible.
fla) = 0 < p* = ql4p® + 8p%g - 13pg? - 10q°)
q divise p* comme PGCDI(p, g) = 1, on en déduit que
g="1donco € Z.
2. flo) =0 & alo® - 402 - 8o+ 13) =-10
Donc o divise 10.
.ae{-10;-5;-2;-1;1;2;5;10}
Deux racines entieres : -2 et 5.

Travailler U'oral

88. On pose x le nombre de nuités A et y nombre
de nuités B. Il faut résoudre :

+3
24x + 45y =438 & 8x+15y =146.
* Solution algorithmique :
dexety

on majore les valeurs

x$ﬂ:x$18
8

y<ﬁ=>y<9
15

On teste alors tout les couples [x ; y) pour les
valeurs possible pour x et y.

for i in range (1,19):
for j in range (1,10):
if 8%i+15%j==146":

print (i,3)

On ne trouve qu’'une seule solution (7 ; 6).
e Solution arithmétique :

8 et 15 sont premier entre eux donc l'équation
admet des solutions entiéres.

(2 ; -1) est une solution particuliére a :
8x+15y=1
donc (292 ; -146) est une solution de :
8x + 15y = 146
On trouve alors les solutions suivantes :
{x=292+15k

kez
y=—146 -8k

On cherche ensuite les solutions positives
x=0=>k=-19
y=0=k=<-19

L n’y a donc qu’une solution pour k =-19.

On retrouve alorsx =7 ety = 6.
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Exercices bilan p. 123-124

89. Bézout et Gauss. Vrai ou faux ?

a) Fausse. Contre-exemple avec n = 1.

b) Vraie. On pose (E) : 3x - 5y =2

(-1; -1) est une solution de l'équation (E]

A laide du théoréeme de Gauss, on trouve le
couples solutions suivants :

x=_1+5k,k€Z
y=-1+3k

c) Fausse. Contre-exemple : (-2)3 + (4]2 = 2 et
PGCD(3, 2)=1.

90. Comeétes
A. Ensemble S

1. a) 19 et 12 sont premiers entre eux, d'aprés
le théoreme de Bézout, il existe (u ; v tels que :
19u+12v=1.

b)De12v=1-19u,on a:

6x19u+13x12v= 6 19u + 131 = 19u) = 19 x [-7u]
+13=n,=13(19)

De19u=1-12v,ona:

bx19u+13x12v=6x(1-12v) + 13x 12v=13 % (7V)
+6=n,=6(12)

n, est donc une solution de (S).

c) En remontant d’algorithme d’Euclide, on trouve
que (-5 ; 8) vérifie 19u + 12v=1.

Ona:n,=6x 19(-5) + 13 x 12(8) = 678.
2.a)net n, vérifient le systeme,

par différence : n—ny=0 (19
n—ny=0 (12)

19 et 12 divise (n - n,) d’apres le corollaire du théo-
reme de Gauss 19 x 12 = 228 divise (n - n).

bln= n,=678= -6(228)
doncn=-6+228k, ke ”Z
Réciproquement si -6 + 228k vérifie le systeme.

B. Application

Soit t le temps nécessaire a Uapparition des deux
astres la méme année. Soit p et p” le nombre de
période des astres A et B.

On doit avoir

t=13+19p [t=13 (19)
(==
t=6+120"  |t=6 (12)
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Donc t = -6 + 228k.
Le temps minimum est donné pour k = 1 soit
t =222 années.

91. Pompon et manége
1.17x9-24x6=9
b) On trouve :

x=9+24k,kEZ
y=6+17k

2. a) Pablo a effectué y tours avant d’attraper le

pompon a linstant t et le pompon x tours.
Pour le pompon t = 17x, comme Pablo met

§x24=9 secondes pour aller de H a A, alors

pour lui t = 9 + 24y, soit en égalisant :

17x=9+24y o 17x+24y=9,x,y EN.

b) D'aprés lensemble des solutions, le plus
petit couple de nombres positifs vérifiant cette
équation est le couple (9 ; 6). Donc le temps
nécessaire a Jean pour attraper le pompon
est t = 17 x 9 = 153 secondes soit 2 minutes et
33 secondes.

En deux minutes Pablo n’a pas le temps d'attraper
le pompon.

¢) On raisonne comme en aJ.

¢ Si Pablo attrape le pompon au point B, on doit
avoir en égalisant les deux temps :

xb
¥+17x=g><24+24y<:> 17 + 68x = 60 + 96y

© 68x - 96y = 43
PGCD(68 , 96]) = 4 qui ne divise pas 43, donc cette

équation n’a pas de solutions.

¢ Si Pablo attrape le pompon au point C, on doit
avoir en égalisant les deux temps :

x2
g+17x=gx24+24y<:>17+34x=42+48y

< 3b4x - 48y =25
PGCD(34 , 48) = 2 qui ne divise pas 25, donc cette
équation n'a pas de solutions.

¢ Si Pablo attrape le pompon au point D, on doit
avoir en égalisant les deux temps :

xb
17X3+17x=%><24+24y(:) 51+ 68x = 12 + 96y

< 68x - 96y =-39
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PGCD(68 , 96) = 4 qui ne divise pas 39, donc cette
équation n’a pas de solutions.

Pablo ne peut attraper le pompon qu'en A.
d) Si Pablo part de E, on a t = 17x et pour lui

t=%x24+24y=3+24yd'0t‘1

17x=3+24y & 17x - 24y =3
Le couple (3 ; 2) est solution de cette équation.

Le temps nécessaire a Jean pour attraper le pom-
pon est t = 17 x 3 = 51 secondes qui sont infé-
rieures aux deux minutes payées.

92. Suite
1.a)u,=1,u,=5u,=21.
b) 1 xu , +(-4)u =1, daprés le théoréeme de

Bézoutu etu . sontpremiers entre eux.

z-a] V,,+1=[|-Un+1+1=[|, Un+1 =4vn
3 3

(v ) est géométrique de raison 4 et v, = %

b) vn=l><4”doncun=l><4”—l
3 3

x3
PGDClu_,u_)=3=3PGDClu ,u )=3e

PGDC(3u 3u, ) =3 & PGCD(4" - 1, 4™1) = 3.

93. Codage

9x+2

1.2l V—>21 - 191=91(26l - J

b) PGCD(9, 26) = 1 d’aprés le théoréeme de Bézout,
il existe un couple (u ; v] tel que 9u + 26v = 1. Le
couple (3, -1] est solution.

c) Par double implication modulo 26 :
x3 27=1
e y=9%+2=3y=27x+6=3y=x+6
—6=20
=x=3y—-6 = x=3y+20
x9 27=1
e x=3y+20=9x=27y+180 = 9x =y +180
—180=2
=>y=9%-180 = y=9x+2
d) On utilise la fonction de décodage :
3y+20

R—>17 - 71=19(26) > T
2. 0n a modulo 26 :

x3 27=1

9p+2=3=9%p=1=27p=3=>p=3

Commep €[0, 25]onap=3.
13x+2

3.B—-51 - 15> Pet

13x+2

D3 > 41=15(26)> P

B et D sont codés par la méme lettre, le codage
est ambigu.

94, Casser un code

A. 1.0 et E étant les deux premieres lettres appa-
raissant le plus dans le message codé, on en
déduit que E se code en O et A se code en E.

) {E (4)=> 0l4) {Aa +b=14 (26)
. =
A0 = E4)  |b=4 26)

3.Commeb &[0, 25],onb=4
La=10(26) 3 kEZ, ba=10+2bk = 2a=5+13k
Comme 23 est pair, (5 + 13k] est pair donc k doit
étre impair. Or2a €[0,50] = k € [0, 3]
Dol k=10ouk=3quidonnea=9oua-=22.

22x+4
B.1. K—>10 — 224=16(26) > Q

22x+4

X —>23 - 510=16(26) > Q

K et X se codent par la méme lettre, le codage
n'est pas envisageable.
2. a) Par double implication modulo 26 :
x3 27=1
e m=9n+4=3m=27n+122=3m=n+12
-12=14
=n=3m-12 = n=3m+14
X9 27=1
en=3m+14 =9n=27m+126 = 9n=m+126
—126=4
=>m=9-126 = m=9+4

b) NBELA se décode en BRAVO

95. Théoréme des restes chinois

1. a) 17 et 5 sont premiers entre eux, d'aprés
le théoréme de Bézout, il existe (u ; v) tels que :
17u +5v=1.

b) De5v=1-17u,ona:

3x17u+9%x5v=3x17u+9(1 -17u) =17 x (-6u) + 9
=n,=9(17)

De17u=1-5v,ona:
3x17u+9%x5v=3x(1-5/+9%x5v=5x(6v] +3
=n,=3(5)
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n, est donc une solution de S.
c) (-2, 7) vérifie 17u + 5v =1
Ona:n,=3x17(-2) +9x5(7) = 213
2.a) n et n, vérifient le systeme,
par différence : {n —ny =0 (17

n-ny=0 (5
17 et 5 divise (n - n ) d'apreés le corollaire du théo-
reme de Gauss 17 x 5 = 85 divise (n - n,).
b) n=n,=213=43(228) donc n = 43 + 85k, k € Z.
Réciproquement si 43 + 85k vérifie le systéme.

3. Soit n le nombre de jetons. n vérifie le systeme
donc n = 43 + 85k.

Comme n € [[300, 400], on déduit n = 468

Préparer le BAC Je me teste p.126

96.C. 97.B. 98. A
99. A 100.D. 101. A
102.B. 103.C. 104.B.
105. B.

Préparer le BAC Je révise p.127

106. Des diviseurs

b divise 1800 et 2720 avec b > 9.

b divise PGCD(1800, 2720) = 360
be{10;12:15;18;20;24,30;36;40;45;60;
72 ;90;120; 180 ; 360}

107. Un diviseur
b divise 1 545 et 3375 avec b > 10.
b divise PGCD(1 545, 3 375) = 15 donc b = 15.

108. Algorithme d’Euclide
a) PGCD(901, 1505) = 1
b) PGCD(2 012, 7 545) = 503

109. Algorithme
1.

Al12|2 (108 |2 |6 |4]|2]|2
B (1412|2108 | 2|6 |42
D|(2(10|8|2|6|4|2]2]0

2. Cet algorithme calcule le PGCD(A, B).

Il est basé sur PGCD(A , B) = PGCD(B - A, A) que
U'on démontre par double inégalité.

110. Théoréme de Bézout (1)
1.-2a + 7b=1donc PGCDI(a, b) = 1.
2.-7a + 4b=1donc PGCD(a, b) = 1.

111. Théoréme de Bézout (2)

a) Fausse. Contre-exemple : a=2etb=30n a
PGCD(2,3)=1mais 6x 2+ (-3)x3=3.

b) Fausse car PGCD(51, 9) = 3 et 2 n’est pas multiple
de 3.

c) Vraie car 5a - 14b =1.

112. Nombres de Bézout

1. Oui car PGCD(221, 338) = 13 et 26 est un multiple
de 13.

2. On divise par 13 : 17x + 26y = 2. Une solution est
(-3;2).

113. Théoréme de Gauss

1. 0n a les solutions : a="5k ,
b=21k

2. PGCD(5, 11) = 1, d'aprés le corollaire du théo-
réme de Gauss 5x 11 =55 divise (n - 9).

114. Systeme d’équations
1.n=105)=n-11=-10=0(5)
n=34l=n-11=-8=0(4)

donc (n - 11) est divisible par 5 et 4.

2.5 et 4 divise (n - 11) et PGCD(5, 4) = 1 donc 20
divise (n - 11), on a alors n=11 (20).

Réciproquement, on vérifie que n=11(20) est bien
solution de (S).

115. Egalité de deux PGCD

1. Soit D= PGCDla, b/ et d = PGCDI(a, 9),
D divise a et bdonc d divise -(n+3)a+b=9
donc D =d.

d divise a et 9 donc d divise (n + 3)Ja + 9 = b donc
d=D.

2. (n - 2) est un diviseur de 9.
ne{-7,-1,1,3,5,11}
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116. Equation diophantienne (1)

1. (E) admet des solutions entiéres car
PGCD(25, 7) = 1.

2.(2;-7)

x=2+7k

3. Les solutions sont : ,
y=-7-25k

117. Equation diophantienne (2)
a) (4;1)
b) Les solutions sont :

x=badk
y=14+2k

118. Rationalité
1. On a les relations :

p(3p? + 4pq + 2¢°) = 4g°)

3p% = ql-4p? - 2pq + 4q?)
p divise 4¢° comme PGCDI(p, g) = 1, p divise 4.
g divise 3p* comme PGCDI(p, g) = 1, g divise 3.
2. On teste les solutions avec
pE{-4,-2,-1,12, 4tetge{1,3}

) 2
La seule solution est x = 5

Exercices vers le supérieur p.128-129

119. PPCM
1. PPCM(18, 12) = 36 et PPCM(24 , 40) = 120.

2 [ PPCM(é, 15) représente le dénomi-
5 10

6 7
nateur commun des frations — et 1—

120. PGCD et PPCM

1. [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée dans les éditions sui-
vantes : «... et PGCD(a’, b") = 1.»

a=Da"etb=Db.

¢ Si PGCD(a’, b’) =d = 1, on a alors &’ = da” et
b’ =db” donc a = Dda’ et b = Ddb”.

Donc Dd est un diviseur commun et D n’est pas
alors le plus grand. Contradiction : d = 1.

e Soit m un multiple strictement positif de a et b.
Soit E l'ensemble des entiers m.

aetbdivisem: m=kDa"=k'Db” = ka’ = k’b
b’ divise ka’ comme PGCD(a’ , b’) = 1, d’aprés le
théoréme de Gauss, b’ divise k. On a alors k = k”b’
d'oum=k"Da’b’.
Réciproquement :
si m = k”Da’b’ = (k”b’)a = (k”a’)b alors m est un
multiple de a et b

E={k"Da’t’, k” € N*}
Le plus petit élément de £ est obtenu pour k” = 1.
Conclusion : M =Da’b’.
2. DM =D x Da’b’ = (Da’) x (Db’) = ab

121. Encore un PPCM

Soit m = PPCMl(a , b) et d = PGCDla, b). a = da’ et
b =db’ avec PGCD(a’, b’) =1
d=6etm=102
m=da’t’ < a'b' =17
Onendéduita’=1etb’ =17dou(a;b)=(6;102).

122. Vrai-Faux

Fausse. 12 et 40 sont solutions de x? - 52x + 480 = 0.
On doit avoir PPCM(a, b) = 40 et PGCDIa, b) = 12
Or 40 n’est pas multiple de 12 donc impossible.

123. Propriété du PGCD

1. Soit d = PGCDIa, b).

d divise a et b donc divise —a + 5b = 3.
dvaut donc 1 ou 3.

2. On montre facilement avec un tableau de
congruence que : b=0(3) & n?+1=0(3)

=n=1138en=1B8loun=2I(3).

En remplacant ces valeurs dansaonaa=0 (3).

124. Recherche du PGCD
1.a=nln-4)(n+3)etb=I(n-4)(2n+1)
2.a)-a+2B=5

b) d divise o et B donc divise -0 + 3 = 5.
cJd=5=n+3=0(5)=>n=2(5)

En remplacantdans2n+1=4+1=0 (5).
Doncd=5<n=2(5)<n-2=0(5).
3.12n+1) +(-2)Jn=1= PGCD(2n + 1,n) = 1
4.a) Comme PGCD(2n + 1,n) =1

PGCDla, b) = (n - 4)PGCDIn, 2n + 1).
Sin=2(5) = PGCDI(a, b) = 5(n - 4).
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Sin=2 (5= PGCDl(a, b) =n - 4.
b)Sin=11=1(5) onaalors PGCDI(a, b) =7 en effet :
a=1078etb=161PGCD(1078,161)=7.
Sin=12=2(5)onaalors PGCDIa, b) = 40 en effet :
a=1440et b=200PGCD(1 440, 200) = 40.

125. Algorithme d’Euclide
a) PGCD(99 099, 43 928) =1
b) PGCD(153 527, 245 479) = 821

126. Calcul de PGCD
m+3n2-5=(n-2)n?+n-2)+1
PGCDl(a, b) =1

127. Suite et PGCD

1. [ERRATUM] la premieére édition du manuel
contient une erreur corrigée dans les éditions sui-
vantes : « On posev =u_, - u_ ».

=3u 2u -u

1 ne1 - EYnT Yan

1

Ona:v , )

v . =2v_géométrique raison2etv, =1
n+1 n 0

=u _,-u
n+ n+

2.a) La somme des termes v, est télescopique
n
zvn =Up—Ug=U, = 271 -1
i=0

2u +1=2(2"-1+1=2""-1=u_,
blu ., -2u =1d'apres le théoréme de Bézout,
PGCD(u,,

aul="1

128.PGCD
1.Soitd =PGCDla+ b, a-b)

d divise (a + b) et (a - b) donc d divise leur somme
et leur différence soit 23 et 2b.

d divise PGCD(2a, 2b) =2 doncd=10ud = 2.

2. On démontre par une manipulation de l'égalité
de Bézout.

PGCD(a, bl=1=au+bv="1
On éleve au carré :
(au)? + 2abuv + (bv)? = 1

On ajoute et on retranche abu? et abv?

(au)? + abv? + abu? + (bv)? — (abu? — 2abuv + abv?) =1

(a+b) en facteur ab en facteur

(@ + bllau? + bv?) - ablu + v)2 =1
D’aprés le théoréme de Bézout :
PGCD(a + b, ab) =1
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Un autre méthode consiste a montrer que :

* si a est premier avec b alors (a + b) est premier
avecaetb;

* puis que si a est premier avec b et c alors a est
premier avec bc.

* On conclut alors que (a + b) est premier avec ab.
3. Soitd =PGCDla + b, a* + b?)

d divise (a + b) et (2% + b?) donc d divise

(@ + b)? - (a2 + b?) = 2ab.

d divise (a + b) et 2ab donc divise 2(a + b) et 2ab donc
d'aprés la question 2. d divise 2PGCDl(a + b, ab) = 2
doncd=1oud=2.

129. PGCD et congruence

1.a) On a les implications suivantes :
xb

n=1 [5]:4n545—1 [5]=>4n+150 [5]
xb
n=57=4n=20=-1(7)=4n+1=0 (7)
b) 5 et 7 divise 4n + 1 donc d’apres le corollaire du
théoréeme de Gauss, 5 x 7 =35 divise 4n + 1.

2. Par implication modulo 35 :
x9 36=1

n=-1=36n=-9=n=-9=26

On vérifie ensuite de n = 26 (35) est bien solution
de (S).

130. Racines rationnelles

1. 0On pose o = P
q

fla) = 0 < p = ql4p® + 8p%q - 13pg? - 10g°)

g divise p* comme PGCDI(p, g) = 1, on en déduit que

g=1doncoa€Z.

2.a) flo) =0 < olo® - 402 - 8o+ 13) = -10

Donc a divise 10.

b](xE{—10;—5;—2;—1 1 ;2;5;10}

On teste et on trouve 2 racines entiéres : -2 et 5.

irréductible.

3. a) On teste et on trouve les racines entiéres
solution : -2 et 5. Par une division euclidienne :

flx) = x+ 2)lx - 5)(x2 - x - 1)

1445

b) Les autres racines sont :

131. Solutions entiéres

. s s .
1.Six,y €N, alors x$§ et y<g donc si
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O0<s<4onal=sx=<2ety=0

Il'y a donc des solutions que pour s =0, s = 2 et
s=h4.

2. Initialisation : s = 4(2 ; 0] solution donc la propo-
sition est initialisée.

Hérédité : soit s = 4, supposons que (E) admet
une solution (x, y) pour s, montrons que (E) admet
une solution pours + 1.

eSiy=0alors 2x=savecx = 2 donc :
2x-2) + 5+ 1) =5+1
Donc [x -2,y + 1) solution pour s + 1.

eSiy=1alors:
2x+5y=5s=2(x+3]+5(y-1)=s+1

Donc [x + 3,y - 1) est solution pour s + 1

La proposition est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité,

pour tout s = 4, (E) admet des solutions dans N?

132. Egalité de deux PGCD (1)

a est premier avec n donc il existe (u, v) tel que
xb
au+nv=1=au=1-nv=abu=b-bnv

On pose D= PGCD(ab, n) et d = PGCD(b, n).

e D divise ab et n donc divise abu et n donc divise
b - bnv et b et donc divise

1(b - bnv] - (bvIn = b.
D divise betndonc D <d
e d divise b et n donc divise ab et ndoncd < D.

133. Egalité de deux PGCD (2)
1. Par une combinaison linéaire.
a-(n-n+3)b=-3n-1
Donc PGCDI(a, b) = PGCD(3n + 1,b)
On réitére le procédé :
3b-nBn+1)=2n+3
Donc PGCDI(a, b) = PGCD(2n + 3,3n + 1)
3(2n+3)-23n+1)=7
Donc PGCDI(a, b) = PGCD(2n + 3,7)
2n+3-17)=2n-4=2(n-2)
Donc PGCDI(a, b) = PGCD(2(n - 2), 7)
2 est premier avec 7 donc
PGCDIa, b) = PGCD(n -2, 7).

134. Equation diophantienne

On trouve en remontant l'algorithme d'Eucide que
(-32; 167) est solution de :
955x + 183y =1
Lensemble des solutions est alors :
{x=—32+183k‘kez
y=167-955k

135. Somme et PPCM

1.a) On a le systéeme dla’ +b') =56
da’b’ =180
d divise 56 et 180 donc divise PGCD(56 , 180) = 4.
b) e d =4 alors {a,tb =M(:>a’=b’=7
a

impossible car PGCD(a’, b’) = 1.

ed=2alors a'+b'=28
a’b’ =90
a’ et b’ doivent étre solution de :
X2-28X+90=0

qui n'admet pas de solution entiére. Impossible.

ed=2alors {a’+b’=56
a’b’=180
a’ et b’ doivent étre solution de :
X2-56X+180=0
qui n'admet pas de solution entiére. Impossible.
Conclusion : le systeme n"admet pas de solution.
2.a) On a le systéeme {d[a’ +b)=276
da’b’ =1 440
d divise 276 et 1 440 donc divise
PGCD (276, 1 440) =12,
d peut prendre lesvaleurs : 1, 2, 3, 4, 6, 12
b) e d=12alors {a’+b’=23
a’b’=120
a’ et b’ doivent étre solution de :
X?-23X+120=0
qui admet 8 et 15 comme solution.
8 est premier avec 15 donc :
(", b €{(8,15]; (15, 8]}
a,b) €{96,180]; (180, 96)}
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ed=6alors {a’+b’=46
a’b’ =240
a’ et b’ doivent étre solution de :
X?-46X+240=0
qui admet 6 et 40 comme solution.
40 n’est pas premier avec 6. Impossible

e On vérifie que pour d =4,d=3,d=2etd =1
aboutissent a des équations du second degré qui
n‘ont pas de solution entiére.

Conclusion : le systeme admet deux solutions
symétriques (96 ; 180) et (180 ; 96).

136. Systeme PGCD-PPCM
On supposequea<b
d=PGCD(a, b) =42 et m=PPCMla, b)

d=42 d=42
=3
m=1680 a’b’ =40
Les seules solutions acceptables sont pour

(a;b’):(1;40)et(5;8)ce qui donne pour
(a; b):(42;1680) et (210 ; 336).

137. PGCD et suite de Fibonacci
Tu,=1u,=2,u,=3,u;=5u,=8

2. Initialisation: n = 1u, x uy — u? = (-1’
La proposition est initialisée.

Hérédité : soit n € N", supposons que
U, —u? =[=1", montrons que
Uppy = U7y = (=1

Upioly, = UE = (U + U, du, — Uy lu, + 0, )
= Uy, + U = Uyl = Upyly

=—(u,,u, , —u2 === ==

La proposition est hériditaire.
Conclusion : par initialisation et hérédité.
Pourtoutn e N, u,,u, , —u? =(-1.

L'égalité de Bézout est donc veérifiée pouru etu,
pour n € N" donc PGCD (u, ,u_ ) =1

3. L'égalité est vérifiée pourn=0etp € N’

1

On prend n = 1. Récurrence sur p.
Initialisation: p=1u u +u ,u,=u .
La proposition est initialisée.
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Hérédité : soit p € N', supposons que

u _=uu_.+Uu_U,montrons que
n+p n~p-1 n+17p
u =u u +u_.u_ ..
n+p+1 nop n+1" p+l
=u__+Uu
n+p+1 n+p n-1+p

On utilise Uhypothése de récurrence pournet (n-1):

u =uu . +u U +u u  +uu
n+p+1 n-p-1 n+17p n-1"p-1 n"p
=uu . +u u+lu -ulu +uu
n~p-1 n+17p n+1 n’ " p-1 n_p
=uu +u (u+u ]
n_p n+1'"p p-1
=uu +u_.u
np n+17 p+1

La proposition est hériditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité.
PourtoutneN,Vp e N, U,,=Ul,  +u U
4.a) D=PGCD(u, ,u)etd= PGCD[up u)
Par double inégalité :

=uu . +u .u.
n+p "’

D divise u et u donc divise
n+p n
u_-uu
4 nop-

N+

1 = Un+1up

Comme PGCD(u,, u ) =1, Ddivise u_et u,
DoncD<d
d divise u, et u donc divise

uu,
ddiviseu etu doncd=<D

+ un+1up = un+p

Conclusion: D =d.

blm=ng+r

En remarquant que l'égalité de la question 4. a)

est obenue par soustraction de n a lindice du pre-
mier terme, on en déduit que :

PGCD[uW U= PGCD(un[q_1]+r, u)=..=PGCDlu ,u)
PGCDlu,,, u)=PGCDlu,, u)

Ondivise alorsnparr:n=rq, +r,

PGCD (u_, u)=PGCD(u , ,u)

Comme avec l'algorithme d'Euclide cette suite de
division fini par s'arréter et le dernier reste non
nul est le PGCD(m, n) =d

PGCD(u_, u)=PGCDlu,, u)=u,
5. PGCD(12, 18) = 6 donc PGCD(u,, , u,,) = u, = 8

On peut vérifier u,, = 144 et u,; = 2584. Leur PGCD
est bien 8.

138. Repas gastronomique

On pose x ety les nombres respectifs des étudiants
et des enfants. Le nombre d'adultes se déduit du
nombre de personnes dans le groupe : 28 - x - y.
L'équation lié a ce probléme est :

26(28 -x-y) +17x + 13y =613 < 9x + 13y = 115 (E)
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Algorithme. Comme les nombres des étudiants et
des enfants sont inférieurs a 28, on peut proposer
lalgorithme suivant :

for i in range (29):
for j in range (29):
if 9*i+13*j==115:
print (i,3)

On trouve le couple (7 ; 4).

Ily a 7 étudiants, 4 enfants et 17 adultes.
Equation diophantienne

¢ (3, -2) solution évidente de 9x + 13y =1

en multipliant par 115. (345 ; -0230) solution de (E).
¢ On obtient alors lensemble des solutions

{x=345+13k

keZ
y=-230-9k

e Comme x et y sont positifs ou nuls, on a:
345 230

——<sks-—=k=-26
13 9

On retrouve alors x =7 et y = 4.
Congruence

x est positifetOSys%:Usys8

Si on raisonne modulo 9, on a:
115=7(9) et 13=4(9)
L'équation (E) devient :
x7 28=1(9)
Ly=T79)=28y=4909) = y=49=4(9)
Comme 0 <y < 8 alors y = 4 puis on déduit
115-13x 4
X=s—=
9

7.

139. Cryptage

1. On peut faire le programme suivant pour obte-
nir les 25 premiers termes

x=1

for i in range (25):
x=(5*x+2) 333
print (x)

On trouve alors le cycle des reste modulo 5

n=..05)| 1|2 |3|4]|5
X 117 | 41(22|13

n

2. On obtient en ajoutant a la suite des lettres les
termes x_:

DIE|[B|A|R|Q|U|E[M|E|[N|T
41521 (1817215 |13 5 [14]20
117142201317 |4 |22{13|1 |7
5 (12| 6 |23|31|18|28| 9 |35|28|25|27
LIE(HJU| I |T[J[U|I|N

12151821 9(20(10(21| 9 |14
4122113 1| 7|4 |22113| 1|7
16 (27 (21|22 |16 |24 |32 |34]10 |21

3. Pour décoder, on procede par soustractions :

5 (122437 (34|21 (101927 |34]19
11741220131 | 7|4 1(22{13|1
41 5120115|21|20| 3 |15| 5|21|18
DIE|T|{O|U|T|C|O|E|U|R
8 |26 (27 |16|23|22|25|41
T4 (2211317422
1122|153 (22(15|21|19
A(VIE|C|V|[O|U|S

140. Théoréme des restes chinois
On doit résoudre le systeme :

n=3(17)
(S)lin=4 (1)
n=5 (6)

Avec n le nombre de piéces.

On résout le systeme formé par les deux pre-
mieres équations suivant la méthode indiquée a

l'exercice 95.
=3(17)
S n
| 1]{n54[1 1

On pose 'équation (E1) : 17u + 11v =1

Le couple (2 ; -3) est solution évidente de l'équa-
tion (E1)

On a alors comme solution a [S1]
ny=4x17x2+3x11 x (-3) =37

La solution générale n est telle que n - n est divi-
sible par 17 x 11 =187.
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On résout un deuxieme systeme :

S n=237(187)
[ 2]{n55[6]

On pose (E2) : 187u+ bv =1

En remontant l'algorithme d'Euclide, on trouve :
(1, -31) comme solution.

On a comme solution du systéeme (S,) :
n,=9x187x1 +37 x 6 x(-31)
n, = -5947

On cherche la plus petite solution positive. La
solution n est telle que n - n, est divisible par
187 x 6 =1122.

-5947 =785 (1122)
La plus petite solution est donc 785.

La fortune minimale que peut espérer le cuisinier
est donc de 785 pieces d’or !

Travaux pratiques p. 130-131

1. Equation de Pell Fermat
¢ Durée estimée : 30 min

o Objectif : Etudier une équation diophantienne
du second degré.

A. Une premiére équation (E) : x2 - 2)? =
1.ala-1=2p
a? - 1 est pair donc a? est impair et donc a est
impair.

2b?=a’-1e2b?=(a-1a+1)

Comme a est impair, (a - 1) et (a+1) sont deux
nombres pairs consécutifs donc l'un est un mul-
tiple de 4, leur produit est un multiple de 8. On en
déduit que b? est pair et donc que b est pair.

b) (x)x + (-2y)y = 1 d’aprés le théoréme de Bézout,
PGCDla, b) = 1.

c) On remplace dans l'équation :

A? - 2B? = (3a + 4b)? - 2(2a + 3b)?
=9a%2+ 24ab + 16b% - 2(4a? + 12ab + 9b%)
=a?-2b?="1

(A ; B) est donc une autre solution de (E,).

2.a) (1; 0] est une solution de (E,).

b) On transforme (a ; b) — (A ; B) autant de fois que
nécessaire.

(1;00-1(3;2) - (17;12) - (99 ; 70) — (577 ; 408)
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3. Il est nécessaire d’'introduire une variable z sup-
plémentaire pour ne pas écraser la variable x

Variables : x, y, z entiers
Initialisation
x=1
y=0
Traitement
Tant que x < 1000 ou y < 1000 faire
z 3x+4y
y2x+3y
Xz
Fin Tant que

Ce qui donne donne en Python :

x=1

y=1

While x<=1000 or y<=1000:
z=3*x+4*y
y=2*x+3*y
X=2z

print (x,y)

On trouve alors (3 363, 2 378)

B. Une deuxiéme équation (E,) : x2 - 3)? =1

1. [xo ;yO] =(2;1).

2. a) On développe chaque terme de l'égalité et on
identifie chaque terme.

b) Lidée est qu'en prenant deux fois la méme
solution, on en obtient une deuxiéme.

Onprend:a, =a,=x,eth =b,=y,.
On a alors une autre solution :
x,=aa,+3bb,=2?+3x12=7
y,=ab,+ba,=2x1+1x2=4
(7 ; 4) est une autre solution.
c) Pour établir la récurrence, on prend les solu-
tions (x,, y,) et (x,, ), onaalors:

{xm = XoX, + 3Y¥, = 2x, + 3y,

Vo1 = XoYn + YoXy = X, + 2y,

d) Introduire toujours une variable supplémen-

taire pour ne pas écraser la premiére. Pour calcu-
ler les 9 suivantes a partir de (x,; y,) :

x=2

y=1

For I in range (10):
z=2*%*x+3*y
y=x+2*y
Xx=2z
print (x,y)
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On trouve alors :
n=1 _: [7 ; 4]

2 :(26;15)

3 :(97;56)

4 (362 ;209)

5 :(1351;780)
6 :(5042;2911)
7

8

9

1

n

: (18817 ; 10 864)
: (70 226 ; 40 545)
: (262 087 ; 151 31¢)
=10:(978 122 ; 564 719)

n
n
n
n
n
n
n
n

C. Equation de Brahmagupta (E,)) : x2-92y?=1

1.a) On incrémente y a partir de 1 tant que 1 + 92)?
n'est pas un carré, soit tant que sa racine n’est
pas entiere.

from math import*

y=1

x=sqrt (1+92*y**2)

while floor (x)!=x:
y=y+l
x=sqrt (1+92*y**2)
X=2z

print (x,y)

b) On trouve alors (1 151 ; 120).

c) On applique lidentité de Brahmagupta avec
n =92 en utilisant deux fois (1 151, 120)

X, =1151 +92x120% =2 649 601
¥, =2x1151x 120 = 276 240

2. Chiffrement de Hill
e Durée estimée : 55 min

e Objectif : Etudier un autre chiffrement que le
chiffrement affine moins facilement « craquable ».

Les congruence dans ce TP s’entendent modulo
26.

1.a)(S;7)—>(18;19]) - 255=21, 202 =20

— W
2.a)0na:

def hill (lettrel, lettre2):
alphabet=["aA","B","C","D","E","F","G" ,"H
" 4 "I“ 4 “J“ 4 “K" ’ "L" 4 “M“ r “N“ 4 "0" 4 "P“ 4 “Q“ 4 "R
" 4 "S" 4 "T" 4 "U" 4 "V" 4 "w" r "x" 4 "Y" 4 "z"]
x1l=alphabet.index (lettrel)
x2 =alphabet.index (lettre2)
yl=(11*x1+3*x2)%26
y2=(7*x1+4%x2)%26
return alphabet [yl],alphabet [y2]

b) On trouve en faisant des paquet de 2 :
PALACE—> JBRZIE
RAPACE - FP JBIE

c) Une méme lettre n'est pas nécessairement
codée de la méme facon. En effet le A de PA est
codé par B tandis que le A de RA est codé par P.
Pour qu'une méme lettre soit codée de la méme
facon, il faut que le couple qu’'elle compose avec
une autre lettre soit identique.

3.a) Onisole x, et x, par combinaisons

11x, + 3x, = y, [E})
Tx, + 4x, = y, [E,)

On fait 4 x ([E) -3 (E,), on obtient alors :
23x, = 4y, - 3y,
On fait -7 x (E,) + 11 x (E,) , on obtient alors :
23x,=-7y, + 1y,

b) Par double implication :
x17 391=1

23a=b=3%91a=17b = a=17b

x23 391=1

a=17b=23a=391b = 23a=b

c) On multiplie les équations trouvées par 17
x17

23x, =4y, -3y, ©x=68y,-51y,

68=16 et -51=1
e x=16y+y,

x17

23x, =19y, + 11y, & x, =323y, + 187y,

323=11et187=5

< x =11y, +5y,

d) On reprend le méme programme :

def hill (lettrel, lettre2):
alphabet=["aA","B","C","D","E","F","G","
“I"I"I"J"I"K“I“L"I“M"I"N"I“°“I"P“ " "I"
","s", "o, ", v, W, e, "y,
yl=alphabet.index (lettrel)
y2 =alphabet.index (lettre2)
x1=(1l6*yl+y2)%26
x2=(11*x1+5%y2)%26

return alphabet [y1l],alphabet [y2]

PF XX KN UW — LI BE RT ES
Le mot cherché est LIBERTE.
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Chapitre 5: Nombres premiers

(o VI %] Nombres premiers Manuel p. 132-159

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Ce dernier chapitre d’arithmétique a pour objectif de réinvestir la notion de nombre premier, essentielle
en arithmétique, et de mettre en place le théoréme fondamental de l'arithmétique et le dénombrement
des diviseurs d’'un entier.

Dans un second temps, on verra comment exploiter quelques résultats importants sur la congruence

nombres premiers et de cryptographie.
Objectifs

= Déterminer si un nombre est premier.

= Utiliser le théoréme de Gauss appliqué aux nombres premiers.
= Décomposer un nombre en produit de facteurs premiers.

=> Trouver tous les diviseurs d’un entier.

= Appliquer le petit théoréme de Fermat.

- Déterminer un entier conditionné par le nombre de ses diviseurs.
=> Travailler modulo p avec p premier.

Il. Corrigés 3. Décomposer un nombre
al72=8x9=2x3?
b)98=2x49=2x72

Pour prendre un bon départ k. c)90=9x10=2x5x3?

. d) 91=7x%13
1. Connaitre les nombres premiers .

inférieurs a 100 e) 97 premier

— 2
1.P,=12,3,5,7,11,13,17, 19, 23,29,31,37, 41, 121 =11

— 27
43, 47) g) 128 =2

2.P._={53,59, 61,67, 71,73.79, 83,89, 93 97} h)225=157=3"x 5’

50-100

a) 57 est divisible par 3. d’un entier

b) 91 est divisible par 7. alD, =11:2:3;4:6;8;12;24}

c) 143 est divisible par 11. b) D, =1{1:2:3;4:6;9;12;18;36}
d) 265 est divisible par 5. D, ={1:3:5:9;15;45)

e) 341 est divisible par 11. d) D, ={1;3;17;51}

f) 427 est divisible par 7. e)D,={1;3;7;9;21;63}

g) 319 est divisible par 11. D, =11;7:13;91}

h) 1 581 est divisible par 3.
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5. Définir la divisibilité a 'aide de
la congruence
aln=0(6)
cdn=0(12)

b)n=0(15)
d)n=0(18)

6. Traduire une proposition mathématique
en francais usuel
a) n est divisible par 5.

b) Si n est divisible par 4 et par 5 alors n est divi-
sible par 20.

c) Si n est inférieur ou égal a 25 et si n n'est pas
divisible par 3, 5 ou 7 alors n est premier.

d) Si le produit ab est divisible par un nombre pre-
mier p alors p divise a ou b.

7. Comprendre un algorithme en langage
Python

Décomposition en facteurs premier :
£(154)—>(2,7,11)

Activités p. 134-135

1 Découvrir le crible d’Eratosthéne

e Durée estimée : 20 min

¢ Obijectif : Découvrir une méthode pour élaborer
une liste de nombres premiers.

A. Elaboration manuelle de la liste des nombres
premiers inférieurs ou égaux a 150

On obtient le tableau suivant :

BlIC1VAICIVAICINAVARD
]2 @3] 4|5 |36 |0D][ 18[9 20
A |22 @] 24 |25 26| 27|28 |@)]| 30
@D |32 |38 |34|35|36|CD|[36]39 |40
@) | 42 | G3 | 44 | 45 | 46 [ G7) | 48 | 49 | 50
51|52 |69 | 54 | 55 | 56 | 57 | 56 | &9 | 40
@D | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 [ @7 | 68 | 69 | 70
@ 7210|7475 |77 ]78|7)]|80
81 |82 |63 |84 |85 |86 |87 86 |@6)| 90
91|92 |98 [ 94 [95]96[GD[98]99 |10

B. Justification

1. Comme on a déja rayé les multiples de 2, 3
et 5 le premier multiple de 7 non rayé est 7 x 7= 49.
2. Le nombre premier suivant est 13 dont les mul-
tiples par 2, 3, 5, 7 et 11 ont déja été rayés, le sui-
vant est 132 = 169 qui est hors de la table.
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2 Généraliser le crible d’Eratosthéne
par un algorithme

¢ Durée estimée : 30 min

¢ Objectif : Programmer en Python.

1. A la ligne 3, on génére une liste des entiers de
0 jusqu’an.

2. a) On boucle sur les entiers de 2 a \/; +1exclus.
Au-dela les multiples seront déja mis a 0.

b) Python implicitement prendra pour la partie

entiére de \/;+1 le type flottant. La fonction int
permet de changer le type flottant pour le type
entier.

3. Aux lignes 5 et 6, on met a 0 tous les multiples
stricts de i non déja remis a 0.

4. Aux lignes 9, 10 et 11, on supprime tous les
termes égaux a O oua 1 de la liste.

5. L'affectation de la ligne 8 permet de revisionner
tous les éléments de la liste a partir du rang 0 et
celle de la ligne 13 permet d’incrémenter i pour
passer au terme suivant.

6. crible(150) renvoi la liste des nombres
premiers inférieurs ou égaux a 150 ainsi que le
nombre d'éléments de cette liste.

7. crible(150) —»

(r2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,
37, 41, 43, 47, 53, 59,

79, 83, 89, 97, 101, 103,
127, 131, 137, 139, 149],

19, 23, 29, 31,

61, 67, 71, 173,
107, 109, 113,
35)

Ly a 35 nombres premiers inférieurs ou égaux a

150.

3 Déterminer le nombre de diviseurs

¢ Durée estimée : 20 min

¢ Objectif : Dénombrer les diviseurs d'un nombre
entier.

1.567 =3x7

2. Un diviseur de 567 devra diviser 3* x 7 donc sa
décomposition ne devra contenir que des puis-

sances de 3 inférieures ou égales a 4 ou des
puissances de 7 inférieures ou égales a 1.

3. On obtient le tableau suivant :

X 3t 3! 62 3 &
7° 1 3 9 27 81
7' 7 21 63 189 567
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4.D.,=11:3;7;9:21;27;63;81;189; 567}

Il y a 10 diviseurs. On aurait pu le prévoir en
sachant qu’'il y a 5 valeurs possibles pour a et 2
pour B soit 5x2=10.

5. On peut faire un arbre de choix.
6.a) 735=3x5x7?

b) Un diviseur de 735 est de la forme 3 x 58 x 77
aveca,BeE{0,1}etye{0;1;2}s0it2x2x3=12
choix possibles.

c) On peut remplir le tableau suivant :

X BHSE 3150 J 315!
7° 1 3 5 15
7 7 21 35 105
7? 49 147 245 735

7. Tous les carrés parfaits ont un nombre impair
de diviseurs.

3 diviseurs : 32=9 : 7 diviseurs : 2¢ = 64.

A vous de jouer p. 137-143

1.4/317 = 17,8. On teste tous les nombres premiers
jusqu'a17:2,3,5,7, 11,13, 17 qui ne divisent pas
317 donc 317 est premier.

2.4/317 = 20,9. On teste tous les nombres premiers
jusqu'a19:2,3,5,7,11,13,17 et 19. Le dernier 19
divise pas 437 donc 437 n’est pas premier.

3. 1. Restes possibles : 1,5, 7, 11.
2. p?+ 11 est divisible par 12

p=..(12) 1 5 7 M
p2+11=..(12) 0 0 0 0

4.1.p > 5donc p n'est ni divisible par 3 ni par 5.
12

Onavuquep’=1(3)=p‘=1(3)

Pour 5 on peut faire un tableau de congruence :
p=..(5] 1 2 3 4
pt=..(5) 1 16=1|81=1|256=1

On en déduit que p* - 1=0(5).

2.p-1=(p-1p+ Np2+1)

p étant impair, (p - 1) et ([p + 1) sont deux nombres
pairs consécutifs dont lun est multiple de 4 et

p? + 1 est pair. En conséquence p* - 1 est multiple
de2x4x2=16.

3. Les entiers 3, 5 et 16 sont premiers entre eux
deux a deux donc, d'aprés le corollaire du théo-
reme de Gauss, 3 x5 x 16 = 240 divise p* - 1.

5.1.6468=22x3x7*x 11
16380 =22x3?x5x7x%x13
2.PGCD (6 468,16 380) =22x3x 7 =84

6.1.a)8316=22x3Fx7x 11
5670=2x3*x5x%x7

Donc PGCD(8 316 ,5370) = 2x 3¥x 7 = 378.
b) 8316 =5670x 1+ 2 64b
5670=2646x2+378

2646=378x7

2. L'algorithme d'Euclide est plus économe en
terme opératoire.

7.1.a) 5455 =5x 1091
3570=2x3x5x7x17
Donc PGCD(5 455, 3570) =5
b)5455=3570x 1+ 1885
3570=1885x1+1685
1885=1685x%x1+200
1685 =200x8+85
200=85x2+30
85=30x2+25
30=25x1+5

25=5x5

2. Malgré le nombre de lignes pour lalgorithme
d’Euclide, cette méthode est préférable car par
exemple il faut savoir que 1 091 est premier.

g 5292 2xFxT 2 _a
"5544 xR xhx11 22 b

+b
a+b=903:>%+1=w

b
2,028 83 _ZIXE o 21x22 = 462
22 b 22

= a =441

9. 1. On teste tous les diviseurs a partir de 2 et les
diviseurs impairs a partir de 3 inférieurs ou égaux

a \/; Tant que l'on peut diviser par ce diviseur, on
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ne passe pas au suivant. A chaque diviseur trouvé,
on l'ajoute a la liste.

2. Apres la boucle conditionnelle, on ajoute le divi-
seurn:L.append(n).

10. 1.2 025 = 3* x 52. Nombre de diviseurs :15.
2. Diviseurs de 2 025 :

30 3 3? 32 3¢
o8 1 3 9 27 81
ol 5 15 45 135 405
5 25 75 225 675 | 2025

11.1.1575=32x5%2%x 7. Nombre de diviseurs : 18.
2. Diviseurs de 1 575 :

1575
30 3 3?
1 3 9
50 . 52
1 5 25 3 15 75 9 45 225
7007

1753525175321 15 105 75 525 9 63 45 315 255 1575

12. Théoréme de Fermat : 3 =3 (p) donc :
3 =30% 3 =3 x 3=23" (p]
3P - 31 est divisible par p.

13.1.D’aprés le théoréme de Fermat, 5 étant pre-
mier, pour toutn €N, n°-n=0 (5).

2.a=nln-1n+1n2+ 1), commen, (n-1)],net
(n + 1) sont 3 entiers consécutifs l'un au moins est
pair et lun est multiple de 3.

Comme 2, 3 et 5 sont premiers entre eux deux a
deux, d'aprées le corollaire du théoréme de Gauss,
a est divisible par 2x 3 x5 = 30.

14.1. 200+ 1)(2B + 1) =3(o + 1)(B + 1)
ooaf-a-p+1=3caB-1-B-1=3
slo-1p-1=3.
2.n=2x3%= 14k =o0un =22 3* =324

15.48=2%3

16. 1. Soit p,, p,, p, trois nombres premiers.

Les 4 configurations possibles pour un entier de
posséder 12 diviseurs sont : p!'; p¥ ; p3pZ ; p?p,p..
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2. [ERRATUM] la premiere édition du manuel
contient une erreur corrigée dans les éditions sui-
vantes : « Trouvez les cinq entiers inférieurs a 100
ayant 12 diviseurs. » La 1™ configuration n’'a pas
d’entier inférieur a 100.

e 25%x3=96

e 23x32=72

¢ 22x3x5=60,22x3x7=84
e 2x3x5=90

17.1. Soit p,, p,, p, trois nombres premiers.

Les 3 configurations possibles pour un entier de
posséder 8 diviseurs sont : pl ; p3 ; p,p,Ps.

2. Le plus petit entier est obtenu avec la 2° confi-
guration : 23 x 3 = 24.

18. 18 =2 x 3% et 27 = 3% n posseéde deux facteurs
premiers primaires : 2 et 3 donc n = 2°%,

(o + NP +1=21
<3

Les conditions imposent

On en déduito=6et f=2doncn=2¢%x32=576.

19. 18n =2 x 32 x 2% x 3B = 20+1 x 3B+

2. (a+2p+3)=20+1B+N=alf+1)=4
3.n=2x32=144,n=22%x3*=108
n=2x3%=486

20. 1. Soit p,, p,, p, trois nombres premiers.

Les 4 configurations possible pour un entier de
posséder 18 diviseurs sont : pi7 ; p¥p2 ; p3p? ; p?p2p,.
2. L'entier cherché est : 22x 32x 5 =180.

21.1. 3 est pair donc a? + 1 est impair et donc p est
impair donc de la forme 4n + 1 ou 4n + 3.

2.0naa?’+1=0(p)donca?=-1(p)etdonca*=1(p).
a) De plus p ne divise pas a car sinon on aurait
a’=0 (p).

b) Supposons que p = 4n + 3. Comme p ne divise
pas a d'aprées le théoréme de Fermat :

a'=(a%ra’=1 (p).

Or (a*)ra?=1Px (-1)=-1(p)

Onadonc 1=-1(p) ce qui entraine p pair.
Contradiction.

3.pestdelaforme4n+ 1.
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22. 1. Tout nombre entier supérieur ou égal a 2
possede un diviseur premier donc il existe p pre-
mier divisant (&% + 1).

2. a) [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée dans les éditions sui-
vantes : « Montrer que p > N »

a est pair d’aprés Uexercice 21, p ne divise pas a
doncp > N.

b) D'aprés lexercice 21, pour tout N, il existe un
nombre premier p de la forme (4n + 1) plus grand
que N. Il existe donc une inifinté de nombres pre-
miers de la forme 4n + 1.

Exercices apprendre a démontrer p. 144

Pour s’entrainer

Supposons que \/E =P avec PGCDIlp, q) =1.
q
p2
On éléve au carré : —= 2 &p?=2q%
q
p? est pair donc p est pair et donc p? divisible par 4.
En conséquence g? est pair et donc g aussi. p n'est

pas premier avec g : contradiction.

Exercices calculs et automatismes p. 145

23. Nombres premiers
a) Fausse. b) Fausse : 2 est premier. c) Vraie.
d) Fausse : a n'est pas nécessairement premier.

24. Critére d’arrét

On utilise les criteres de divisibilité par 2, 3, 5 et
11. Pour 7 on fait la division de téte.

25. Crible et critére d’arrét
1. On obtient le tableau suivant :

3113233343536 |37|38|3%]| 48
41 | &2 | 43 | && | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 58
54|52 |53 |5 |55 |5 |57|58|5%9 |66
2. Les nombres premiers sont : 31, 37, 41, 43, 47,

53, 59.

26. Théoréme de Gauss (1)

Si p divise n? d'aprés le théoreme de Gauss,
p divise n et donc p divise n?.

27. Théoréme de Gauss (2)

a) Vraie : si 13 divise a° d'aprés le théoréme de
Gauss, 13 divise a donc 13° divise a® donc en divi-

5
sant par 13 : 13* divise ?—3.

b) Fausse. Contre-exemple : 3 divise 6 x 5 = 30 et
3 ne divise par 5.

28. Décomposition (1)
1. a)30=2x3x5

c) 64 =2¢

e) 120 =23x3 x5
2.a) 800 = 23(2 x 5)2 = 25x52

b) 2 000 = 2(2 x 5)3 = 24 x 5°

c) 60000 = 2 x 3(2 x 5)¢ = 25 x 3 x 5*

b) 40=23x5
d)70=2x5x7

29. Décomposition (2)
a)6!=24x32x5

b) (292 - 4) = (29 - 2)(29 + 2) = 33 x 31
c) (852-16) = (85 - 4)(85 + 4) = 3 x 89

30. Décomposition (3)
b)

31. PGCD

a)350=35x10=2x52x7 et
980=98x10=2?x5x7?
PGCD(a,b)=2x5x7="70

b) 792=72x11=2x32x 11

924 =84x11=12x7x11=22x3x7x 11
PGCD(a, b) =22x3x 11 =132

32. Nombre de diviseurs (1)
a) Vraie: 2 x7 x 17

b) Vraie car 2 n'apparait pas dans la décomposi-
tion de a.

33. Nombre de diviseurs (2)

On décompose les deux nombres en facteurs pre-
miers et on applique la formule du cours.

34. Nombre de diviseurs (3)
a), b) et c). 12 diviseurs.

35. Nombre de diviseurs (4)
3x(o+1)?=48=0=3
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36. Théoréme de Fermat (1)

a) 420 =24 =1 (41)

b) 2520 =54 =1 (41)

c) 490 =740 =1 (41)

d) 504 = 2x 20 x 52 x (540)2=2 x 25 =9 (41)

37. Théoréme de Fermat (2)
a) Vraie car (5¢)" =1 (7).

b) Fausse avec n=1:7°-1=342 non divisible par 4.

38. Théoreme de Fermat (3)

3% est impair donc 3% - 5 est pair et donc a est pair.
27=2(37) et 33’ =3 (37) donca=0 (37)

2 et 37, premiers entre eux, divise a donc 74 divise a.

Exercices d'application p. 146-147

Déterminer si un nombre est premier

39. V419 =20,5. On teste tous les nombres pre-
miers jusqu'a 19 : 2, 3,5, 7, 11,13, 17, 19 qui ne
divisent pas 419 donc 419 est premier.

40. a) 117 est divisible par 9.
b) 271 est premier.

c) 323 est divisible par 17.

d) 401 est premier.

e) 527 est divisible par 17.

f) 719 est premier.

41.1.N=(n-2)(2n +5)

2. 'un des facteurs doit étre égal a 1, soit n = 3,
on trouve N =11.

42. Fausse. N = [n + 2 )(2n + 3). N est premier si
lun des facteur est égala 1, soitn=-1 & N.

43.1.Sip=0(3):
ep=1(3)doncp+2000=1+2=0(3).

Orn,> 3 doncn,n’est pas premier ;
ep=2(3)doncp+1000=2+1=0(3).

Orn, > 3doncn, n'est pas premier.

On doit donc avoir p =0 (3) ce qui entraine p = 3.
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2. Sip=3alors,n, =1003 =17 x 59 etn, =2003
premier. On ne peut avoir n, et n, premiers.

44. 22 -1=(a-1)la+ 1)

Si p divise a* - 1 alors p divise (a - 1) ou [a + 1).
1<a-1=p-3
3=<a+1=sp-1

Ce qui montre que cela est impossible.

45.1.0n a:

from math import *
def f(n):
i=2
if n%i==0:
return "non premier car divisible par", i
i+=1
while i<=sqrt (n):
if n%i==0:
return "non premier car divisible par", i
i+=2
return "premier"

2. a) La fonction £ détermine la primalité d'un
nombre.

b) Le fonction teste d’abord si le nombre n est divi-
sible par 2 puis tant que le nombre impair i est

inférieur ou égal a \/; teste si n est divisible par i
en lincrémentant de 2 a partir de 3.

46. N est premier pour nimpairde 1a 7.
Pourn=9onaN=119=7x17.

Utiliser le théoréme de Gauss appliqué
aux nhombres premiers

47. p divise a et a% + b> donc p divise (-a)
a+1(@%+b? = b2

Comme p est premier, d'apres le théoréeme de
Gauss p divise b?, donc b.

48.1.17p=(n-1)(n+1)

2. D’'apres le théoreme de Gauss, 17 est premier
et divise (n- 1) ou [n+ 1).
Doncn=17k+1oun=17k-1aveck € 7.
3.Sin=17k + 1 alors p = k(17k + 2).

Comme p est premier alors k=1etdoncp=19 est
premier.

Sin=17k-1alors p = k(17k - 2).
Comme p est premier, alors k =1 et donc p =15

est non premier ce qui est impossible. Un seule
solution:n=18etp=19.
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49.1.29p=(n-1)ln+1)

2. D'aprés le théoreme de Gauss, 19 est premier
et divise (n - 1) ou (n + 1],

Donc n=2% +10un-=2%-1aveck € Z
Sin=29+1alors p = k(29 + 2)

Comme p est premier alors k=1etdoncp =31 est
premier.

Sin=29-1alors p = k(29 - 2).

Comme p est premier alors k=1 et donc p =27 est
non premier ce qui est impossible.

Une seule solution : n =30 et p=31.

50.SiPGCD(p, al =1 alors d’aprés le théoréme de
Gauss, p divise b.

Si PGCD(a , b) = 1 alors comme p est premier
PGCDI(p , al = p donc p divise a.

Décomposer en produit de facteurs
premiers

51.960=24x3x5
221222 =2x53x 2087

52.1.2650=2x52x53
1272=2*%x3x53

2. PGCDI(2 650,1272) =2x 53 =106
3.2650=1272x2+106
1272=106x12

On retrouve le PGCD avec un nombre trés réduit
de calculs.

53.1.428 904 =2°x32x7x 23 %37

306 360 = 2°x 32x 5 x 23 x 37

2. PGCD(2 650, 1 272) =23x 32x 23 x 37 = 61 272
3.428 904 =306 360 x 1 + 122 544

306 360 =122544 %2 + 61272

122544 =61272%2

On retrouve le PGCD avec un nombre tres réduit
de calculs.

54. 1. Tous les facteurs premiers ont une puis-
sance paire dans un carré parfait.

2.56=28x7
Soit n un carré parfait de trois chiffres divisibles

par 56. Onaalors n =k x 24 x 72 =784k. Donc k = 1
et n =784,

55. Le volume en cm? est V = 22 661.

Soit a, b et ¢ les dimensions du pavé droit, avec
asbsc,ona:abc=22661=17x31x43.

e Sia, b et c sont supérieurs a 1, on a une solu-
tion:a=17,b=31etc=43.

e Sia=1,o0ona4choix possible :
eh="Tetc=22661

eb=17etc=1333

eb=31etc=731

e b=43 etc=527

56.1.2016=25x32x7

2. Comme les puissances des facteurs premiers
dans n? doivent étre paires, le plus petit entier n
esttel que : n?=20x 32x 72,
Doncn=2*x3x7=168.

57.0na:D,=1{1;2:3;4;6;7;12;14;21;28;
42 ; 84}
xlbe+1)(2x + 1) = 84

On cherche une décomposition en trois facteurs de
84 dont les deux premiers sont consécutifs. D’aprés
les diviseurs de 84, x ne peut étre que 1, 2, 3 ou 6.

En testant ces 4 cas, seul x = 3 est solution.

58. 1. 1000! est divisible par 2 et par 5, donc sa
décomposition en nombres premiers est de la
forme : 2? x5 x N,avecp > 1etq> 1. Nestalors
le produit de nombres premiers différents de 2 et
de 5. N est donc premier avec 2 et 5. Il est donc
premier avec 10.

1000 o .
2.a)llya T =200 nombres inférieurs ou égaux
a 1000 divisible par b.

200 e . .
Ilya s = 40 nombres inférieurs ou égaux a 1000
divisible par 52.
Ly a ﬂ=8 nombres inférieurs ou égaux a 1000

divisible par 53.

Ly a 1 nombre inférieur ou égal a 1000 divisible
par 5%: 625 = 5%

b) Comme 1000! contient tous ces facteurs, 1000!
contient : 5200 x 540 x 58 x 5 = 5249,

On a donc : g = 249.

1000

3. 1000! contient au moins : =500facteurs de 2

donc p > 500 et donc p > g.
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On a alors : 1000! = (2 x 5)%7 x 2,249 x N = 10% x M

oUu M n’est pas divisible par 5, donc non divisible
par 10.

1000! possede donc 249 zéros.

59. 1. Avec le critére d’arrét, on montre que 997
est premier. 999 991 =17 x 59 x 997

2. On cherche un diviseur de 999 991 inférieur a
1000. Ily en a quatre : 1, 17, 59, 997.

Seul 997 est crédible en ce qui concerne la fabri-
cation de lannuaire. Lannuaire a 997 pages et
chaque page contient : 17 x 59 =1 003 noms.

Trouver le nombre de diviseurs d'un entier
60.1.792=23x32x11.792 a 24 diviseurs.
2. Diviseurs de 792 :

20 2! 22 28
30x 11° 1 2 4 8
3% 11° 3 6 12 24
32x11° 9 18 36 72
3% 11" 1" 22 44 88
3% 11 33 66 132 264
3Zx 11 99 198 396 792

61.1.8316=22x3x7x11.8316 a 48 diviseurs.
2. On peut reprendre l'algorithme du chapitre 3.

from math import*
def div(n):
D=[]
i=1
while i<=sqrt(n):
if n%i==
D.append (i)
if n//il=i:
D.append (n//i)

i=i+1

D.sort ()

return D
div(8 316) —» [1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 11,
12, 14, 18, 21, 22, 27, 28, 33, 36, 42,
44, 54, 63, 66, 77, 84, 99, 108, 126, 132,
154, 189, 198, 231, 252, 297, 308, 378,
396, 462, 594, 693, 756, 924, 1188, 1386,
2079, 2772, 4158, 8316]

62. 1. 300300 = 2600 x 3300 x 50 || 3 108 721 501 divi-
seurs.
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2. Il faut multiplier le nombre de diviseurs par 10.
On peut proposer 77 x 30030,

63. On pose n=p;" X...X pn.
Son nombre de diviseurs est alors :
N=lo, +1) ... (o +1)

n est un carré parfait si pour i € [1, m], o, est pair
donc a, + 1 est impair. On a alors N impair. Réci-
proquement, si N est impair, pour tout/ € [1, m],
o, + 1 est impair donc o, est pair.

n est alors pair.

64. 1. 5 est premier donc pour avoir 5 diviseurs la
seule figuration est p*.

2.n-16=(p-1p+1)[p?+1)
3.Commen-16=p xp,alors:p-1=1p=2.
Onaalorsn=25=32.

65.1.a) Soita=da’ et b=db’ avec PGCD(a’, b’) =1,
on a alors d?a’b” = 11 340.

b) 11340 =22x 34x 5x 7. Un diviseur carré parfait
de 11 340 ne peut contenir que les facteurs 2 et
3 dont l'égalité proposée.

2. a) d possede 6 diviseurs donc : (o + 1)(B + 1) = 6.
oa<letf=<2onaalorsaa=Tetf=2
d=2x32=18.

b) Des condition oo =0 (5] et a < b, on déduit que
a=18x5=90eth=18x7=126.

Appliquer le petit théoréme de Fermat

66. 1. 29 est premier et ne divise pas 4, donc
4?2 =1 (29) et donc 4% - 1 divisible par 29.
2.4=1(3)=4"=1"=1(3) donc pour tout n € N,
4" -1 divisible par 3.

3.42=1 (5] = (42 )* = 1% =1 (5) donc pour tout
k €N, 4% -1 divisible par 5.

42=-1(17) = (49% = (-1)* =1 (17) donc pour tout
k €N, 4% -1 divisible par 5.

4. 28 =4 x7,donc 4% - 1 est divisible par 3, 5, 17
et 29.

67.1. 13 et 7 sont premiers, d’aprés le théoréme
de Fermat :
n®=n(13) < a=0(13)

xné

n=n(7)=>n%=n"=n(7)=a=1I(7)
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2. n"™ et n ayant méme parité, n'® - n est pair.

2, 7 et 13 divisent a et sont premiers entre eux
deux a deux, d’apres le corollaire du théoréme de
Gauss, 2x 7 x 13 = 182 divise a.

68. 1. 31 premier, d'aprés le théoréme de Fer-
mat:n¥=n(31) < n* -n=0(13).
n®' et n ayant méme parité, n® - n est pair.

2 et 31 divise n*' - n et sont premiers entre eux,
d'apres le corollaire du théoreme de Gauss,
n'-n=0(62).

2. On multiplie par a™', on obtient alors :
a*n - an=0(62).

69. 1. D’apreés la somme d’'une suite géométrique :
1+2+ ... +2P2=201-1

Comme 2 est non multiple de p, d'aprés le théo-

reme de Fermat: 2>"'=1(p) & 2" - 1=0 (p).

2. Pour n < 96, n est non multiple de 97 donc
d’apres le théoreme de Fermat n”* =1 (97).

De plus 97 =0 (97) et 98% =1 =1 (97).
DoncS=9%x1+0+1=97=0(97).
97 divise donc S.

70. 1. D'aprés le théoréme de Fermat, p divise
37 - 3 et comme p divise 37 + 1, p divise leur diffé-
rence soit 4.

2. Le seul nombre premier qui divise 4 est p = 2.

On vérifie que 37 + 1 est pair. Le seul nombre pre-
mier qui divie 37 + 1 est 2.

71. 1. On vérifie avec le critére d'arrét que 761 est
premier.
2.aln+1=107

b) 10 est non multiple de 761, d’aprés le théoreme
de Fermat : 10%°=1 (761). & n=0(761).

72. 1. a) 7 est premier, d'aprés le théoréme de
Fermat:n’=n(7) < A=0(7).

b) n et n® ont méme parité donc n et (n® - 1) ont des
parités contraires donc l'un des deux est pair donc
A est pair.

3 est premier, d'apres le théoréme de Fermat
n®=n (3), on en déduit alors que :

nm =1+ 1)=nln-1n+1)(3)

(n = 1), n et (n + 1) sont trois entiers consécutifs

donc l'un des trois est multiple de 3, donc A est

divisible par 3.

c) A est divisible par 7, 2 et 3 qui sont premiers

entre eux deux a deux donc d’apres le corollaire

du théoréme de Gaus A est divisible par 42.

2.a) B=n®-n?% 3 est premier, d'apres le théoréeme
12

de Fermat n®=n (3) = n¢=n?(3)

Donc B=0 (3).
b) 5 est premier, d'aprés le théoréme de Fermat

xXn

n®=n (5] = n®=n? (5). B est divisible par 5.
c) On remplit le tableau de congruence :

n=..[4) 0 1 2 3
n?=..[(4) 0 1 0 1
n?-1=..(4) 3 0 3 0
n?+1=..(4) 1 2 1 2
B 0 0 0 0

B est divisible par 4.

d) B est divisible par 3, 5 et 4 qui sont premiers
entre eux deux a deux, d'aprés le corollaire du
théoréme de Gaus B est divisible par 60.

Exercices d'entrainement p. 148-150

Déterminer un entier conditionné
par le nombre de ses diviseurs

73. n a 6 diviseurs donc n est de la forme n = p%q
avec p et g premiers.

La somme de ses diviseurs est 28 :
T+p+p’+q+pg+p’g=28c(1+p+pi(1+q)=28
Produit de facteurs supérieurs ou égaux a 3 :
T+p+p?=Tetl+g=4
p=2etg=3doncn=2?2x3=12.

74.1.12n = 22 x 38", On doit avoir
(+3)B+2)=2(a+1B+1) =Bla-1=4
2.0n a3 solutions:n=25x3"=96
n=2x32=72etn=2?2x3=324

75.1.n% = 2% x 3%, On doit avoir :
(Boo+ 1)(3B+1)=8loe+ 1)+ 1)
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+25
sof-50-5p=7< (a-5)p-5=32
2. On obtient 6 couples solutions : (6 ;37) ; (7 ; 21) ;
(9:13):(13:9):(21;7); (37; 6) qui donnent les
valeurs de n suivantes :

26337 27321 29313 21339 22137 23736_

76.a) nde laformen=2*x3Paveca >
0+ T)B+1)=10=n=2“x3 =48

b) n de la forme n=2*x 3 avec o0 > B

o+ 1)(B+1)=15=>n=2x32=144

77.18 = 2 x 3% Comme on ne peut décomposer 10
et 21 en plus de deux facteurs, a et b n'ont comme
facteurs primaires que 2 et 3.

21 = 7 x 3 la seule configuration pour a est
a=2*"x3¥=a+1=7=a=6donca=2%x32=576.
10 = 2 x 5 la seule configuration pour b est
a=2x3F=B+1=5=P=4donch=2x3*=162.
On vérifie que PGCD(a, b) =2x 3?=18.

78. 1. n admet 14 diviseurs et 14 ne peut se
décomposer au maximum qu’en deux facteurs
(14 =2 x 7). Le nombre n ne peut donc avoir plus
de deux diviseurs premiers dont l'un est 2 car n
est divisible par 4.

2. Sin aun seul diviseur premier alors :
n=2%aveca+1=14<oa=13.

2% =81920rn-1=8191 non multiple de 37. Les
nombres n ont donc deux diviseurs premiers, 2 et
qg:n=2%xqg"

(oo + 1)(B + 1) = 14 avec oo = 2 car n est divisible
par 4. On en déduit que n = 24"

n<1000:>2"q<1000:>q<@:>q$15.

g est a chercher dans 'ensemble :
E=1{3,5,7,11,13}
comme n =37p + 1 alors 37 divise (n - 1).

On teste les valeurs de E, on trouve une seule
solutiong=11=n=704.

Onaalors 704 =37 x19 + 1.

79. 1. Les quatre premiers nombres parfaits sont
obtenusavecn €{1:2:4;6}:6;28;496;8128.

2.a) Comme 2™' - 1 est premier, la décomposition
de a en facteurs premiers est : a = 27(2"" - 1).
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b) On obtient les diviseurs de a en faisant varier la
puissance de 2.

Da ={1,2,22,..,2", (2" =1), 2(2" - 1), 222" - 1),
'2n[2n+1 _ 1]}

¢) En utilisant la somme des termes d’une suite
géométrique de raison 2, on a:

n n-1
S= 22" + (20 — 1]22”
i=0 i=0

=21 1 (27— 1)(20=-1)=27(2"" - 1) = a

Travailler modulo p, p premier

80.1. - {3x+4y55['|3] E,
2x+5y=713)E,

~2E, + 3, donne 7y =11 (13) E,

2.k =2etk,=9.

3. 2E, donne y=9 (13).

On remplace dans £, : 3x=8 (13) E,

9E, donnex=7(13).

+3
81.1.a)22M=0(2) = N=3=1(2)
Donc N est impair.

b) N=2"M (3) or 2 et M sont premier avec 3 donc
N # 0 (3)

2.a) 2 et 3 ne divise pas N.

Sipe{5,7, 11, .., q}, pdivise M donc N =3 (p).
p ne divise pas N. On en déduit alors que p > g.
b) p est impair doncp=1 (4) ou p =3 (4).

3. a) Supposons que pour tout i € [1, r], p,=1 (4)
alors N=p . x..xplo)=1(4).

Or N = 4M + 3 =3 (4) : contradiction.
ILexiste donci € [1, r,tel que p,=3 (4).

b) Tout ceci est valable pour tout g > 5 premier.
Comme il y a une infinité de nombres premiers,
il existe une infinité de nombres premier de la
forme 4n + 3.

Nombres premiers et suites
82.1.a) (-1, 1) est solution de (E).

b) x==1+47k KE7
y=1-23k
c)Sik=1ontrouvex=46 € Aet23x=1(47).

2.a) 47 est premier, d'aprés le théoréme de Gauss,
si 47 divise ab, il divise a ou b.
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b)a?2=1(47) < (a-1)la+ 1)=0(47)
D’apres la question 2. a), onaa =1 (47).

3.a)Sip € A, alors p est premier avec 47 ; d’apres
le théoréme de Bézout, il existe q, r € Z tel que :
pq +47r=1=pg=1I[47).

b) Si p = p" alors p? = 1 (47) d’aprés la question
2.b)p=+1(47),doup="10up=4é.

c) Dans 46! il existe 46 facteurs. On enléve 1 et 46
qui sont leur propre inverse, a chaque facteurs, on
lui associe son inverse modulo 47, on obtient alors
22 paires dont le produit est congru a 1 modulo 47.
On aalors 46!=1 (47).

83. 1. On trouve :

n 1 2 3 4 5 6

u | 10 | 48 | 250 | 1392 | 8050 | 47 448

n

2. Avec les regles sur la parité, on montre que u_
est pair.

3. Avec les congruences : n = 2k

U, = (22 + (32 +{ 2232 - 1= 0 (4).

4. On avu que 2 divise tous les termes u, 3 divise

u, 5 divise u, et 7 divise ug donc 2, 3, 5 et 7 appar-
tiennent a E.

5.a) p est premier avec 2 et 3, d’aprés le théoreme

de Fermat: 2>-'=37"=1 (p).
bx202=2"x3=1p]
bx3?2=3""x2=2(p)

b) p est premier avec p donc 6*'=1 (p)

6U, ,=6x202+6x3r2+6r" —6=0(6)

| G VS S w—

-3 =2 =1
6. D'aprés la question 5., p divise 6up72 ; comme 6
est premier avec p, d'aprés le théoreme de Gauss,
p divise u,

Doncp € E.

84.1.u,=31u,=331,u,=3331.

2. a) Initialisation : n =03u,=3=10-7.

La proposition est initialisée.

Hérédité : soitn €N, supposons que 3u_=10""-7.
3u,, =10(3u ) +63=10(10""-7)+63=10"2-7
La proposition est héréditaire.
b)3u,=99...93=u, =33...31

—_— —)
n n

3. A laide du critére d’arrét, on montre que 331
est premier.

4. D'apres lécriture décimale de u, 2, 3 et 5 ne
divisent pas u .

5.a) De 10=-1 (11) et -7 = 4 (11) on en déduit
que : 3u =4 -(-1)"(11).

b)3u =3(11)=3(u, -1=0(11ou
Bu=2=-9=3[u +3]=0(11)

11 divise 3(u, - 1) ou 3(u, - 3) comme 11 est pre-
mier avec 3, 11 divise (u_ - 1) ou (u, +3).
Doncu =1(11 ouu =-3(11). 11 ne divise pas u,.

6. a) 17 est premier avec 10, d’apreés le théoréme
de Fermat 10"=1(17).

b) 10°=-3(17) donc 10°=(-3)*=-27=-10(17)
3u,,.,=(10")x10°-7=-17=0(17)

16k+8
85.1.a) (1+6) =7+ 26
b) (1+v6) =73+ 286

) (1+J6) = 847+ 34246
d) 847 =7 x112et 342 =2x 37 x 19

On peut déduire que 847 et 342 sont premiers
entre eux.

2.a) [ 1 2 4 6
a : 7 | 73 | 847
] 1 2 | 28 | 342

an+1 = an + 6bn
b)
bn+1 = an + bn

cla,+b =2a +7b =2(a +b)+5b
,+b,.,=2la +b)(5)
Sib5divisea , +b_ ., 5divise 2(a_+b ) comme 5 est

premier avec 2, 5 divise [an + bn].

1

donca
n+ 1

Par la contraposée : si 5 ne divise pas (a, + b ) alors
5 ne divise pas (a,, + b, )

n+17"
Ora, +b,=2nondivisible par 5, donc de proche ne
proche non divisible par 5.
d) Du systéme, on obtient :

58n = an+1 - bnM
5bn = _an+1 + 6bn+1
Sia et b sont premiers entre, d'apres le théo-
réeme de Bézout, il existe (u, V)] E Z :
x5

-b,.,)

au+bv=1=5u+5 v=5=ula
+ v[_an+1 + 6bn-v-1]
a -u+vi+b . (bu+v]=5

1 n+1
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Donc d = PGCDIa

Sid=5, alors 5 divisea . etb . doncb5 divise leur
somme ce qui est impossible d’apres 2. c).

b JeE{1;5}

n+1 " T n+l

Conclusion : d = 1.

Comme a, et b, sont premiers entre eux, de proche
en proche, a_et b_sont premiers entre eux pour
toutn € N".

Divisibilité et nombres premiers

86. 1. Si p = 7, p n'est pas divisible par 3, donc
p=+t13)=p*=1(B3=n=0(3).
2.p7-1=(p-1p+1)

Comme p impair alors (p - 1) et [p + 1) sont deux
entiers pairs consécutifs donc U'un d’eux est mul-
tiple de 4, donc p? - 1 = 4k(k + 1) qui est donc mul-
tiple de 8.

n=(p? - 1)(p? + 1) = 4klk + 1)(p? + 1)
p impair donc p? impair et donc p? + 1 pair.
Conclusion : n est multiple de 16.
3. Comme p =7, non divisible par 5 :

p=..[5) 1 2 3 4
p*=..(5) 11 8=1| 81=1 256 =1
n=..[05) 0 0 0 0

Conclusion : 5 divise n.
4. a) Corrolaire du théoréme de Gauss, cf cours.

b) 3, 16 et 5 sont deux a deux premiers entre eux
d'aprés 4.a), 3 x 16 x 5 = 240 divise n.

87.1.a) n et n* ont méme parité, donc n et Aln) ont
des parités contraires.

b) Avec un tableau de congruence :

n=.I(3) 0 1 2
n“=..(3) 0 1 1
Aln) = ...(3) 1 2 2

Donc A(n) n’est pas multiple de 3.

c) Siddivise Aln) alors n“+ 1 =kd < n®(n) - kld) =1
d'aprés le théoreme de Bézout d et sont premier

entre eux.
2

d)An)=0(d=n*=-1(d) = n®=1(d

2. a) Lexistence de Uentier s est assuré par 1. d)
k=sq+ravecr<s
nf=1(d=(n)xn=1(d)=n=1d
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Comme s est le petit entier non nul vérifiant cette
propriété alors r=0.

b) D’apres la question 1. d), n®=1 (d) donc d'aprés
2. a), s divise 8.

c) d est premier et d'aprés 1. cl, n est premier
avec d ; d'apres le théoréme de Fermat : n%'=1(d)
comme d = 2,d - 1> 0 et donc d'aprés 2. al,
sdivised - 1.

3.D'aprés2.blse[1;2;4;8}
Sise{1;2;4}, alorsn*=1(p)=n*=1(p)
= Aln) =2 (p).

D'aprés 1. a) si n est pair alors A(n) est impair et
donc p > 2 ; on en déduit que p ne divise par Aln) :
contradiction.

Conclusion : s = 8 et d'aprés 2. ¢ 8 est un diviseur
del(p-1)dotp=1I8).

4. A(12) = 20 737. En effectuant les divisions suc-
cessives de 20 737 par les nombres de la liste don-
née, on constate que : 20 737 = 89 x 233.

Or \/@<17_ Comme, dans la liste, il n'y a pas
d’autres nombres avant 17, cela signifie que
233 fait partie de la liste des nombres premiers
congrus a 1 modulo 8. Donc les diviseurs premiers
de A(12]) sont 89 et 233.

88.1.A=n%-8n2+16 - 4n?
=(n?2-4)2-(2n)2=(n?-2n - 4)(n?%+ 2n - 4)

2. Si n est pair alors les facteurs n? + 2n - 4 sont
pair estdoncAestdivisible par 4 donc non premier.

3.a)A=[(2k+1)2-2(2k + 1) - 4][(2k + 1)2+2(2k+1) - 4]
=(4k? - 5)(4k? + 8k - 1)

b) Si A est premier, U'un des facteurs doit étre égal
azxl,

4k? -5 =1 4k? = 6 impossible.
Lk?-5=-14k’=4b s k=%10u
Lk?+8k+1=1klk+2)=0=ke{0;-2}
4k?+ 8k +1=-1& 2klk+2)=-1impossible
Les valeurs de n possibles sont: -3 ;-1;1;3.

89. On trouve la grille :
a

mo o W >
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Produit de nombres premiers

90. 1. a) On a le tableau suivant :

n=.(9 [0|1|2|3|4|5|6|7]8

nP=.. 9|0 |1]|4|0|7[7]|0]4]N1

b) Les restes possibles sont donc 0, 1, 4, 7
€)250507=2+5+5+7=19=1(9)

(E) modulo 9 devient : a2 - 1=5b2(9)

b2=0(9) = a?=1(9).

b>=1(9) = a>=2 (9) impossible.

b*=4(9) = a?=5 (9) impossible.

b?=7(9) = a?=8 (9) impossible.

La seule solution est modulo 9 :
a’=1=a=1oua=8:

2. a2 = 250 507 = a = /250507 =501

Comme 5012 - 250 507 = 494 non carré alors
a > 501.

3.a)503=8(9) et 505 =1 (9) comme a est congru
a 1 ou 8 modulo 9 alors a est congru a 503 ou 505
modulo 9.

b) Pour k=0, a =505 donc a2 - 250 507 =4 518 non
carré.

Pour k=1, a = 514 donc a? - 250 507 = 1172 donc
(514 ; 117) est solution.

4. a) D'apres la question 3. :
250507 = 5142 - 1172
= (514 - 117)(514 + 117)
=397 x 631

b) A laide du critére d’arrét, on montre que 397 et
631 sont premiers. Cette écriture est donc unique.

91.1.Sip, <p,<p,alors p, et p, sont impairs et
donc p, = p, - p, est pair donc p, = 2.
2.p,=2etp,=p,+2

680 <N <1920 = 340 <p, [p, + 2) < 960
p,2<p,lp,+2) <960 =p,=<30
(p,+2)*>p,lp,+2) >360=p,+2=19

On cherche donc deux nombres premiers impairs
consécutifs compris entre 17 et 30. Une seule
solution 17 et 19.

Onaalors: N=2x17x19 = 646.
3.0na:3x10<p,[p,+2) <4&x10¢
p,2<p,lp,+2) <4x10*=p, <200
p,+2)?>p,p,+2) >3x10*=p,+2=173

On cherche donc deux nombres premiers impairs
consécutifs compris entre 171 et 200.

Deux choix possibles : (179 ; 181) et (191 ; 193] qui
donnent : N = 64798 et N =73 726.

Equations et nombres premiers

92.1. 3% - b?=(a - b)la + b) premier donc
a-b=1=a=b+1.

b est a sont deux entiers consécutifs.

2. D’apreés le critére d’arrét 401 est premier.
Onax+y=4012y+1=401<y=200

La seule solution est (201 ; 200).

93.1. o= 1 est solution de (E).

2. X=x-1Teox=X+1

On remplace dans U'équation :
X+1)2+X+1-2=0(13) & X(X+3)=0(13)

13 premier divise X(X + 3) ; d’aprés le théoréme de
Gauss, 13 divise X ou X + 3.

X=0(13) x=1(13)
X+3=0(13) =2x=-2=11(13)
Les solutions de (E) sontx=1(13) etx=11 (13).

94.1.52-10+2=17=01(17) donc o. = 5 est solu-
tion de (E).

2. X=x-5=x=X+5
On remplace dans l'équation :
(X+5)2-2X-10+2=0(17) & XX+ 8) =0 (17)

17 premier divise X(X + 8) ; d’aprés le théoréeme de
Gauss, 13 divise X ou X + 8.

X=0(17)=x=5(17)
X+8=0(13) x=-3=14(17)
Les solutions de (E) sontx=5(17) et x= 14 (17).

95. 1. On montre 'égalité en développant le terme
de droite.

2. 'équation revient a résoudre :
(x = p)e? + xp + %)= 127
127 est premier doncon a :

x—y=1 o x=y+1 x=y+]1
x2+xy+y?=127 3yly+1=126 yly+1=42
x=7
(=
{y=6

131
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96.1.8633=89x97
2.x2-4y*=8633 & [x - 2y)(x + 2y) =8 633
Comme x - 2y < x + 2y, on a deux solutions :

x—=2y=1 x=4317 |x—2y=89 x=93
(=4 (=4
x+2y=8633 y=2158 |x+2y=97 y=2

Travailler l'oral

97. Soit un cube de base carrée, de coté a et de
hauteur b = a.

Ona:a*=1450=a=11,33.

Deux choix se présentent:a=11oua=12.
ea=11onaalors:

1468 <112%h<1452=197<b=<12
Onaalorsb=12.

ea3=12,onaalors:

1448 <12?h <1452 = 10,06 <b < 10,08
ILn’y a pas de solution.

La cuve a pour dimensions : 11 x 11 x 12.

Exercices bilan p. 151-152

98. Nombres de Mersenne

1. a) 3 et 4 divise 22 - 1 comme 4 est premier
avec 3, d'aprés le corollaire du Théoreme de
Gauss, 3 x 4 = 12 devrait diviser 228 - 1.

b) 2% - 1 est impair donc non divisible par 4.
123 -1

c)2=-13]=222=-1(3]=>22-1=-2(3)
donc 3 ne divise pas 22 - 1.
2.a)S5=(2°)"-1=2%-1

b) 2°=1(7) par somme S=1x11=4(7) donc 7 ne
divise par 22 - 1.

99. Nombres de Poulet

1. Si n est premier impair, donc premier avec 2,
d’'aprés le théoréme de Fermat : 2"'=1 (n).

Donc n n’est pas premier.
2.2'0=1024=1(341) donc 2340 = (294 = 1 (341).
341 n'est pas premier car 341 =11 x31.

Cela signifie que la réciproque du théoréme de
Fermat est fausse, c’est-a-dire que a' = 1 (n)
n'implique pas n premier.

3. a) Le seul résultat faux énoncé ne peut se faire
qu’avec un nombre de Poulet :

132

21853
plF) =
25x107
b) Si on a annoncé n premier cela donne :
1091987 405 + 21 853 = 1 092 009 258
_ 1091987 405 ~ 0,999 980

1092009 258
Soit une quasi-certitude.

=8,74x 107",

100. Triplets pythagoriciens

A. Généralité
1. Immédiat, en mettant p? en facteur.

2. Soit x et y impairs, alors x? et y? sont impairs
donc x? + % est pair en conséquence z? est pair
donc z pair.

3.a)192=26x3

b) 2x? = 2241 x k? et 2% = 2P x m?

c) Comme la décomposition en puissances de 2
est unique, l'égalité 2x? = z2 implique 20 + 1 = 2.
Or (200 + 1) est impair et 2B pair. Légalité est
impossible.

B. Recherche d’un TP contenant 2 015
1.2015=5x13x%x31

2. On sait que (3; 4; 5) est un TP, donc d’apreés
A1 (px; py; pz) estun TP.

On prend alors p = 13 x 31 = 403 et donc
(1209;1612;2015) estun TP.

2) Onprend 2n+1=2015d ol n="1007.

On déduit alors :
2n?+2n=2030112et2n?+2n+1=2050 113.
D’aprés la relation donnée,

(2015;2030 112 ;2030 113) est un TP.
3lalz22-x*=4032 = z-x)z+x) =169 x 961
On peut prendre alors :

-x=169 z=565
&
z+x=961 z=3%96
(396 ; 403 ; 565) est alors un TP.

b) 2 015 = 403 x 5, en multipliant (396 ; 403 ; 565)
par 5, on obtient : (1980 ; 2015 ; 2825) qui est un TP.

101. Ecriture décimale
1.a)1001=7%x11x13

b) abba=1001a + 1106 =11(91a + 10b)
Tout élément de E est divisible par 11.
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2. a) 8 choix pour a et 10 pour b, ily a donc 80 élé-
ments dans E.

b) 3 choix pour a: 3, 7, 9 et 10 choix pour b donc
ily a 30 éléments de E non divisibles par 2 et par 5.

3.aln=0(3)=2(a+b)=0(3)

3 divise 2(a + b), comme 3 est premier avec 2,
d’apres le théoreme de Gauss, 3 divise a + b.

Réciproquement si 3 divise a + b, alors 3 divise
2(a + b) donc n.

b)n=0(7) = 1001a+1106=0(7)
or1001=0(7)et110=5(7)doncn=0(7) < 5b=01(7).

7 divise bb, comme 7 est premier avec b, d'apres le
théoréme de Gauss, 7 divise b.

Réciproquement, si 7 divise b, alors 7 divise 5b
donc n.

4. n ne doit pas étre divisible par 2, 3, 5 et 7.
ae{3;7;9%etbe{1;2;3:;4:5:6:8;9}
Avec la somme a + b non divisible par 3.
Aveca=3,a=7o0ua=9:5choix

Ily a 15 éléments de E dont 11 est le plus petit
facteur premier.

102. Fonctions modulo 227

1. a) A laide de lalgorithme d’Euclide, on montre
que PGCD(109, 226) = 1.

Comme 109 et 226 sont premiers entre eux,
d'aprés le théoreme de Bézout, il existe u,vE Z
tel que 109u - 226v =1.

b) Vérifions que (141, 68) est une solution de (E] :
109 x 141 - 226 x 68 =15369 - 15368 =1

Les solutions de (E) sont de la forme :

(141 + 226k , 68 + 109k]), ou k appartient a Z.

¢) Pour k =0, on obtient ainsid = 141 et e = 48

2) On montre par le critére d'arrét que 227 est

premier.

3) a) Immédiat.

b) 227 est premier et comme a < 226, a est pre-

mier avec 227, d'aprés le théoreme de Fermat
a6 =1 (227).

c) Pour déterminer glf(al], il faut déterminer le
reste de division de (a'”)"! = """ par 227.
D'aprés 1. b) 109 x 141 =226 x68 + 1 on a g'0%"! =
g226:68+1 = (3228)68 % g = g (227)

On a donc gl flal] = a.

d) Comme (a'%)"! = (a"“')'% alors f [g(a)] = g[fla)] = a.

g est donc la fonction réciproque de la fonction f.

103. Conjecture de Goldbach
1. F(6) = F(2 x 3) = F[2) x F(3)
F(6) = F(3 + 3) = F[3) + F(3) = 2F(3)
On en déduit que F(2) = 2.
2.a) Fl4)=F2+2)=F(2) + F[2) = 4
b) F(5) = F[2 + 3] = F(2) + F(3)=2+F(3)
F(12) = F(5 + 7) = F(5) + F[5 + 2]

= F(5) + F(5) + F(2) = 2F(3)+6
c) F(6) = F(3 x 4) = F[3) x Fl4) = 4F(3)
d) Des trois questions précédentes, on déduit que
F(3) =3. o
.FMN=F1x1)=F(1)2 = F(1] =1
F(5)=F(3) +2=5
F(6) =2F(3) =6
FI7) = F12 + 5) = F(2) + F[5) = 7
F(8) = F(3 + 5) = F[3) + F(5) = 8
F(9)=F2+7)=F(2) + F[7) =9
F(10) = F(5 + 5) = F(5) + F(5) = 10
F(14) = F(7 + 7) = 2F(7) = 14
Fl14)=F(11 +3)=F(11) + 3
= F11)=F(14)-3 =11
F(12) = 2F(3) + 6 =12
F(13) = F(2 + 11) = F(2) + F(11) =13
F(15) = F[3 x 5) = F3) x F5) = 15
F(16) = F(5 + 11) = F(5) + F(11) = 16
F(20) = Fl4 x 5) = F[4) x F(5) = 20
F(20) = F(17 + 3) = F(17) + 3
= F(17) = F(20) - 3=17
4.a) 2006 =2 x 17 x 59
b) F(66) = F7 + 59) = F(7) + F(59)
donc F(59) = F(66) - F(7) = F(66) - 7.
Or F(66) = F[6 x 1) = F[6) x F(11) = 66
Donc F(59) = 66 - 7 =59,
c) F(2006) = F[2x17 x 59)
F(2006) = F(2) x F(17) x F(59) = 2006

104. Décomposition de 40

A.1.40=3+37

2. Les solutions sont de la forme :
x=2+1 9k‘ KeZ
y=-20k
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3.a)40=23x5

b) Régles sur la parité.

c) x-yllx+y) =40

(x - y) et [x + y) doivent étre pairs.

Seules deux décompositions conviennent, en
remarquant quedans N, x -y <x+y

{x—y=2 C}{x=11{x—y=4@{x=7
x+y=20 y=9 |x+y=10 y=3
B.1.a)40=13+33=13+3+73+103-11°

b) 48 = 6 x 8 d’apreés la relation donnée :
48=(8+1P3+(8-1)3-83-83
48=T7 -8 -8 +9°
L0=48-2=-D+T-8-8+9

2. a) On a le tableau suivant :

n=09 |0 |12 |3|4|5|6|7]|8
np=9|0|1|8|0[|1]|8|0]|1]8
b) On a:8=-1(9) donc n® est conru modulo 9 3 :
0,1Tou-1.

4L0=4=-5(9)

Soit S lensemble des sommes modulo 9 de trois
cubes a°, b3 et ¢® que l'on peut obtenir :

S5={-3;-2;-1;0;1;2;3%L
40 ne peut donc se décomposer en somme de
trois cubes.

Préparer le BAC Je me teste p. 154

105.C. 106. A. 107.C.
108.cC. 109.B 110. A.
111.B. 112. A

Préparer le BAC Je révise p. 155

113. Critére d’arrét

a) 157 est premier.

b) 243 est divisible par 3.
c) 427 est divisible par 7.
d) 509 est premier.

e) 671 est divisible par 11.

114. Décomposition
5940=22x3Fx5x 11
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5 940 a 48 diviseurs.
27720 =2°x3?x5x7x 11
27 720 a 96 diviseurs.

115. Trouver un entier
1.2016=2°%x3%2x7

2. k° contient nécessairement les facteurs de
2 016 et les puissances de ses facteurs sont des
multiplies de 6 d’ou ké = 25 x 36 x 75,
Donck=2x3x7=42.

116. PGCD

Soita€[2,p-1]etd=PGCDla, p). d divise p donc
d=1Toud=p.
Sid=palorspdiviseaor2<a=p-1.Contradiction.
Doncd=1.

117. Nombre de diviseurs (1)

(+3)(B+3)=3la+ 1)+ 1)< of=3doncn=24
oun = b54.

118. Nombre de diviseurs (2)
1.2268=2%2x3*x7.2268 posséde 30 diviseurs.

2.3=2x3*x7=126etb=2x32=18ou le couple
symétrique.

119. Logique

1:Fausse. 4 divise 62 mais 4 ne divise par 6. La réci-
proque est vraie : si n divise a alors n divise a2.

2 : Fausse. 2 est premier et pair. La réciproque est
fausse : sin est impair alors n est premier. (9 n’est
pas premier)

3 : Vraie. Comme p et g sont premiers distincts,
leur seul diviseur commun est 1. La réciproque
est fausse : si p et g premiers entre eux alors p et
g sont premiers distincts (15 et 8 premiers entre
eux et non premiers).

4 : Vraie. C'est le théoréme de Gauss avec les
nombres premiers. La réciproque est vraie : si p
divise a ou b alors p divise ab (immédiat).

5 : Fausse. a est un multiple de p mais pas néces-
sairement égal a p. La réciproque est fausse : si
a est premier alors a = p (p). Si a est premier et si
a#palorsa=p (p).

120. Autour de Fermat
1.a) p est premier et ne divise pas 2donc: 2°-'=1 (p).
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b) 2"=2d=(24)7=17=1 (p)
cn=bg+ravec0<r<b

=20 =(20)1x20=19x2"=2"=1(p). r=0 car
sinon b ne serait pas le plus petit entier vérifiant la
propriété. b divise n.

2.a) Amultipledep:29-1=0(p) = 27=1 (p).

b) Si p =2 alors 29=0 p) donc p est impair.

c) D'aprés 1. c) b divise g comme g est premier b=gq.
d) D'apreés 1. a) 2" =1 (p) donc g = b divise (p - 1).
Comme p impair, p - 1 est pair. 2 et g divise [p - 1],
PGCD (2, g) = 1, d’apreés le corollaire de Gauss 2q
divise (p - 1) donc p=1 (2qg).

3. Soit p un facteur premier de A,. D’apres la ques-
tion 2. d) p est de la forme 34m + 1.

A, =131071 et /A =362

131, 137, 239 et 307 ne divise pas A,, d'apres le
critére d'arrét et 2. d] A, est premier.

121. Résolution d’équations
1. [x;y)=(6;5)

| P P
2.(x;y (2 ; 2]

122. Coordonnées entiéres des points d’un plan
de Uespace
1.a)p+10=p+1(3)etp+20=p+2(3). Donc seu-
lement 1 parmip, p + 10, p + 20 est divisible par 3.
b) Comme lun des trois termes est multiple de 3
et qu’ils sont premiers alorsa=3,b =13, c=23.
2.a)13=1(3) et 23=2=-1(3). Légalité modulo 3
donnev-w=0(3] o v=wl(3).

b) En remplacant v et w dans 'égalité :
3u=-3(13k) - 3(23k") - 3(12r) = u=-13k - 23k’ - 12r

Exercices vers le supérieur  p.156-157

123. Nombres premiers

On démontrer par labsurde. Supposons qu’il
n’'existe pas de nombre premier compris entre p_
etp, xXp,X..xXp,

Posons : N =p, xp,x .. xp - 1; dapres notre
hypothése, N n’est pas premier et il admet un fac-
teur premierp, € {p, , p,, ... p,}.

p.divise p, xp,x ... xp_et N, p divise donc sa diffé-
rence 1doncp,=1: contradiction.

124. PGCD

1221=3x11x37

De facon immédiat 3 divise 3% - 3.

37 est premierdonc, d'aprés le théoreme de Fermat :
37=3(37) & 37-3=0(37)

37 divise donc 3% - 3.

Montrons que 11 ne divise par 3% - 3.

On détermine les restes des puissances succes-
sives de 3 par 11:

3=1(11);3'=3(11);3F=9(11);
3=5(11);3=4;3=1(11)

37 -3=(3)"x32-3=9-3=6(11)

Donc 11 ne divise pas 3% - 3.

Conclusion PGCD(3% -3;1221)=3%x37=111

125. Autre démonstration du petit théoreme
de Fermat

1. Manipulation de factorielles

<Pl k x p! _ p!
k) kix(p—kl)  (k—1n—p)

p=1__pxlp-1 _ p!
k=1 k=Mx(p—k! (k—1in—p

2. p est premier d’aprés la relation du 1., p divise

kx|P|et comme 1 <k < p -1, p est premier

avec k ; d'apres le théoréme de Gauss, p divise [Z]

3. D’apres 2. et en scindant la formule du bindme :

p-1
(a+b)=ar+ Z[Z]akbpk +b?
k=1

[
=0(p)

(@ + blP=ar + b (p)

4. Initialisation:n=1,0ona: 17=1(p). La proposi-
tion est initialisée.

Hérédité : soit n € N, supposons que n” = (p)

D'apres 3.
[n+1]Png+1Pzn+1[p]
HR
La proposition est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité :
pour toutn € N", n” =n (p)
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126. Nombres premiers de Sophie Germain

1. a) Les nombres premiers de Sophie Germain
inférieurs a 100 sont : 2, 3, 5, 11, 23, 29, 41, 53,
83, 89.

b) On montre par le critere d'arrét que 239 et
2x 239 +1 =479 sont des nombres premiers.

Donc 239 est un nombre de Sophie Germain.

On montre par le critéere d'arrét que 227 et
227 -1

=113 sont des nombres premiers.

Donc 227 est un nombre premier sir.
c) En considérant que les deux facteurs sont de la
forme (a + b)la - b) = a2 - b?, avec
a=n*+2m?etbh=2mn.
(n? + 2m? + 2mn)(n? + 2m? - 2mn)

= (n? + 2m?? - 4n*m?

=n*+4n’m? + 4m* - kn’m? = n* + m*
b) Pour n* + 4, on prend dans la formule précé-
dente m =1, on obtient alors :

nt+4=(n%+2n+2)(n?-2n+2)

n* + 4 est premier si le plus petit facteur est égal
al.0Onaalors:

n-2n+2=1<n*-2n+1=0
s (h-1)2=0
Donc n* + 4 est premiersin=1.
Donc pour n > 1, n* + 4 n’est pas premier.
d) 455 + 545* = 545% + 4 x 4% = B45 + 4(41%)4
On prend alors m = 4'* dans la formule du 2.a)
5454 + 4{413¢)4 = [545% + 2 x (473 )2 + 2 x 545 x 47%¢]
x [545% + 2 x (47%¢)2 = 2 x 545 x 413¢]
= [545% + 2773(4136 + 545)][545% + 2773(413¢ - 545]]

Les deux facteurs sont manifestement supérieurs
a 1.0n aalors 4%° + 545% non premier.

3.0 +n?2+1=(n?+1)2-2n%+n?
=(n?+1)2-n?=(n?+1-n)ln?+1+n).
Analyse : pour que (n* + n? + 1) soit premier, il est

nécessaire que le plus petit facteur soit égal a 1.
On doit avoir :

n?+1-n=1enlnh-1=0=n=00un="1

Synthése : pour n =0, on trouve 1 non premier et
pour n =1, on trouve 3 premier.

n*+n%+ 1 premier si, et seulement si,n=1.

127. Déterminer un nombre

Les configurations pour avoir 9 diviseurs pour n,
avec g et r premiers sont :
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n=g*oun=q?xr?=|(qr)?
1) n = g®. On doit avoir :
®=3%-1=¢-1=3%
e (g-1lg+Nlg2+1)g*+1)=3x13xp
Ceci n’est possible que pourg-1=1&g=2
Onaalors: 1x3x5x17#3x13xp.
Pas de solution.
2) n = (gr)2. On doit avoir :

(qr)?=39% +1 < (qr)?-1=3%p < (gr-1)lgr+1)
=3x13xp

g et r étant premiers distincts alors gr=2x3=6

Les couples de diviseurs supérieurs ou égaux a 5
de 3x13xpsont: (13, 3p)et (39, p

. qr—1=13<:> gr=14
qr+1=3p p=5

gr=14=2x7=q=2etr=7.

n=39%x5+1=196=22x72

gr=12

r—1=3
. Jd P 11
gr+1=13 p=§

impossible.

. qr—1=39<:> qr =40
gr+l=p p =41

gr=40=2%x5impossible

.{qr—1=p <:>{qr=38

qr+1=39 p =237
gr=38=2x19=q=2etr=19
n=39%x37+1=1444=22x19?

Ly a donc deux solutions : 196 et 1 444.

128. Probléme de lampes

Pour qu'une lampe soit allumée aprés ces 1 000
étapes, il faut qu’elle ait changé d'état un nombre
impair de fois.

Les entiers qui ont un nombre impair de diviseurs
sont les carrés parfaits.

41000 =313 il y a 31 carrés parfaits inférieurs a
1 000.

Conclusion : il y a 31 lampes allumées aprés ces
1 000 étapes : les lampes : 1, 22, 32, ..., 312

129. L'age du capitaine
1) Lage de M. Dupont.
2450=2x52x 72
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Les diviseurs de 2 450 inférieurs a 100 sont :
D={1;2;5;7;10;14;25;35;49;50;70;98}
Comme M. Dupont voyage avec ses deux filles,
on peut sélectionner : 35 ;49 ;50 ; 70.

2) L'age de ses deux filles.

Les ages raisonnables [ne sont ni des bébés, ni
des majeures) sont:5;7; 10 ; 14.

La somme des 3 ages est paire doncilya 1ou3
ages pairs. On teste ensuite si la somme est divi-
sible par 4 :

a) Le pére a 35 ans (pas jumelles car le 5 et le 7
sont déja utilisés dans 35).

Deux choix possibles :
¢35+7+10=52=4x13et
35x7x10=2450
e35+7+14=56=4x14et
35% 7 x 14 =3 430 rejeté.

b) Le pére a 49 ans (pas de jumelles, il faut avoir
2 nombres pairs pour les filles).

Deux choix possibles :
©49+5+10=64=4x16et

49 x5x10=2450

¢ 49 +5+14=68=4x17et

49 x5 x 14 = 3 430 rejeté.

c) Le pére a 50 ans (possibilité de jumelles de 7 ans).
1 choix possible :

50+7+7=64=4x16et

50 x 7x 7 =2 450

3) L'age du capitaine.

Les dges possibles pour le fils du capitaine sont
13 ou 16. Si le fils (qui connait son &ge) a besoin

d’une information complémentaire alors celui-cia
16 ans (deux configurations).

Le fait que le capitaine (dont le fils connait 'age],
plus vieux que M. Dupont, permet au fils de lever
l'ambiguité implique que le capitaine ait 50 ans.
Le capitaine a 50 ans, M. Dupont 49 ans et ses
deux filles 5 et 10 ans.

130. Le théoréme de Wilson
1.x2=1=-1+1).

Si p divise x - 1, comme p est premier d'aprés
le théoréme de Gauss, p divise (x - 1) ou [x + 1).
Or x € A donc (x - 1) et [x + 1) sont strictement
inférieur a p donc non divisible par p. Conclusion p
ne divise pas x? - 1.

2. a) Soit x € A, donc premier avec p, d'aprés le

théoreme de Fermat :
p>3

¥'=1[pl ©xxx?=1(p).
Soit r le reste de x*2 dans la division par p, Pour
x € A, il existe donc r distinct de x d’apres 1., tel
que:r€Aetxr=1Ip).
b) ¢ Montrons que pour deux éléments distincts
de A, x, et x, les nombres r, et r, obtenus sont
distincts.
Par l'absurde : supposons x, #x, etr, =r,=r.
Onaalorsx,r=x,r(p) & rlx, -x,) =0 (p).
p divise rlx, - x,), or p ne divise pas r € A,
donc d’apres le théoréme de Gauss, p divise
(x, - x,), orx,, x, € Adonc -p < x, -x, <p donc
x, -x, =0 x, =x, contradiction.
e Lensemble A possede p - 3 éléments.
p est impair donc A possede un nombre pair d’élé-
ments que l'on peut regrouper par couples [x; r)
tels que xr=1 (p).

En faisant le produit des éléments de ,on a:
x(p-1)

2x3x.xp-21=1(p) = (p-MN=p-1=-1(p)

3.Pourp=2,0nal2-1=1=-1(2).

=-1(3].

Le résultat est donc vérifié pourp=2etp=3.

4. [p-1)'=-1(p) doncil existe k € Z tel que :
kp-(p-1)=1

D'apres le théoreme de Bézout, p est premier avec

2,3, ...,p-1.Lentier p ne possede aucun diviseur
autre que 1 inférieur a p donc p est premier.

Pourp=3,0nal3-1]l=

5. De 2., 3. et 4. on en déduit l'équivalence du théo-
reme de Wilson.

6. Il faut déterminer le reste de 12! par 13.
12!'= 479 001 600 = 36 846 276 x 13 + 12

Donc 12!'=12=-1 (13) donc d’aprés le théoréme
de Wilson 13 est premier.

Vu la complexité des calculs pour 13, ce théoréme
n’est pas judicieux comme test de primalité.

131. Ristournes

Appelons a, b et ¢ les trois remises en pourcen-
tage représentant trois entiers naturels.

Lorsqu’il est soumis a trois remises successives,
le prix est, a chaque fois, multiplié par un facteur k.

Pour ces trois remises a, b, ¢, on a alors :
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{100—a]{100—b]{100—c}(300:222'87
100 100 100
En multipliant cette équation par 10* et en divisant
par 3, on obtient :

(100 - a)(100 - b)(100 - c) = 742 900
Or 742 900 = 22x 52 x 17 x 19 x 23

(100 - a), (100 - b) et (100 - ¢) sont alors 3 diviseurs
de 742 900 inférieurs a 100.

¢ On ne peut prendre comme diviseur deux des
facteurs 17, 19, 23 car leur produit donne alors
un nombre supérieur a 100. On répartit alors ces
trois facteurs dans les trois diviseurs.

¢ |l reste ensuite a répartir les facteurs 22 x 52, On
ne peut mettre le facteur 5 avec 23 car le produit
serait supérieur a 100. On répartit alors les deux
facteurs 5 avec 17 et 19 et l'on met le dernier fac-
teur 22 avec 23.

On obtient la répartition suivante :
100-a=17x5=85 a=100-85=15
100-b=19%x5=95 <<b=100-95=5
100-¢c=23x22=92 c=100-92=8

Les trois remises successives sont donc 15 %, 5 %
et 8 %.

132. Tableau infini

1. Un nombre n de la ligne k et de la colonne i =1,
a pour expression :

n=klk+1)+(i-1)(2k +1).
On pose N=i-1doncN=0,onaalors:
n=N2k+ 1)+ klk +1).

2. Par double implication.
Sin est dans le tableau alors :
4n + 1 =42k + 1IN + 4klk + 1) + 1

=42k + 1IN + 4k + bk + 1

=42k +1)N + (2k + 1)?

= (2k + 1)(4N + 2k + 1)

4n + 1 est alors le produit de deux nombres supé-
rieurs ou égaux a 2 donc 4n + 1 n’est pas premier.

Si4n + 1 n’est pas premier, alors 4n + 1 = pq.
Avec p et g supérieurs ou égaux a 2.
tn+1=14) pg=14)
On alors p et g impairs et
p=14)=qg=14)=qg-p=0I(4)
p=3t)=qg=3(4)=qg-p=0I(4)
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Donc g-p est un multiple de 4.

p-1
k:

{il/i/+12_/<p1 = i

LA N VIS Bl P N

4

eN

Donc n est dans le tableau.

133. Décomposition d’'un nombre de 17 chiffres
1. 1001 001 =3 x 333 667
2.a) 112=121;1112=12 321
11112 =1234321
b) Au vu des résultats, on peut conjecturer que :
111111 1112 =12 345 678 987 654 321
c) Le nombre est trop grand pour la calculatrice.
On décompose alors ce nombre :
n?=(1111x10%+ 11 111)?
n?=1234321x10"+246886542x10%+ 123 454 321
En posant lopération :

123 454 321

2 468 864 200 000

12 343 210 000 000 000

12 345 678 987 654 321

3.A=1111111112=(111x 1 001 001)2
A=(3x37x3%x333667)2=23%x372x 333 6672

134. Nombre de Mersenne divisible par 343
1.22 -1 =49 x 42799

2. [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée dans les éditions sui-
vantes: « A=(1+x)" = (1 + 7x]. »

A laide du bindme de Newton :

(M+x) =1+7x + Z[ZJ)C"

k=2

7
7
(1+x)7 =1+ 7x + x2 xk-2

k=2
Donc (1 +x)7 - (1 + 7x] est divisible par x%
3. En remarquant que 147 = 21 x 7, on prend
x=24-1
De plus, d’aprés 1. 22' - 1 = 72g donc d’aprés 2.
(1+22-1)7 - [1+7(22 - 1)] = k(2% - 1)?
& 27 -1 -7(7%q) = k(7%q)?
2% -1 =7%q + 73(7kq?) = 7°q(1 + Tkq)
Donc 73 = 343 divise 27 - 1.
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135. Décomposition impossible

1. a) (4m + 1) est impair donc son diviseur p est

impair.

Comme p divise (4m + 1), p divise 4a? + 1
4a°+1=0(p) & (2a)?=-1 (p)

On éléve a la puissance 7_1 eN car p impair :

[[2312]% = [—1]% (p) & (2a)-" = [—'I]pT_ (p)

b) p est premier avec 4 et avec a car a n'est pas
un multiple de p, d’aprés le théoreme de Fermat :
' xa =1 (p)

On en déduit de la relation de 1. a) que p-1 est

pairdoncp-1=0(4) etdoncp=1(4).
c)im+3=p" X p,? X...x pn
D'apres le 1.b)

Pour touti € [1; m], p,=1 (4)
On en déduit que : p,* x p,? X...x p & =1(4)
Or 4m + 3 =3 (4). Contradiction.

2. Si 43% + 1 n'est pas premier alors il existe a = 2
etb=2telsque 4a®+1=ab

4a’+1=1(4) = ab=1(4)
a=b=1(4)ou

ab=1()=
{azsz[A}

D’aprés 1. la solution a = b = 3 (4] est a rejeter
donc a = b =1 (4). Il existe donc m et n tels que :
432 + 1= (4m + 1) 4n + 1).

Réciproquement, si 4a?+ 1=(4m + 1)(4n + 1), alors
4a? + 1 n'est pas premier.

136. Le compte est bon
On trouve 6 fleches : 2x 16 + 4 x 17 = 100.

137. Nombres de Carmichaél

1.a) 561 =3x11x17

b) n - 1 = 560 qui est divisible par 2, 10 et 16
(16 x 35) donc pour tout les facteurs p de n = 561,
(p - 1) divise (n - 1).

cdn-1=klp-1)

Si a est premier avec n alors a est premier avec p,
d'aprés le tTfkwéoréme de Fermat :

a'=1(p)=a"=1(p)=>a"-1=0p)

Donc 3, 11 et 17 premiers entre eux deux a deux
divise (@™ - 1) donc n =3 x 11 x 17 divise (a""' - 1)
d'ota™'-1=0(n) donca™" =1 (n).

En multipliant para:a”"=a (nJdonc n estun nombre
de Carmichaél.

2.1105=5%x13x17

1 104 est divisible par 4, 12, 16 donc 1 105 est un
nombre de Carmichaél.

3. Avec ces deux exemples, on a montré que lon
peut avoir a™' =1 (n) sans pour cela avec n premier.
La réciproque du théoréme de Fermat est fausse.

Travaux pratiques p. 158-159

TP1. Nombres générant des nombres
premiers

e Durée estimée : 50 min

¢ Objectif : Entrevoir a travers les nombres de
Mersenne et de Fermat, la démarche pour recher-
cher des nombres premiers trés grands.

Savoir utilisée la contraposée et la réciproque
d'une proposition.

A. Les nombres de Mersenne
1.M=1,M,=3,M=7M,=15M,=31etM, =63.
2.a)Sia=#1, daprés la somme des termes d’une
suite géométrique :

a"—1
T+a+a?+..a"" =

a
sa"-1=@a@-1N1+a+a?+..+a")

Sia =1 légalité est vérifiée car les deux termes
sont nuls.

b) Sin=dg, alors en prenant a = 2¢ dans la factori-
sation standard :

M, =2"—1=(27)9 -1

M =(20-1)(20"+ 292+ . + 1)

Donc M, est divisible par (29 - 1).

3. Par la contraposée, si n n'est pas premier alors
M n’est pas premier.

Sinn’est pas premier, alors il existe d € N, tel que
n=dgavecd=2etq=2.

D’aprés la question 2. b), M_est divisible par :
20-1=3et29"+292+ . +1=2.

Donc M_n’est pas premier.
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Cherchons un contre-exemple, en calculant les
nombres de Mersenne avec n premier :

M,=27-1=127 premier.
M, =2""-1=2047 =23 x 89 non premier.

M., est un contre exemple et donc la réciproque
est fausse.

4. Par la contraposée : si a # 2 ou n non premier
alors M_non premier.

Pour a = 2 et n non premier a déja été traité a la
question 3.

Il reste qu'a montrer le casa#2 donca > 2.
D’apreés la factorisation standard, on a :
a-1=la-1@"+a"2+..+1)
Comme a > 2 alors :
a-1>1=a-1=2eta""+a"2+..+1=2
Donc M _n’est pas premier.
5.a)ls=s,g+ravec2s=2%=1(p), onaalors:
2=29)1x20 =1 x2"=2"=1(p)
Sir#0, alors s, n'est pas le plus petit élément

de E. Impossible donc r = 0. Le nombre s est un
multiple de s,

b) On sait que p est un diviseur de M_donc 2"=1 (p)
Donc n € E, donc s est un diviseur de n.

Or n est premier doncs;=1ous; =n.

Or2'# 1 (p)doncs,=n.

c) Comme M est impair, un diviseur premier p de
M estimpair donc p est premier avec 2, d"aprés le
théoréme de Fermat : 21 =1 (p).

Donc [p - 1) € E donc d’aprés 5. b), n divise (p - 1).
p étant impair (p - 1) est pair.
2 et ndivise [p - 1), comme n est impair, n est pre-

mier avec 2, donc d’apres le corollaire du théo-
reme de Gauss 2n divise (p - 1).

On en déduit alors que : p=2nk + 1, k € N.

d) Les diviseurs de M,, sont a chercher dans
lensemble des nombres de la forme 46k + 1, k € N".

Le premier diviseur a tester est 47 pour k = 1.
On trouve M,, = 2% -1 =8 388 607 = 47 x 178 481

M,, n"est donc pas premier. Cette méthode allege
les tests a faire pour déterminer si M _est premier
ou non.

B. Les nombres de Fermat

1. a) D’aprés la somme des termes d’'une suite
géométrique de raison (-x] :

T+ (=x)+ (=x)2+ ...+ [-x)*

140

=l—x+x2—.. +x%* =7‘|_[_X]2M
1+ (—x)
2k+1
= [1[:x ] ]<:>x2k*1 + 1=+ 1)1 -x+x2- ... +x%)
+X

b) Sim=2k+1,onaenprenantx=2:

2%+ 4 1 = 3[22k Q%N 4y g 1]
Donc 2™ + 1 est divisible par 3 et 2" + 1 > 3 car
m > 1donc 2™ + 1 n’est pas premier.
c)Sim=(2k + 1)gavec k= 1etg= 2alors en pre-
nantx=2%ona:
27+ = (29)%1 + 1 = (29 + 1)((29)%F - (29)% ' + .= x + 1)
29+1=5et2"+1>29+1donc 2™+ 1 n’est pas
premier

d) D'apres 1. b) et 1. cJ 2" + 1 est premier que si
m n’admet que des diviseurs pairs donc sim = 2"
avecn € N.

2.a)F,=3,F =5F,=17,F,=257,F, = 65537
On vérifie avec le critére d’arrét ou un algorithme
que ces nombres sont premiers.

b) F.=4 294 967 297, a l'aide de l'algorithme de
l'exercice 45, on trouve :

fl4 294967 297) — ('non premier car divisible par’ 641)
B(Fn=1+1=(27 +1-1P +1=

(27) +1=227 4+1=22" 41=F,

n+1
Effectuons la division de F_ par F :
Fn+1=F?-2F +1+1=(F -2JF +2.

Soit d = PGCDIF,, , F. ), comme 2 est le reste de

la division de F,, par F , alors d = PGCDI(F, , 2), et
comme F_estimpair doncd=1.

4. Par récurrence. Soit la propriété :

pour toutn =2, F =7 (10).

Initialisation : n =2, F,=17=7(10).

La proposition est initialisée.

Hérédité : Soit n = 2, supposons que F, =7 (10],
onaalors:
F.=F-12+1=(7-12+1=36+1=7(10)

La proposition est héréditaire.

TP2. Le systéme RSA

¢ Durée estimée : 50 min

o Objectif : Etudier un systéme de cryptage asy-
métrique.

A. Arithmétique du systéme RSA

1. e et m sont premiers entre eux, d’apres le théo-
reme de Bézout, il existe u, v € Z tels que :
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eu+mv=1.

Supposons que (u, ; v,) et (u
vérifianteu + mv=1.

, ; v,) deux couples

On a alors par soustraction des équations
elu,-u)=mlv,-v)

m divise alors (u, - u,) donc u, et u, ont méme reste

dans la division par m.

On pose d le reste de la division de v par m, donc
u=d(m)avec 1 <d < m.Cenombre d est alors
unique.

En exprimant eu + mv =1 modulo m, on a alors
eu=ed=1(m).
2. Montrons que p divise a® - a.

¢ Sip divise a alors p divise aussi a®d donc p divise
a% - a.

¢ Si p premier ne divise pas a, alors d'aprées le
théoréme de Fermat : a*' =1 (p).

Ored=1(m)donced=1+km=1+klp-1)g-1)
a*=(a""Mg- 1) xa=1%g - 1) xa=alp).

Donc a* - a=0 (p) et donc p divise a* - a.

De facon identique, on montre que g divise a* - a.

Comme p et g premiers entre eux divise a® - a,
d’apres le corollaire du théoréme de Gauss, leurs
produit n = pg divise a® - a et donc a* = a(n).

3. 0n détermine m = 2x 10 = 20 puis on détermine

x3
dtelqueed=1(20) = 7d=1(20) = d =3 (20].
Commel<d<20onad=3.

B. Envoi d’'un message
1. On a la fonction trappe de Bob

def fB(a):
return a**7%33

On retrouve bien les nombres d'Alice.

2. b= (a°)=a°d = aln)

Bob retrouve donc la lettre initiale et donc peut
déchiffrer le message d'Alice.

3. De p et g Bob déduit (cf partie A)

Il écrit la fonction inverse suivantes :

def £fBr(b):
return b**3%33

fBr(14), fBr(20), fBr(8), fBr(12), fBr(2), fBr(9),
fBr(0), fBr(1), fBr(11), fBr{16)

ltrouve : (5,14,17,12,8,3,0,1,11,4)
Que l'on transcrit en : FORMIDABLE

C. Authentification

Aprés avoir décodé le message d'Alice, Bob va
analyser la signature d'Alice, en appliquant la
fonction trappe f, de Alice. Il pourra alors compa-
rer f,[f;'(A)] et A qui doivent étre identiques.
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(o I\ LB Introduction au calcul matriciel
et aux graphes Manuel p. 162-199

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

On définit les matrices comme des tableaux de nombres sur lesquels on introduit une addition et une
multiplication.

La progression dans le cours et les exercices doit permettre de comprendre les matrices comme des
outils pour résoudre plusieurs problemes. Ces problémes sont nombreux dans les exercices et les
TP : interpolation polyndmiale, résolution de systemes différentiels, calcul de colits et gestion de stock,
étude de population, etc.

Pour résoudre ces problemes, souvent par inversion ou mise en puissance de matrices, nous abordons
plusieurs techniques : polynémes annulateurs, diagonalisation, trigonalisation.

Un aspect plus théorique est également présenté en vue d’introduire des réflexes et des calculs propres
aux structures algébriques et en algébre linéaire : notions de sous-groupes, d'espaces vectoriels, réso-
lution d’équation, exponentielle de matrices...

Le chapitre traite également de graphes pour lesquels on présente une approche introductive. Lobjectif
est ici de comprendre la maniére dont on peut modéliser une situation par un graphe et comment l'on
peut effectuer des déplacements sur ce graphe, en vue de compter le nombre de chemins possibles
pour effectuer un tel déplacement.

Objectifs

= Représenter une matrice.

- Effectuer un calcul matriciel (somme, produit, puissance).

- Déterminer et utiliser Uinverse d’'une matrice carrée.

= Résoudre un systéme d’équations en utilisant le calcul matriciel.
- Déterminer les caractéristiques d’un graphe (orienté ou non).

=> Utiliser une matrice d’adjacence.

=> Manipuler des suites de matrices.

- Représenter des transformations géométriques.

BIBLIOGRAPHIE

D Ouvrages de référence
- Max Hochart, Cap Prépa Mathématiques, MPSI-PCS/, Pearson Education, 2009.
- Joseph Grifone, Algebre linéaire, Cépadués, 2011.
- Nicolas Basbois, Pierre Abbrugiati, Algébre, MPSI/PCSI, De Boeck, 2013.
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Il. Corrigés

Pour prendre un bon départ p. 163

1. Etudier des séries statistiques

1. Il s'agit ici d’'un calcul de moyenne pondérée.
On a pour Camille une moyenne de 12,86, pour
Antoine une moyenne de 11,14 et pour Ana une
moyenne de 11,57.

2. Camille a en moyenne le mieux réussi la série
d'épreuve.

Il a fallu ici mettre en relation deux tableaux de
nombres, ou matrices. Cet exercice prépare a un
calcul de produit de deux matrices comme sera
posée lactivité 1.

2. Manipuler des suites arithmétiques
et géométriques
1.0na:u,=1;u,=1;u,=-3et
V22, 2

3 9 27
2. La suite (u ) est une suite arithmétique de rai-
son -2. La suite [v ) est une suite géométrique de

v, =

. 1
raison —.

3.0na:un=3—2n,nEN;vn=—%,nEN*.

3. Résoudre des systémes
al 2x+y=14 o x=5
4x-3y=8 y=4

b) 2x+3y=11 o x=-2
-3x-4y=-14 y=5

. {—3x+7y=52<:>{ =1

9x -8y =-65 y=7

4. Réaliser des transformations
géomeétriques
2.0naAl2;1);B[-1;2);Cl(2;3).

3. On construit le parallélogramme ABCA”.

4. On construit la droite (BA) puis on reporte la
distance BA.
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5. On construit le cercle de centre C et de rayon
OC et lon reporte un secteur angulaire de mesure

d'angle de Ten partant de C.

6.0naA’(5;2);B(5;0) etC’{_—;

Activités p. 164-165

1 Découvrir le calcul matriciel

e Durée estimée : 25 min

e Objectif : En introduction on apprend a passer
d'un tableau a double entrée a une matrice. On
décrit ensuite des opérations algébriques sur ces
tableaux de nombres en les justifiant.

A. Représenter les matrices

1. En gardant lordre de 'énoncé, on peut dresser
deux tableaux a double entrée :

Orange | Citron | Pomme | Banane
Nantes 1,15 1,25 0,65 1,2
Rungis 1,2 1,4 1 1
Lyon 1,05 1,2 0,95 1,15
Marseille | 1,05 1,3 0,85 1,05
Lille 1,15 1,6 0,55 1,15

Nantes | Rungis | Lyon | Marseille |Lille
Orange | 1,15 1,2 |1,05 1,05 1,15
Citron 1,25 1,4 1,2 1,3 1,6
Pomme | 0,65 1 0,95 0,85 0,55
Banane | 1,2 1 1,15 1,05 1,15

Le premier tableau est un tableau de 5 lignes et
4 colonnes ; le deuxieme de 4 lignes et 5 colonnes.

2. On dresse cette fois le tableau sous forme
matricielle :

30 50 60
30 50 10
70 40 70|
60 50 40

C:
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B. Opérations
1. a) En prenant en compte les deux commandes :

40 60 70
o230 70 20
80 60 80
60 60 40

b) Effectuer la somme des coefficients aux méme
emplacements dans les deux tableaux.

2. a) En effectuant les augmentations pour chaque
prix, on obtient :

12075 13125 0,6825 126

126 1,47 1,05 1,05
P’ =111025 126 0,9975 12075
11025 1365 10,8925 11025
12075 168 0,5775 12075

b) Multiplier chaque terme du tableau de nombre
par la valeur considérée.

3. a) Il s'agit ici de sommer les produits des prix
par quantité de chaque fruit : avec le marché de
Nantes, on s’intéresse aux prix dans la premiere
ligne de P" avec la commande du client 1 dans la
premiére colonne de C": 217, 875 euros.

Pour le marché de Rungis, on regarde cette fois la
deuxiéme ligne de P" avec la premiére colonne de
C’ : 241,5 euros.

b) On représente les colts de chaque client dans
chaque marché ; les clients étant en colonne, on
obtient un tableau a 5 lignes et 3 colonnes, chaque
ligne représentant un marché :

217,875 280,875 240,975
2415 304,5 264,6

T=| 23415 286,65 254,625

222,6 2814 242,025

217,35 29715 236,775

c) Il est nécessaire que le nombre de colonnes de
la matrice de gauche soit égal au nombre de lignes
de la matrice de droite. Ensuite, on développe
chaque ligne de gauche avec chaque colonne de
droite.

d) Pour le client 1, le marché le plus intéressant
est celui de Lille, pour le client 2, celui de Nantes
et pour le client 3 celui de Lille.

Auxvues des différences de prix, en ne choisissant
qu’un marché, on peut considérer celui de Nantes.

2 Résoudre des systémes a laide
de matrices inversibles
e Durée estimée : 30 min

¢ Objectif : Manipuler la notion de matrice inver-
sible et lordre du produit matriciel. Déterminer
une formule d’inversion de matrices d’ordre 2.
Pouvoir transcrire un systeme d’équations en éga-
lité matricielle avec les regles du produit. Com-
prendre que les éléments de J (R) n'admettent
pas tous un inverse. On commence a faire le lien
suivant : résoudre un systéme, c'est déterminer
Uinverse d'une matrice et réciproquement.

1.5)e {x =3 et (S,) n"admet pas de couple
=5

solution.

A. Représentation du systéme

LonaM =23 1|7 1.p
T \Tx+13y) (44

2, MW peut s'écrire sous la forme du produit matri-
ciel suivant :

M, =Ax=| 2 3| ¥
' 7 13 )Ly

3. Ainsi, (S)) & Mx,y =B AX=B.

B. Inverse de matrice et résolution matricielle

1. Le nombre 2" est linverse de 2. Multiplier par
Uinverse de 2 permet de faire apparaitre l'unité
des réels multipliée a x. On cherche ici a faire de
méme pour les équations matricielles ; cela fait
intervenir linverse d'une matrice ainsi que l'unité
matricielle.

2. Effectuons le produit AA™" :

A =] 2a+3c  2b+3d _|10
7a+13c 7b+13d 01
2a+3c=1
7a+3c=0

2b+3d=0"
7b+13d =1
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3. On obtient alors :

2a+3c=1 5
(=4
Ta+13c=0 | _ 7

2b+3d =0
Th+13d=1") 2
d

4. On peut alors écrire :

13
a=
213-37
[
213-37
-7
C=
213-37
2
213-37

On obtient, si A= (x y} alors

z t
t -y
A= xt-yz xt-yz
-z by
xt-yz xt-yz

Et lon constate que ces nombres ne sont pos-
sibles que si xt - yz est non nul. Le nombre xt - yz
détermine donc si la matrice est inversible ou non.

5.0n retrouve : X=A"'B = (_53}
6.[52] < CX=D,ou:

(s 2ol

En utilisant la question 4, on constate que le
nombre déterminant si la matrice admet une
matrice inverse ol pas est2x 6 -3 x4 =0.0n ne
peut donc pas déterminer de matrice inverse ce
qui explique que le systeme (S,) n"admette pas de
solution.
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3 Découvrir les chemins et les graphes

e Durée estimée : 20 min

¢ Objectif : Comprendre la modélisation d'une
carte par un graphe et celle d'un trafic par un
déplacement dans ce graphe.

1. P

2. Pour aller de Paris a Nice, il a fallu prendre
deux lignes : Paris-Marseille et Marseille-Nice.
On entend ici plus court par le plus petit nombre
de lignes. On obtient un chemin de longueur 2.

3. Ily a 10 chemins de longueur 3 reliant Paris a
Marseille et 3 reliant Bordeaux a Lyon.

4. On obtient la matrice :

0111010
1010 100
1101010
M=1 0100 0 0
0100011
1010 101
000O0T1TT1TO0
5. On calcule :
6 9 7 7 3 10 3
9 2 9 2 7 3 3
7 9 6 7 3 10 3
Mi=|7 2 7 2 4 2 2
3 7 3 4 2 8 4
10 3 10 2 8 4 5
3 3 3 2 4 5 2

On retrouve les nombres de chemins donnés plus
haut.
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A vous de jouer p. 167-179 _
6.1. MM = ) 3 =-M

1.1.4=[ 2 4 6 8
48

12 16 2.0na: (MM)IMMIM = (-M)(-MIM = M.
2 4 ) )
4 8 7. det(A) = -3 = 0 donc A est inversible.
2. Al =
6 12 PRS-
8 16 3l-2 -1

8. On calcule le déterminant de la matrice :
det(A) = 65 = 0. Ainsi A est inversible avec

Aro_ 1|10 -5
65\ 5 4
9.1.AB=1,=BA

8| 2.x=| 1 12
5 25 14

10.1.A2=/, d'ou le résultat.

2. 1. A est la matrice colonne : A=

gjloo N|lw Wi =

2 -3
3.48=| 3 24| 4 5 =[‘10 5]_ 11 11 33 39
103 ) g g -20 6 2.0naAX=|3 2|=X=A[3 2|=X=|43 58|
4 5 L5 30 35
4. 0ncalcule AB=|-10 -15 6 |et 11.1 11 -1 _| 1
12 29 2 a1l .
z
12 - ,
X
BA=| 0 8 -10]| 2| 3 || 2
~14 0 -2 4

2
5.1.M? = SLEL I =4M.
-5 5 -20 20
2. M3 =4M? =16M = -16 16.
-80 80
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12. 1. Le systéme peut s'écrire : 2. Le graphe compte 15 arcs.
Cos Y () okeees
3 -1 2 -7|y| | -3
0 8 -3 5|t -13 16. A B
6 1 1 -2ju 0

2. On utilise la calculatrice pour obtenir la matrice

inverse :
X 0 D C
yi_| -1
t 5 Sommet A B C
u 2 Degré 2 2 1
13. 1. Le systeme peut s'écrire : 17. A 5
1T 1 0 X 15
0 -1 y |=| 10
0 -1 1 || =5
2. On utilise la calculatrice pour obtenir la matrice D C
inverse :
. 10 Sommet A B
yl=|5 Degré 3 2 3
Z 0
18. E
14.1. Le systéme peut s'écrire :
A B
4 3 -6 2|4 65
-5 -6 3 -1|b|_|-49
7 3 -5 2]|c¢c 52
1 1 0 1 \d) N
D C
2. On utilise la calculatrice pour obtenir la matrice
inverse : Sommet A B C D
x| [-2 Degré 4 3 3 2
yi_|®
z -7 19. 1. Le graphe est d'ordre 7 avec :
u 8

Sommet A B C D

15.1. Le graphe est d’ordre 7.

Degré 3 3 3 3

Sommet | A B C

Degré 6|5 |3]|5|3|5]3 2. Le nombre d’arétes est donné par % =11.

148



Chapitre 6: Introduction au calcul matriciel et aux graphes

3. On peut donner par exemple F-G-C-B-E-G-C-
E-D.

4. On peut donner par exemple A-D-F-A.

20. A < B
D c

Sommet A B C

Degré 2 3 1 4
0000110
1100001
1 10000O00O0

21.1. M= 1 0 1 1 0 0 O
000 1TO0O00O0
0000110
1000010

2.1ly a 10 chemins de longueur 6 reliant D a B.

22.1. Une matrice d’adjacence est :

0101010
1010100
0100101
M= 1000110
0111001
100 1001
c 010110

2.0nam, " =17017donc il y a 17017 chaines de

longueur 10 reliant Ea F.

23.1.X=[1]
15

2.V =U  -X=AU +B-X=AlU - A=AV,

n+

3.V, =A 2 |etu =4 2|4 1|
3 3) 15

24.1.0n pose X=[x} Ainsi :
Yy
AX+B=Xobx-3y=2.
La matrice X = [2] convient.

2.V U —X=AUn+B—AX—B=AVn,pourtout

n+1 = n+1

entier naturel n.
3. On démontre par récurrence que pour tout

entier natureln, V, = A" et U =Ar 5,05
-5 -5] |6

25.1. B[-A;E]
3

{26269

6 6

26.1.5[«/5—1;§+3}
20[§&]

Exercices apprendre a démontrer p. 180

Pour s’entrainer
On démontre par récurrence surn € N que

A"=PB"P-'. On notera / la matrice identité de méme
taille que A.

Initialisation:sin=0,A%=/. De plus PB°P'=PP'=|.
Ainsi A = PB°P-", 'égalité est vraie au rang n = 0.
Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel
n tel que A" = PB"P-'. On calcule alors

A" = AA" = APB"P-' = PBP'PB"P' = PBB"P-! = PB™ P,
Ainsi U'égalité est vraie au rang n+1.

Conclusion : 'égalité est vraie pour n = 0. De plus,
pour tout entier naturel n si elle est vraie pour
Uentier n, alors elle est vraie au rang suivant. Par

principe de récurrence, l'égalité est vraie pour
tout entier naturel.
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2 elel=s en eSS Piie g el i g si o kel 35. 1. B est une matrice de dimension 3 x 4.

2.b,=3-2x3=-3eth,=2-2x3=-4

27. Calcul matriciel

a) Fausse. A est une matrice ligne. S
b) Vraie. 3.0naB=|0 -2 -4 -6
c) Fausse. Il faut que le nombre de colonnes de A 1 -1 -3 -5
soit égale au nombre de lignes de B.
d) Fausse. 10 1
. -3 -2 -1
28. Somme de matrices 4 Et Bt =
5 -4 -3
3 1 -7 -6 -5
al |2 7 py| 2 O
3 0 37
4 3 35 1
36.a)A=|4 6| blA=|' 5|
15 8 5 7
2 10 14 3 2 1
c d)
-6 -6 31
2 8 1 2 3 0 -2 -4 -6 -8
29. Produit de matrices aa=l 11 3| qa=| 20 2 -4 -6
13 2 2 4 2 0 -2 -4
a) 19 blLé} 12, 6 4 2 0 -2
3 3
c (17 -2 d) [_21 17} 37. Deux matrices dont égales si, et seulement si,
22 2 leurs coefficients respectifs sont égaux. Ainsi :
30.]PU|ssancedemzatr]|ces 1-x 2+y 3]_[3 -5 3
b - 0 4 32) 0 4 9
31. Inverse de matrices ox=-2;y=-7;z=3.
a) Vraie. b) Fausse.

38. On travaille par équivalence :
32. Matrice d’adjacence

1 2x+3 3y-2 1
1.b) 2.¢ ' iy

y-2 2x+1 3|=| -1 x-2 3

33. Parcours dans un graphe 0 x+y 5 0 x 9
& i i 3 (3)

On détermine la matrice M. On donne alors m,,". Jr+3=x:y=3y-2 Bexiyed

S qy-2=-1;2x+1=x-2¢ {y=-3; x=-3.

Exercices d'application p. 182-185 x+y=x y=0

Représenter une matrice Le systéme n'admet pas de solution.

34.1. A est de dimension 2 x 4.
2.3,=1;a,=10;a,=-1.
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Calculer une somme ou un produit
de matrices

39.a]A+B=[4 ‘6] b12A—B=[_1 0]

6 5 6 10
3 5
o -laslpo| 2
2 25
3 2

b) Produit impossible.

1T 9 3
c) Produit impossible. d) | 4 -42 25

3 3 13

41. On effectuer les produits suivants :
AB=(5 0);AE=(3 -2 -3J];

-3 3 -3
BC=| 1 -1|;:BD=|1
-2 2 -2
0 0 )
EB=| 7 4 :CD=[ 2]-
-5 -10 B
42.0na:
15 -1 13 3 32 10
aj |27 10 2 b) |11 2 -21
21 16 -13 -1 2 3
-29 16 45
c)J| 58 -23 -6
-7 -1 259

Calculer la puissance de matrices

43.a08=| 27 V| g D
32 -18 -10 10

o) A = =275 75 d) B 49 5
50 -350 8 44

e) B = 11043 11275
18040 -232

44, 0n pose A =(

o Q

b
|
a b

];det[Ml=0}u{0;/2}.
a

{ (C 1-
{ [a b ;det[M]=—1}U{:r/2}
c -a

c]AB=BA@A=[b+d b]

b d
45.a)A+B=1, b)Az=A
c)B=B dlete) AB=BA=0

46.a) A=, A’=Aet B°=1, Les puissances sont
cycliques.
b) On peut conjecturer, pour tout entier naturel n,
que :
A = A'sinestimpaire
I, sinestpair

0 0 1
10 0 |sin=213]
0 10

B =
Bsin=1I[3]
I, sin=013]
47.a) U= U. b) V2=V.

cletd) UV=W=0

Calculer et appliquer Uinverse
d’'une matrice

48. a) det(A) = 0 donc A n’est pas inversible.

1 3 -5
b) det(A)=2et A== }
2(-2 4
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o) detidl =8 et AT=| 4 2|
8l2 1

d detld) =2 et A= 2 A
21025 -05

49. On calcule les deux produits matriciels et on
obtient: A=/, =8.

On peut en déduire que la matrice [1 2} estinver-

1
sible d'inverse [ 31 _12].

50. On pose A =[1 OJ.
00

1.0naAB=|2 b
00

2. On ne peut pas trouver une telle matrice B telle
que AB =1,
3. La matrice A ne peut donc pas étre inversible.

51. On calcule le déterminant des trois matrices.
On trouve : det(4) = 1 ; det(B) =8 ; det(C) = 1.

Finalement, on a:
pare| "V 2ga 02 2 il 2N
3 5 8l -3 -1 -1 1

1
52.1.0na AB= 1]1=AC.
3

1
1
4

N o

2. Si A était inversible on aurait :
AB=AC = A'AB=A"'AC= B=C.
Or B = C donc A n’est pas inversible.

53. On calcule les premiéres puissances de N :

0 0 3

0 0
N2 = ;N°=|0 0
0 0

o o o

0 0O
0 0O

Supposons que la matrice soit inversible, il existe
alors A telle que AN = /,. Ainsi 0 = AN® = ANN? = N°.
Ce qui est absurde.

Une matrice nilpotente n’est pas inversible.
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54.0na: 6A - A?=5/,Finalement :
1
glél2 -AA=Ax %[6/2 -A) = 1,
La matrice A est donc inversible d’'inverse
%wg—AL
55.0na:12A - A?=21/,.Finalement :
i [12/2—A]A =A><i [12/2—A] =1,
21 21
La matrice A est donc inversible d’inverse

a1, - ).
21

56.0na:A?+A =2/ Finalement :
1 1
E[A +1)A =A><E (A+1)=1,.
La matrice A est donc inversible d'inverse % A+ /3]

57. [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée dans les éditions sui-
vantes : « Calculer A%+ 2/, - 3A... »

Ona:A?-3A=-2/,Finalement :
-%(A-3/31A=—A><%IA—3/3]=/3.

La matrice A est donc inversible d’'inverse

-%m-su.
1 5,3
4 4
58.a) A= 1 -]
2 2
12 5
4 3 12

b) A n’est pas inversible.

Résoudre un systéme d'équations

SIS HEH
a7 -
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x+y+z=3 T 1 1] «x 3
60.a)-x-y+z=-9 -1 -1 1| y|=|-9
-x+2y-z=12 -1 2 -1z 12
X 1
S |yl=| 5
z _3
2x+y+z=1 2 1 1 x 1
b){2x-5y-2z=2&| 2 -5 -2 y |=| 2
~x+hy+z==1 | =1 4 1 z -1
2
X 3
< |yl=| 0
Z 1

61. a]AX+B=X<:>X=[ 13]

b]AX+B=X<:>X=[ 68]

Déterminer les caractéristiques d'un graphe
62. a) Le graphe est d’ordre 8.

d) Le graphe est d’ordre 6.

Sommet A B C D E F

Degré 5 5 3 6 3

Sommet | A| B| C|D| E|F

Degré 4| 2|13 |4 |5 |3]3]|2

Le graphe compte 13 arétes.
b) Le graphe est d’ordre 9.

Sommet | A|B|C|D|E|F|G|H|I

Degré 21312 |3|6|4]|1|3]2

Le graphe compte 13 arétes.
c) Le graphe est d’ordre 6.

Sommet A B C D E F

Degré 3 4 3 2 5 3

Le graphe compte 10 arcs.

Le graphe compte 12 arcs.

63. La question n’a de sens que si deux points ne
peuvent pas étre reliés par plus d'une aréte. Dans
n-1n-2

. n-1
ce cas le nombre maximal est Zk:1k .

64. a) E

ALB

D C
b) Impossible : somme de degrés impaire.
c) E
A B

65. A

BZ

66. Cet exercice propose de débattre en classe
sur les réponses. Les graphes proposés ici sont
discutables concernant les domaines d'activité.

a) Lagrange
Jordan + Gauss
Leibniz t Cramer
Galois Cayley
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b) Lagrange
Jordan Gauss
Leibniz Cramer
Galois Cayley
67. A
E B
D C

68. Ce graphe est d’ordre 11, il posséde 12 arétes,
Barnazat et Montlucon sont deux sommets non
adjacents et lon a:

Montlucon | Beauregard
3 4

Sommet | Clermont

Degré 2

69. On peut trés bien résoudre ce probléme sans
les graphes, mais dans lidée de ce chapitre on
va utiliser un graphe pour modéliser les dépla-
cements. On utilise les lettres B, P, C et R pour
désigner les personnes qui traversent la riviére
et chaque sommet modélisera les configuration
(17 rive/2¢ rive), en ne gardant que les sommets
possibles - on ne regardera pas le sommet (BP/
CR] par exemple. Chaque aréte du graphe modé-
lise une traversée qui conduit d’une configuration
a une autre. Nous obtenons le graphe suivant, le
chemin recherché est tracé en pointillés :

(BPCR/) . R (/BPCR)

(BPC/R) & " _»(R/BPC)

(BCR/P) &zl ™ (P/BCR)

(BPR/C) e (C/BPR]

.,
0
‘

(BR/PC) "

e (PC/BR)
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Déterminer et utiliser une matrice
d'adjacence

01T 1 11
10110
70.a)M= 1 1 0 1 0
11100
10 0 0O
0 1 0 0 1
0 0100
blM=| 1 0 0 0 O
10 1 01
0 00O0O
0 0101
0 00 01
M= 10 0 1 1
1T 1 1 01
1717110
71.a) A B bl A
. 50 D c
72. a) B
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o, B A B 75. 1. Une chaine possible de longueur 4 reliant A
& 3FestA E B,C,F
2.0na:
000111
001010
vo| 010101
101000
1T 10001
101010

3. a) On obtient :

24 25 20 30 32 41
25 6 31 9 30 13
M=| 20 31 8 31 20 45
30 9 31 6 25 13
32 30 20 25 24 41
41 13 45 13 41 22

b) Ainsi, il y a m§} = 13 chaines de longueur 5
reliant Ba F.

Ce graphe est d’ordre 5. La somme des degrés

vaut 14, il admet ainsi 7 arcs. 76. 1. Un chemin possible de longueur 5 reliant A
aEestAEB,D,C,E.
74. 1. Une matrice d’'adjacence est : 2.0na:
001111 000011
000110 000101
M=| 1000 11 M| 0100 10
1710000 001100
1711000 010010
1701000 000010
2.a) 3. On obtient :
26 14 18 15 11 10 0 106 63 119 135 bé
% 9 9 1 3 3 0 115 69 129 147 60
Me=| 18 9 17 8 12 10 | mo-| 0 129 78 147 166 69
5 1 8 10 13 9 0 147 88 166 188 78
1M1 3 12 13 19 14 0 129 78 147 166 69
0 3 10 9 14 N 0 69 41 78 88 37

b) On a donc m!¥ = 18 chemins de longueur 4 reliant
A3C. 77.1.
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2. On obtient :
3 101 1T 0 1 1
A2 = 12 11 B2 = 1T 0 0 1
01 11 1T 110
1T 11 2 0110

ILn’y a qu'un chemin de longueur 2 reliant 2 et 4.
Ily a un également dans le cas du graphe orienté.

78. 1. Il s'agit d'un graphe d’ordre 6.
2. La somme des degrés vaut 20.
3.Ilyadonc 10 arétes.

Exercices d’entrainement p. 186-189

Notion de matrice

79. Deux matrices dont égales si, et seulement si,
leurs coefficients respectifs sont égaux. Ainsi :

1 2-x _ 1 2x+3 o432
2x+3 3 2-x 3

1
S x=——.
3
80.a) Aestune matrice a une ligne et six colonnes :
A=(2 3 4 5 6 7

b) A est une matrice a cing lignes et cing colonnes :

00000
2 0000
A= 3 3 0 0 0
4 4 4 00
55550

c) Aestune matrice a trois lignes et deux colonnes :

1
A=|1
1

WN —

156

d) A est une matrice a dix lignes et dix colonnes :

0 -1-2 -3 -4 -5 -6 -7 -8 -9
10 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7 -8
2 1 0 -1 -2 -8 -4 -5 -6 -7
32 1 0 -1-2 -3 -4 -5 -6
A-|4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4 -5
5 4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4
6 5 4 3 2 1 0 -1 -2 -3
7.6 5 4 3 2 1 0 -1 -2
8 7 6 5 4 3 2 1 0 -
9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

e) A est une matrice a cing lignes et cing colonnes :

0 0O

>

I
O OO0 o —
o o o
oo - 0O
o - O
- O O O O

81. a) A est une matrice de dimension 3 x 3 avec

{1 sii< |
a; = ) .
0 sinon

b) A est une matrice de dimension 3 x 3 avec

isii=j
a; = _ .

0 sinon
c) A est une matrice de dimension 3 X 2 avec
a,=i+].
d) A est une matrice de dimension 2 x 3 avec
a, =i-2.

82. Une matrice symétrique est une matrice car-
rée. En effet si A est de dimension n x p, alors A!
est de dimension p x n et deux matrices égales ont
méme dimension.

On considere A et B deux matrices symétriques
de méme dimension. Ainsi on aa; =a, et b, = b,
Considérons alors A + B = [s,.j], le produit est licite
car les deux matrices sont de méme dimension.
Onas.=a +b.Ensuites =a +b.=a +b =s_donc
] U] U s s J U Yy U

(A+B)'=A+B.

On considere de plus A € R. Considérons alors
M = [c,) avec ¢, = Aa,. Ensuite ¢, = Xa, = Mg, = ¢,
donc (AA) =2A

Remarque : on montre de plus dans cet exercice
que la transposée est linéaire.
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Opérations sur les matrices

10 15 72 48
83.1.a) AB= tBA= .
) (20 30]e (-48 -32]

b) On a ainsi AB = BA.

2.a)CD = 34 70 i pe = -3470)
-14 29 14 29

b) On a ainsi CD = DC. Le produit matriciel n’est
pas commutatif mais il existe bien entendu des
produits qui sont commutatifs.

84. Soit A une matrice carrée diagonale dont tous
les coefficients sont égaux. On peut traiter Uexer-
cice de deux maniéres.

Si lon note o cette valeur, on peut alors écrire
A =ol . Ainsi si B est carrée de méme dimension,
alorsAB=ol B=aB=Bxal =BA.

Si lon ne remarque pas cette maniere d'écrire A,
on utilise la formule des coefficients du produit
matriciel : AB = (cU] ol :

n n
G = 2k=1a,kbkj =a,b; = bja; = ba; = Zkﬂbikak/'
Dol le résultat.

85. 1. a) On range les lignes de N, dans l'ordre P,
V et les colonnes dans lordre vétement, corpsT,
corps2, structure (attention a distinguer les deux
corps car ils affectent des coefficients diffé-
rents). Les lignes de N respectent cet ordre et les
colonnes sont dans lordre coton, pigment, plas-
tique, métal.

Onaalors: 094 006 0 0
15 0 0 0 0 08 02
Ny=| & ¢ N=| o L 78
00 8 13 800 800
21 21 0 0 9 4
13 13
A
b) On a N, = NN, = | 300 3 6
o 1 563 4
2100 700 21

2. a) La matrice des prévisions en proportion est
donnée par:

P. =

O~ glw alN
olor N ollw

b) Les besoins bruts s'effectuent alors par le pro-
duit : PN, Ainsi les lignes correspondent aux
mois et les colonnes aux matieres. On obtient les
proportions de chaque matiére premiere dans le
stockage pour chaque mois.

3. On obtient :
ﬂ * * *
750
PN, = ﬂ . 1263
500 1750
ﬂ * * *
675

La quantité de coton, en proportion sur le stoc-
kage total, est donnée sur la premiére colonne ;
au mois de décembre, il faudra prévoir une part de

% pour le stockage du coton, soit environ 7 % du

stockage. Le plastique pour le mois de novembre
représentera lui environ 72 % du stockage néces-
saire.

86. Soit A= [; ‘?] avec a = 0.

On considéere une matrice B:[x y] telle que
z t

z t

AB=BA.OrAB=| X*az y+al|,pa_| ¥ Y*ax)
z t+az

Deux matrices de méme dimension sont égales si,
et seulement si, elles ont mémes coefficients.

x+az=x
AB=BA & y+at=y+ax® Z=0,yE[R§.
z=z x=t

t+az=t
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Ainsi, les matrices B=(x yJ sont les matrices

X

qui commutent avec A.

87. Nous avons l'embarras du choix ! A=[ 1 _1J

-1 1

et B=(a bJ conviennent, pour a = b, lun au
a

moins non nul.

1 -1
88.Soit A=| 0 2 |
0 1

o - N

1. Le systeme AX = Y admet une unique solution si,
et seulement si, A est inversible.

x+2y-z=x
2. A=Y & {y+2z=)
z=7

On remonte simplement le systeme qui est mis
sous forme triangulaire. On obtient alors :

x=x"-2y" +57 1 -2 5
y=y -2z eX=| 0 1 -2
z=z 0 0 1

-2 5
-2

1
3. Finalement A”'=| 0 1
0 0 1

89.S0it A=| -3 4 -3|.0n calcule son carré:

-1 1 0
-2 3 -3
A= -9 10 -9|=34-2.
-3 3 -2
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L'égalité précédente nous permet d’obtenir :
1
A=(3l,- Al =1
2 3 3
1
—(3,-AA=|
2 3 3

Ce qui démontre Uinversibilité de A avec

3 11
2 2 2
a=lp o2 3213
2 2 2 2
13
2 2 2
1 0 0
90.Soit A=| 1 -1 -1
-1 4 3
0 0 O
1.0naA=lL+| 1 -2 —1|=/+J.
-1 4 2

2. (I, + A, - J+ ) =1, + L.0On calcule ensuite la
matrice obtenue : S =0.

3. Ainsi,ona All, - J+ ) =(l,- J+ A =ldonc A
est inversible d'inverse : A" =/, - J + J.

91. Les deux inconnues du systéme sont des
matrices carrées de dimension 2 x 2. Une maniere
de rédiger les choses est d'écrire ce systéme sous
forme matricielle, la dimension des inconnues ne
pose ici aucun probléme (on peut ici faire interve-
nir le terme de blocs matriciels) :

2X+3rY=A |2 3| X]|_|A
3X+2Y =B 3 2ly) \B)

Ordet[[ :23 :23 j]=—5 donc on obtient une solution

unigue a ce systeme :

s

Ainsi X =2a:38=|1 1]
5 5 (2 3



Chapitre 6: Introduction au calcul matriciel et aux graphes

Ety="2B+3a-|4 2|
5 5 (10

92. Soit A=([1] ?] Démontrons par récurrence

surn € N'que A" =[[1J ”1‘3}

Initialisation : pourn=1,

R

L'égalité est donc vraie au premier rang.
Hérédité : supposons que 'égalité soit vraie pour
un entier n=1 quelconque. Alors :

A””=AA”=[1 a]['] ”a][HR]
0 1T)\0 1

B 1 (h+1a .

o 1

Ainsi l'égalité est vraie au rang n + 1.

Conclusion : U'égalité est vraie pour n = 1. De plus,
pour tout entier naturel non nul n, si elle est vraie
aurangn, alors elle est vraie au rang suivant. Ainsi
'égalité est vraie quelque soit Uentier naturel non
nul que l'on considére.

93.1.Soit A= [‘; Zj avec a # b. Démontrons par

an _bn

. . a" c——

récurrence surn € N'que A" = a-b
0 b"

Initialisation : pourn=1,

L'égalité est donc vraie au premier rang.
Hérédité : supposons que l'égalité soit vraie pour
un entier n = 1quelconque. Alors :

an_bn
A"”—AA”—[a C] ? Ty | HR)
oo a-b
bn

n+l _ Rn+l
an+1 I a b
= a-b
0 bn+1

Ainsi l'égalité est vraie aurang n + 1.

Conclusion : 'égalité est vraie pour n = 1. De plus,
pour tout entier naturel non nul n, si elle est vraie
aurangn, alors elle est vraie au rang suivant. Ainsi
U'égalité est vraie quel que soit U'entier naturel non
nul que Uon considére.

2.Sia=b. A= a’ 2ac DA% = a 3azc.
0 a ) 0 a°

n n-1
On peut conjecturer que A" = [‘30 ha CJ.
al'l

On démontre ce résultat par récurrence.

94.SoitA=(4 _6JetP=[3 ZJ.
1 -1 11

1. det(P) = 1 = 0 donc la matrice P est inversible
1 =2
-1 3/

avec P'=

On peut obtenir ce résultat en résolvant le sys-
teme 13 ¥ 29 =" ot on obtient ¥ T2 =%

x+y=y -x'+3)y' =y
le résultat.

d'ou

2. On calcule P-IAP = [2 0] -D.

3. On démontre par récurrence que D" = [20” ?J
4. An = (PDP-')" = PDP-'PDP-'...PDP-" = PD"P-'. Une
démonstration rigoureuse de ce point pourra se
faire par récurrence, selon le contenu du cours

effectué.
32" -2 -32"'+6
_2n+1 +3 )

Ainsi A" =
2" -1

159



Livre du professeur - Maths Terminale expertes

f-1 13 1 -1 2

95.S0itA=-| 5 3 -3|etP=|2 1 1|
2110 -2 -2 12 3
17 -3

1.P*1=% 5 1 3 |Dou:
3 -3 3
2 0 0

PAP=0 -4 0]

0 0 2

2. On démontre par récurrence que :

22 0 O
Dr={ 0 (-4 O
o o0 2

3. Pour toutn € N, A" = (PDP-')" = PD"P-'. On effec-
tue alors le produit matriciel :
20 —B4n + 620 T2" + 47 - 627 -32" - 34" + 62"
An = 227 + 547 + 32 1427 - 4" - 327 —62" + 34" + 32"
20 + 104" + 92 720 - 221 — 920 —32" + 647 + 92"

96. SoitA=[a 3]aveca+d=—1 etad + bc = -2.
c

1. On considére M et M" deux matrices de E. On
écritM=M+ul, et M =NA+ W, AN, u 1 E€R.
Alors : M+ M’ = (L + XA +(u + L,

AinsiM + M’ € E.

2. On calcule :

e a?+bc ab+bd
ca+cd cb+d? |

Ora?+bc=-all+dl+bc=-a+2;

ab+bd=-b;ca+cd=-cetch+d?=-d+ 2. Ainsi
A= -A+ 2,

On en déduit que A? € E. De plus,
A= Av2l o %A[A+/2]=/2.

Ainsi on en déduit que A est inversible d’inverse

%[A+/2] .AinsiA" € EavecA=p =%.
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3. Soit M et M" deux matrices de E. On écrit
M=AA+ul, et M =NA+pl, AN, n 1 €R. Alors :
MM’ =M\ A% + (A + Ul )A + 'l

= (W + pd 1A + (uw’ + 21,
avec Al +UA -1 ety + 2 des réels. D'olU MM’ € E.

1 1 3 0 0 1
97.So0itA=|2 3 2|etP={0 1 0
3 2 1 1 00
1.a) On calcule :
321
PA={2 3 2|
1 1 3

b) Les lignes de la matrice PA sont celles de A
apres une permutation de Uordre. Les lignes 1 et 2
ont été permutées.

2. On écrit alors PA= ce qui nous per-

L Q 9
S © =
o -~ -

met de retrouver le résultat attendu.

3. On peut reprendre la question précédente avec
cette nouvelle matrice. On constate que P est une
matrice de permutation : elle permute les deux
premiéres lignes et laisse la troisieme inchangée.

0 0
4. La matrice P={1 0
1

1
0 | permute toutes les
0 0

lignes d'une matrice. Ce n’est bien sir pas la seule.

010
98.SoitJ=|0 0 1|
100
100
1.0na J?={0 1 0.
0 0 1

2.0n pose E={M &€ M,(R) ; MJ = JM}.

a) On pose M =

Q@ Q o
>0 o
)
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N (4 e s 2.V=U -C.

c a e ]

MEEoMI=IMe |f d el|=|g h i a) Soitn € N.
/ V.,=U_-C=AU +B-C=AlU -C)=AV,
1 g h a b I n+1 n+1 n n f

b) On meéne le raisonnement par récurrence
comme dans Uexercice précédent.

v o O
1l

D T~ Q
1l

- Q >

3. On démontre par récurrence que, pour tout
entier naturel n :

04" 01 04" 01

An = 3 3 3 3
040 L0104 O

3 3 3 3

D'ou le résultat.
blM € E < il existe a, b, ¢ € R tels que

a b c
M= ; a b|eilexistea,b,c € Rtels que Initialisation : pour n = 0
c a

M=al,+bJ+c/)

Suites de matrices 2_
3

99.1. | |-|2 -3 & el
B I A F TS S Héredite : supposons l'egalité vraie pour un cer-
! g tain entier quelconque.

Alors A™" = AA"
2.U1=('4]= A ety =| "4 =] 2|
1) b 51) (b 04 0T 04 0T

o2 01) 3 "3 3 3
- 02 03 20,4” _20,1” 20,4" . 0,1
100. Soit A=[ J et U , = AU pour tout entier 3 3 3 3
naturel. 1
1. Pour tout n € N : U = A"U,. On démontre ce 0.4 +20'1n+1 0.4 _ 0,1
résultat par récurrence de la méme maniére que  _ 3 3 3 3 |
les suites géométriques réelles. Ici aucune diffi- 20,4”+1 20,1"+1 0,4 0,1
culté technique. 3 73 3 * 3
2.a) On calcule : A? =(4 UJ et A3 =(8 0]_ Conclusion : l'égalité est vraie pour n = 0 et est
9 1 21 1 héréditaire pour tout entier naturel. Ainsi, elle est
4 8 vraie pour tout entier naturel.
b) On en déduit U, =| 4 |, U, =| 8 |etu, =] 10},
5 17 41 8
4.0ncalculeV, =V, -C= 415 .
101. Soit A= 02 01 etB= 0.2 : 45
02 03 01
04" 0,1
v= 2 ansiv| 159 |
1.Sicz(x}'C=Ac+Bc>{8x_y=2 JEN 18 n 20'4/1 0,1”
y ki

~2x+Ty=1 2
Y =3 15 9
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Transformations géométriques 2. a) Si on projette le vecteur X sur l'axe des ordon-
102.a) A’ =(5; 4) b) B’=[i;0] nées, on obtient le vecteurY=[0J.
10 y
B b) La matrice correspondant a cette projection est
T =(-1:43) PP AERERER
2 2 p=|0 O
0 1

103. On peut calculer les valeurs exactes de

3. La matrice correspondant a une projection
os| 27 =\/g—1 ot sin 2m|_ \/_+5 orthogonale sur laxe des abscisses est donnée
 — 5
L
On obtient : par P = 2 2 .
11
¥5-1_ V545 ¥5-1, |J545 s
A — ; + 2 2
4 8 4 8

BI

V5-1_ 545 y5-1_ [J5+5 Graphes
C2

2 8 8 107. 1. a) Chaque équipe devra disputer 3 jeux.

b) 6 jeux seront disputés ce week-end

2.a) E
104. On note v limage de u :

cos[%] —sin(gj 33-1 A B
( 3 ] 2|
sin| X| cos| T 2 23+3 D c
6 6 2

b) 10 jeux seront disputés.

3. Les deux graphes sont complets

105. On cherche 8 réel tel que : 4. a) E
cos(8) -sin(6) \/5 _ _4\/5 ' A B
sin(@) cos(@) )| 7 -2
On résout de systéme pour obtenir : D C
1 F
cos(0) =-— ,
2 —g= 2_15[2“]. b]Cg graphe n es’-[ pas ,complet
in(6) \/5 3 c) 9 jeux seront disputés.
SInel= 7 5. 4 jeux sont possibles et il y aura au total
14 affrontements le week-end.
106. On pose X = [x] 108.1.Les motsenlangage binaire se dénombrent
Y par 2". Il s'agit de la méme modélisation que celle

des schémas de Bernoulli.

: |10 _ _lx
1. Soit P_(O 0} Y'PX'(OJ' Le vecteur Y ne 2. Ily a 8 mots de longueur 3 : 000 ; 001 ; 010 ;

garde que la premiére composante du vecteur X. 011;111; 110101 ; 100.

La matrice P correspond a une projection ortho-
gonale sur l'axe des abscisses.

162



Chapitre 6: Introduction au calcul matriciel et aux graphes

3. 000
100 001

101 010

110 011
"

4. Les mots qui ne seront pas confondus sont ceux
qui ne sont pas adjacents dans le graphe.

109. 1. On note pour plus de commodité les pré-
noms par des lettres comme dans le tableau sui-
vant :

Erwan
Thibault

Jordan

Gwendoline

Alexis
Elodie
Alim

Aya H

QM M| OO |W|>

Chaque aréte modélise une incompatibilité d'hu-
meur.
H A

E D
2. On peut construire le groupe AHC, soit donc
Erwan, Aya et Jordan.

3. On peut construire le groupe BDH, soit donc
Thibault, Gwendoline et Aya.

110. cD N

GE S

Chaque aréte modélise le fait que deux options
sont choisies simultanément par au moins un étu-
diant. On constate que lon peut effectuer jusqu’a
deux options dans une journée.

111. On considére la matrice d'adjacence du

graphe :
00100100
000O0O0OOCTIT"
170000111
M=/ 00001110
00010100
170111010
01110100
01100000

1. On calcule M* et on trouve m{¥) = 6.
2. On calcule M° et on trouve m'% = 29.

Exercices bilan p. 190

112. Eviter tout débordement

1. On exprime chacune des suites dans un sys-
téme couplé puis on écrit ce systeme sous forme
matricielle. On obtient en traduisant 'énoncé :

1
=74,

+§bn+2
4

b, = 1bn +3
4

Ce qui nous fournit U'égalité matricielle :
u.=MU +C.

2.a) On a P? =([1] ?J donc P est inversible et est

son propre inverse.

b) On calcule PMP = 05 0 }
0 0,25

c) Initialisation : pour n =0, M° =/, = P2 = PD°P.
Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel
n tel que, M" = PD"P.

Alors, M = MM" = PDPPD"P = PD™P.

Conclusion : l'égalité est vraie au premier rang et
est héréditaire pour tout entier naturel. D'apres
le principe de récurrence, elle est vraie pour tout
entier naturel.

d)Ona:

yo_p|08 0 |, (05 305 -3025 |
0 025 0

0,25"
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3. 0n calcule MX + C = X. 3.m!% =1, il s'agit de A-B-C-D-E-A et c’est bien un

4.a) Pour tout entier naturel V. =U -X=MU + cycle. mf =5 et parmi ceux-ci il sont deux cycles

C-MX-C=MV. distincts.

b)Ona:U =V +X=MV +X=

mo| =9 ][ 10| | ~180.5"+90,25" + 10 Préparer le BAC Je me teste p. 70
-3 4 -30,25" + 4

. L 115.D 116.B 117.D
5. a) La suite (0,25") est décroissante car

0 < 0,25 < 1. Ainsi la suite (-3 x 0,25") est 118.C 119.B
croissante d'ou la croissance de (b). De plus

-3x0,25"+4 <4etlimb,=0.

n—+%o

_ Préparer le BAC Je révise p.71
b) 0 <0,5< 1donc lima, =10.

n—s>+o©

120. Matrices

c) Les deux suites sont croissantes, ainsi leurs . .
1. A est de dimension 2 x 3.

termes sont strictement inférieurs a leurs limites.
Le bassin A doit contenir au moins 1000 L et le 2-912= 2
bassin B au moins 400 L.

3 -2
A= 2 4
113. Randonnée en montagne 1

1. a) On obtient le tableau :

112 |3 |4 |56 7|8 910
3| 4| 4| 4| 4|4

121. Calcul matriciel

38 a) Produit non défini.  b) (3J
b) Le graphe admet donc?=19 arétes. 3

2. Un itinéraire de D a A peut étre 1-3-2-4-5-6-8- 8 -2 5 2
7-9-10. o4 d|3 3 -3
3. Les sommets ne sont pas tous de degré pair, on 0 T4 -

ne peut donc pas trouver de chemin allantde Da A

en utilisant une unique fois toutes les arétes. o .
4. Sil'on note M la matrice d'adjacence, on obtient 122. Matrice inversible

avec la calculatrice m,¥ = 31. Citons alors l'un de 1.¢)

ces chemins allant de D vers A en cinqg sentiers :

1-2-5-7-8-10. Ce chemin passe par le Pic Rouge. -5 1610
2.a)| 6 -18 -11
A . 1T -3 =2
114. Circuit touristique
01001 1 1 1
00110 2 2 12
1.0na:M={ 0 1 0 1 0 1 1
0010 1 b) 5 -3 5
100 10
A1 1
2. Avec la calculatrice, on obtient m% = 5 qui sont : 12 2 12
D-C-B-D-C-B ; D-C-D-E-A-B ; D-E-D-E-A-B ;
D-E-A-E-A-B; D-E-A-B-C-B. 3.3l
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calcul matriciel et aux graphes

S
5.a)det(4)=-13 ; A= 112
13
b) det(4) =0
5 2
cldet(a)=11;47=| 11 111
n 1
=2 -1
d) det(A)=-9 ; A" = c1)
9

123. Systémes d’équations
1. b)

(M)

124. Graphes
1.a)
2.b)

125. Suites de matrices

1.A=| 2 4
35

2.a,=16.

126. Transformations géométriques

1. (-2 ; -4)

.8

2 2

ool o]

-2
13

110

13

Exercices vers le supérieur  p.194-197

127. Les sept ponts de Kdnigsbherg
A. Etude d’exemples
1.B A C

D
2. a) On a B-D-A-C-B-E-A-C pour le graphe 1 et
D-E-C-D-B-E-A-B-C pour le graphe 2.
b) Un cycle peut étre donné par E-D-A-C-E-B-C-
D-B-A-E.
c) On trouve une chaine eulérienne : mais pas de
cycle eulérien.
3. a) On obtient pour chaque graphe :

A B C

W ([w(E]|]Z>]N
Nlm||~|O|| ||| w
MlO||w|O|~O||w
WO~ |O(~O(|IN|O
N (M|~ M s|m(~o|m

b) Lorsqu'il n'y a que des degrés pairs, on peut
trouver un cycle eulérien. Lorsque lon a deux
sommets de degrés impairs, on peut trouver une
chaine eulérienne.

B. Théoréme et conclusion
1. Le degré de s est donne par s, +s,.

2. On parcourt toutes les arétes une unique fois. Si
le sommet n’est pas le départ, alors a chaque fois
que lon vient vers s, il faut repartir, ainsi s, = s..
Si le sommet est celui de départ, on garde le pre-
mier départ et la derniére arrivée puis on reprend
le méme point que précédemment.

Ainsi degls) =s, + s, = 25, est donc un nombre pair.
3. a) En enlevant toutes les arétes de C, on enléve
2 au degré de chaque sommet de C.

b) Si les degrés étaient tous nuls alors, par
connexité de G, on aurait G = C donc C serait eulé-
rien. Absurde par hypothese.

c) Soit s tel que son degré soit non nul. Alors il est
pair et il admet un cycle. On concaténe les deux
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cycles pour obtenir un cycle de longueur supé-
rieure a C.

d) Par raisonnement par labsurde, il existe donc
un cycle eulérien.

4. Tous les sommets du graphe de Konigsberg
sont de degrés impairs, il n'existe pas de chaine
eulérienne dans ce graphe, le probléme des ponts
n'admet donc pas de solution.

128. Suites et matrices

1 011 1T -1 -1
SoitA=—=| 1 0 1 |etP= 1 1 0
2110 10 1
_a+b+c
xX-y-z=a 32b
LPX=Yolxty=b o y="?”3 —¢
xrz=c -a-b+2c
z=
3
Ainsi P est inversible, d’inverse
1 1T 1 1
P1=—-1 2 -1|.
3.1 1 2
2. 0On calcule :
1 2 0 0
P'AP=D=—-|0 -1 0|
20 0 -1

3.0n aA=PDP'et on démontre que :

: L 2[_1]n on 4 [_ ’|]n+1 L [_']]n+1
An = PDnP—1 - 2n + [_’l]n+‘| 2n + 2[_’]]n n g4 [_’|]n+1 !
on 4 [_1]n+1 o 4 [_ ‘|]n+1 L 2[_1]n

3.a) On vérifie que U, =AU, pour tout entier natu-
rel n.

b) D'aprés la question précédente, on obtient
Ug

U, =A"| v, |. Ainsi les trois suites convergent vers
Wo

l[u +V, +W,)
3 0 0 0’ -
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129. Diagonaliser une matrice
A. Un premier exemple

SoitA=| 1 2|
14

1. On pose flx) = det(A - x/.).

a) Il nous est possible de déterminer une expres-
sion de cette expression algébrique :

A_XI2=[1:1X zfx]'

Ainsi : flx) = (1 - x)(4 - x) + 2 qui est bien U'expres-
sion d'une fonction polyndmiale du second degré.
b) flx) =x2 - Bx + 6 = (x - 2)lx - 3). Ainsi, on note
A =2eth,=3.

2. a) Les deux racines A,et A sont donc telles que
A- M\l et A-2lne sont pas inversibles. Ainsi les
systemes (A-A, [ )X=0et(A-A,/)X=0n"admettent

pas d'unique solution. Or la matrice colonne [EJ

étant solution, cela signifie qu’il existe plusieurs
solutions pour chaque systeme. Si lon note V
une solution pour le premier systéme, alors tout
multiple de V est également solution. On dit que
la droite vectorielle {kV ; k € R} est solution du
systeme. Le méme raisonnement peut étre tenu
pour le deuxieme systéeme également. Ces deux
systémes ont donc une infinité de solutions.

b) Il est méme facile dans ce cas de déterminer
toutes les solutions de ces deux systemes :

-x+2y=0

[A—MIZ]X:O@{ & -x+2y=0.

-x+2y=0
Nous obtenons une équation cartésienne de

droite, tout élément [x} de cette droite est ainsi

y
solution du systéme. On prendraici X, = (?j
A-dhX=0e | X270 (1o
-x+y=0

Nous obtenons une équation cartésienne de
droite. On prendra ici X, =[U

3. Il convient de construire la matrice P = [? 1]
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a) det(P) = 1ainsi la matrice Pest inversible eton a:
pr=| 1 7T
-1 2
b) On calcule P-'4P=[2 O
0 3

4. Une récurrence rapide nous permet d’obtenir
le résultat demandé. L'hérédité utilisera le calcul :

Dn+1=DnD= 2’7 0 2 0 — 2’”1 0 .
0 3 )0 3 0 3

5.0na:
n+1 _ 2n _9n+1 n
Jpprp o | 208 22y |
-3 -2n 423

B. Un deuxiéme exemple

-1 11
SoitA=| 1 -1 1
1T 1 -1

6. a) On écrit le systeme :

T 1 1| x
(A-ALIX=0s|1 1 1| y|=0
T 11 ¢
x+y+z=0
o x+y+z=0x+y+z=0.

x+y+z=0

b) Il y a un nombre infini de solutions a ce sys-
teme : c’est le plan tout entier d'équation carté-
sienne x +y +z = 0 qui est solution.

c) Il s'agit de trouver deux vecteurs non coli-
néaires et dont les coordonnées par exemple

1
vérifient l'équation du plan. On choisit X,=| 0
1 -1
et X,=|-1].
0

Remarque : faire introduire un 0 dans les vecteurs
permet de s'assurer immédiatement de leur non
colinéarité et simplifiera la matrice que lon va
construire a partir de ces deux éléments.

7. a) On écrit le systéme :

-2 1 1| x
(A-ALIX=0s] 1 -2 1 y]|=0
T 1 -2
-2x+y+z=0
& {x-2y+z=0 @{x—y=
x+y-2z=0 S

Ce systeme correspond a lintersection de deux
plans non paralléeles et non confondus ; donc a
une droite : ensemble solution de ce systeme.

b) Il s'agit de déterminer un vecteur directeur de

cette droite. On peut par exemple déterminer un
systeme paramétrique de cette droite :

x=t

{X_FU@ y=t teR

x-z=0 J

1
Un vecteur directeur de cette droite est X; =| 1.

8. On forme la matrice 1

a) On demande ici de démontrer Uinversibilité de
cette matrice. Pour ce faire, on résout a la main le
systéme suivant :

I+ 1_2/
X Hy2e
x+y+z=x" 3
, x' -2y +z
yrz=y ey
-x+z=7 .,
_x+y+Z
3

La matrice P est donc inversible avec :

1 1T 1 =2
Pri=—|1 -2 1
311 1 1
b) On effectue le calcul :
-2 0 0
D=P'AP=| 0 -2 0].
0 0 1
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130. Triangulariser une matrice

soita=| 1 -1
L 3

1. On pose flx) = det(A - x/,).

a) Il nous est possible de déterminer une expres-
sion de cette expression algébrique :

Al = [_11: ) 3__1x]'

Ainsi : flx) = (-1 - x)(3 - x) + 4 qui est bien l'expres-
sion d’une fonction polyndomiale du second degré.
b) flx) =x? - 2x + 1 =[x - 1)2. L'équation flx) = 0 admet
une racine double égale a 1.

2. La matrice A - x/, avec x = 1 n’est donc pas
inversible. Le systéme (A - /)X = 0 n"admet donc
pas d'unique solution. Si l'on considére une solu-
tion non nulle a ce systéme, tout multiple de cette
solution reste solution. Le systeme admet donc
une infinité de solutions.

On écrit le systeme :

2x_y=0<:>2x+y=0.

A-L)X=0 1§
bx+2y=0

Une solution peut alors étre donnée par X = (_21]

3.a) det(P) = -1 =0 donc la matrice P est inversible.

On aalors :
pr=[1 O
2 1

T=piap=|1 1|
0 1

4. On effectue les deux calculs :

T2 =(1 2] etT? =(1 3}. On démontre alors que

b) On calcule :

0 1
pour tout n € N, la matrice T est égale a (; ';]

Cette démonstration se fait par récurrence selon
la méme trame que celle de l'exercice 92.

5. Finalement, on obtient :

A= PP = 1-2n  -n .
4n  2n+1
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131. Quaternions

H= [ i __22 ];[21;2216([:2}
Z 4

1. Soit M une matrice de H. Il existe donc un couple

Z; 4

de complexes [z, ; z,) tels que M:{ZW —?2} On

peut écrirez, =a+idetz,=b+icpoura,b,c, ddes
réels. Ainsi, lona:

M=[a+id -b+ic

a-id

_ =al+bJ+cK+dL.
b+ic

2. Soit M et M" deux matrices de H. D'apres la
question précédente, il existe des réels a,b,c,d et
a, b, c,d telsque M=al+bJ+cK+dL

etM=a'l+b'J+c" K+d'L.
On effectue le produit :
MM’ = (al + bJ + cK + dL)(@’l + b’J + 'K + d’L).
Il est nécessaire de simplifier :
L=RK=[2=-];K)=L;JK=-L;LJ=-K;JL=K;
KL=-J;LK=J.
Finalement, on obtient :
MM’ = (aa’ - bb’ - cc’ - dd’)]
+(ab” + ba’ - cd’ +dc’)J
+(ac”+ca’ + bd’ - db)K
+ (ad’ = bc’ +cb’ + da’)L.
Tous ces coefficients sont réels, ainsi MM’ est donc
un élément de H.

3. On a pu observer que KJ = JK donc le produit
matriciel n'est pas commutatif. Le prix a payer
d'une structure algébrique sur un espace de
dimension 4 est la perte de la commutativité. On
doit cette construction a Hamilton.

132. Ensemble des nombres complexes

1.50iti=|9 'l ona:
10

= VO
0 1

2. 0n noteC={ a -b J;a,beR}.
b a

aJieCaveca=0eth=1;/,€Caveca=1etb=0.
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b) Soit Z € C. Il existe un couple de réels :

(3 2 3 o)

3.a) Soit Z, Z’ € C. Deux matrices sont égales si et
seulement si elles ont mémes coefficients. Ainsi
les deux matrices sont égales si les couples de
réels sont tous deux identiques.

b) Soit Z, 22 € C". On peut écrire :

7= a -b .7 = a -b .
b a b &

On effectue le produit matriciel :

77 = a -b|a -b
b a \b &

_ aa’-bb” -a’b-ab _77
a’b+ab’” aa’ -bb’
clSoitZEC‘avecZ=[z _bJ,az(J,bz[J.Oncal—
a

cule le déterminant de cette matrice :
det(Z) = a? + b2 = 0.

Zestdoncinversibleave(:Z”=L a b.
az+b?\-p a

Remargque : on pourra effectuer tous les paralléles
possibles avec les régles algébriques démontrées
dans les premiers chapitres.

133. Equations différentielles
Soit le systeme différentiel suivant :

x/[t) = 2x,(t) - x,(t)
x5 (t) = 3x;[t) - 2x,(t)
x5 (8) = =2x,(t) + 2x, () + x5 (t)

1. On exprime donc le systéme sous forme matri-
ciel :

x(t) 0 2 -1 x
X=MAe|xlth =] 3 -2 0 | x|
x;(t) -2 2 1 xlt)

2,
1 4 2
P={1 3 -3|
1 -2 2

a) On demande ici de justifier Uinversibilité de
cette matrice. Pour ce faire, on résout a la main le
systéme suivant :

2y"+37'
po 2 *9Z

x+by+2z=x"

x+3y-3z=)y & y=x ;Z
x-2y+2z=7 5y — 6y + 2/
z=—
30

La matrice P est donc inversible avec :

[0 12 18
pi=—|5 0 -5|
V5 6 1

b) On effectue le calcul :

D =PAP =

O O -
O N O
N O O

3.Y=P'X
a) On utilise ici la linéarité de la dérivation :
Y =P'X' =P 'AX =DP'X =DY.
»lit)
b) On écrit Y =| y,(t) |. On obtient alors :
¥5lt)

Vi(t) = y,(t)
y;[t]=2y2[t]
yilt) = 4yslt)
On résout chacune des équations différentielles :

Ae!
Y =| pe

Vel»t

avec A, U, v des constantes réelles.
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4. On utilise alors X = PY pour obtenir :

x,(t) = Ael + 4ue? +2vet
x,(t) = Ae! + 3ue? - 3ve
x,3(t) = Aet - 2ue? + 2ve™

134, Matrices magiques

1. La somme des coefficients de chaque ligne
est égale a la somme des coefficients de chaque
colonne égale a 0.

2. On peut donner par exemple

o - 0O

10
0 0}
01

3. 0n peut commencer a traduire la définition. Une
matrice A = (a,) est magique si pour tousi,jona:

n

n
ot @ik = Zkﬂakj = cste.

Affirmation 1 : Vraie. Soit A et B deux matrices
magiques. On écritA+B=(s)ols =a +b,.
Pour tousi/,jona:

n n n n
zk=15ik = zk=1aik +b, = zk=1aik + zk=1bik
n n n
= 2k=1akf + k=1bkj = 2k=1skf'

Affirmation 2. Vraie. Soit A et B deux matrices

n
magiques. On écrit AB = (c,) ot ¢; = Za,-kbkj.
Pour tousi/,jona: k=1

27:1C” = 27:12::18"’<bk’ = 22:127:181*%
= Z:ﬂamz;bkt = Z:=1ak/‘ 7=1blk = ZLCU.

135. Sous-groupe de matrice (1)

Soite=J 20 P |, peRl
-b a-b

1. Soit donc deux éléments de E :

M= a+b b etM’=a+b b .
-b a-b -b" a-b

On aalors:

MM’ A+B B
-B A-B

B=ab’+a’b eR.

J avecA=a3a’ € R et
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2. Soit M € E. On calcule le déterminant de

a+b b
-b a-b
si, et seulement si, det(M) = 0 si, et seulement si,

a=0.

: det(M) = a2. Ainsi : M est inversible

136. Sous-groupe de matrice (2)

Soit £ 4| coslal -sinla) | —p

sinla) cosla) |’
1. Une matrice de E est une matrice de rotation du
plan autour de lorigine et d’angle a.

2. Soit Rla), Rb) € E.On a:

cosla +b)

R[a]R[b]=[ —sin[a+b]].

sinla+b) cosla+bh)

Ainsi R(a) R[b) € E. Il s'agit de la composée de la rota-
tion d’angle a avec la rotation d’angle b : c’est-a-dire
la rotation d’angle a + b du plan autour de lorigine.

3. On réutilise
remarque que :

I, = R(0) = R(a-a) = Rla)R(-a) = R(-a)Rla).
Ainsi R(a)™" = R(-a). Linverse d’une rotation d’angle
a et la rotation d’angle -a.

la question précédente. On

137. Interpolation polynomiale
A. Un cas trivial

Deux points permettent de définir une droite ; on
est confronté a une fonction polyndmiale de degré
0 ou 1 ou a une fonction non définie. On a, en
notant les points Alx, ; »,) et Blx, ; y,) :
siy, =y, lafonction notée f est constante égaleay, ;
si X, =X la fonction n’est pas définie.

Sinon, on a : flx) = 28— Y4, XeYa = Xa)s
Xg = X4

Xp = Xy

B. Un premier exemple

On considére les trois points (-1 ;2) ; (1; -2) et
(4 ; 7) qui appartiennent a la courbe représentative
de la fonction définie par flx) = ax? + bx + c.

1. Un point appartient a la courbe d'une fonction
si, et seulement si, ses coordonnées vérifient son
équation. Ainsi, ona:

a-b+c=2

a+b+c=-2

l6a+4b+c=7
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2. On peut écrire ce systéme sous la forme :

1 -1 1) a 2
1T 1 1|bl|=|-2
16 4 1| c 7
1T =11
3. On note A= 1 1 1|. A la calculatrice,
16 4 1
01 1
6 15
on obtient A'={ -05 05 0 |
0w 27
3 15
a 2 1
Dou|b|=AT"-2|=|-2]|.
c 7 -1

On obtient la fonction définie par
o) =x? - 2x - 1.
Linversibilité de la matrice nous garantit lunicité

de la solution donc l'unicité de la fonction polyno-
miale de degré 2.

C. Vers un cas général
= n n-1
Onposeflx)=a x"+a , x""+ .. +a,
1. On écrit le systeme :
a, X" +a,_ X"+ +a, =y,

n n-1 =
dpXy Fdp Xyt 8=

aan,7 + an—1xnni1 toot a0 = yn

=)
Et Uon peut l'écrire sous la forme V| : |=Y avec:

aﬂ
1T x, X2 x5 X
1T x X7 xpt

V= :

[RE AR A
T x, x2 - x X

2. A la condition ot la matrice de Vandermonde est
inversible, le systtme admet une unique solution

=l
et donc permet d’obtenir une unique fonction
a

polynomiale de degré n.

D. Un deuxiéme exemple

On considére les quatre points (-2 ; 10] ;
(0;2);(1;4)et(3;12) qui appartiennent a la
courbe représentative de la fonction définie par
flx) = ax® + bx? + cx + d. Les coefficients de cette
fonction vérifient le systeme matriciel suivant :

1 -2 4 -8 d 10
1 0 0 O c |_| 2
T 1 1 1 b 4
1 3 9 27)| 3 12

On inverse ce systéme, avec la calculatrice, on
obtient la matrice inverse et ensuite :

2
8
d 21
C =
o|7| 2
2| 15
A
15
Finalement flx) = —1ix3 + %xz + %x+ 2.

138. Sous-groupe de matrice (3)

e? 00
SoitE=4] 0 1 a [;a€R;.
0 0 1

1. Soit M(a), M(p) EE.On a:

ea+b U 0
MlaMlb)=| 0 1 a+b|
0 0 1

2. Le produit de deux matrices de E est une
matrice de la forme M(A), avec A € R donc un élé-
ment de E£. On a d'apres la question précédente :

Ml(alM(b) = Mla + b).
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3. Onremarque que /, = M(0) = M(a - a) = M(a)M(-a).
Ainsi toute matrice M(a) de E est inversible d’in-
verse M(-a).

4. On peut émettre une conjecture avec des pre-
miers calculs de puissance ou réutiliser les ques-
tions précédentes.

Démontrons par récurrence sur n € N"que
M(a)" = M(na).
Initialisation : pourn=1ona:
M(a)' = M(a) = M(1 x a).

Hérédité : supposons qu’il existe un entier n non
nul tel que l'égalité soit vraie au rang n. Calcu-
lons :

Mla)' = M(a)"M(a) = M(nalM(a) (HR)
= Mlna + a) = Ml(n + 1)a).
L'égalité reste vraie au rang suivant.

Conclusion : l'égalité est vraie pour n = 1. De plus,
sion la suppose vraie pour un entier non nul quel-
conque, elle le reste pour lentier suivant. Ainsi
l'égalité est vraie pour tout entier naturel.

139. Espace vectoriel matriciel
SoitE={M e MQ[R] ; AM = MB}.
1.So0itM,, M, EE et L € R.

a) On a trivialement Ax 0 =0 =0 x B. Donc la
matrice nulle appartient a cet ensemble.

b) A(AM,) = L[AM,). Or M, € E donc AM, = M B.
D'ou A(AM,) = MM, B) = (AM,)B. Ainsi A M, € E.
c)AM, + M) =AM, + AM,. Or M, M, € E

donc AM, =M, B et AM, = M, B. Ainsi A[/\/I1 +M, ) =
M, B+M, B = (M +M,)B. Donc M, + M€ E.

On a montré que E est un sous-espace vectoriel
de M,(R).

2. a) On calcule séparément les deux produits
matriciels :

oz (e )
E B

Les deux produits étant égaux, la matrice appar-
tient bien a E.

b) Soit M = [a b] € M,R) .
c d
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MEEe AM=MB«| ¢ d || 0 D
c d 0 d

<c=0;b=d

AC est la matrice nulle, elle appartient a E.

140. Equation matricielle de degré 2.

Soit l'équation X2 =( 41 _16].

1.SoitM e M, R, M2=[2 O}
0 1
a) Ona: MD = M = DM.

b) SiMD =DM, alorsMD =| 23 b =123 2b1_py
2c d c d

alorsb=c=0.

asim={2 0] alorsm=|2 0 letmz= a? 0|
0 1 0 d 0 a2

Alors, a? = 2 et d? = 1. Les quatre matrices solu-
tions sont donc :

IR

2. On pose Pz( :13 ? J

a) On calcule le déterminant de la matrice :
det(P) = 1 = 0 donc P est inversible, avec :

pr=| 1 2|,
13

b) On effectue le calcul PDP" a la main.
cJOnaX=A=X2=PDP'< P'X?P=D
& (P'XP)?=D. On pose P'XP =M.

d) Les solutions de l'équation X? = A sont de la
forme PMP-" ou M? = D. Les quatre solutions de
U'équation X2 = A sont donc :

232-2 3246

241 -n2-3)

3W2-2 3246

241 22-3

3\/5—2 -3V2+6

221 22+3

32-2 32-6
N2o1 —2243
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e)x= -8 24 et
0 0
158 45\2 324 -945\2
95 127 + 4542

Plusieurs produits sont possibles bien entendu.

141. Matrices nilpotentes

2
On pose E[x]=l+xA+%A2, pourx € R.

1. On effectue le calcul en partant du membre de

2 2
droite : E(x)E(y) = [/ + XA+ %AZJ[/ + YA+ %AZJ.

Dans le développement, toutes les puissances de
A strictement supérieures a 2 s'annulent de par la
nilpotence de la matrice.

On obtient E(x)E(y) = [/ +lx+ A+ (x +2y]z AZJ

= Elx +y).

2. On démontre cette égalité par récurrence sur
n € N en utilisant la méme trame que la récur-
rence de U'exercice 138 avec 'égalité précédente.

3. On remarque que E(0) = /. Ainsi :
I =Elx - x) = Elx)El-x).

La matrice Elx]est inversible pour tout réel x avec
Elx)" = E(-x).

01
4.S0itA=|0 O
00

b) On détermine la matrice exponentielle de la
matrice A :

1 x

xZ

Elx)= 2
X

1

[ QNN

0
0

142. Matrices antisymétriques

1.a) La transposée d'une matrice colonne est une
matrice ligne.

b) X est une matrice colonne de M__(R). Le produit AX
est une matrice colonne a n lignes. La matrice X est
une matrice ligne a n colonnes. Le produit X'AX est
donc licite, le membre de gauche a méme nombre
de colonnes que le nombre de lignes du membre de
droite. Le produit donne un nombre réel.

2. On peut raisonner par équivalence :
A=A A+ A=0 XAX+ XAX =0
S (XAX) + XAX = 0.

D’apres la question précédente, X'AX est un réel, il
est donc égal a sa transposée. Les deux nombres
dont la somme vaut 0 sont donc égaux, on en
déduit le résultat.

On utilise ici le résultat facilement démontrable :
(AB)t = BIA,

143. Trace de matrice

1.a) TrlA)=2-7=-5.

b) TrA)=-1+4+3=6.

c) Pour tout entier naturel n, on aTr(/ ) = n.

2.7r(A) = Za,,-.
i=1
a)Ona:
A+B= [sU]
avecsl./.=al./.+b,.j. Ainsi

Tr(A+B)= Zs,-, = Za,,» + Zb,.,-
i=1 i=1 i=1

= TrlA) + Tr(B).
b)Ona:AB= [cl./]

n
avecc; = Za,.kbkj. Ainsi
k=1

Tr(AB) = zcii = zzaikbki
i=1

i=1 k=1

= ZZbk,a,k = ch . = Tr(BA).
k=1

k=1i=1
3. Supposons qu’il existe deux matrices A, B telles
que AB-BA=1.
Alors TrlAB - BA) = n. Or, d’'apres les questions

précédentes, Tr(AB - BA) = 0. Si n est non nul, ceci
est impossible d'ou le résultat.
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Travaux pratiques p. 198-199

TP1. Modéle proie-prédateur

e Durée estimée : 55 min

o Objectif: Découvrirle modele de Lokta-Volterra.
L'étude est ici faite au travers d’une évolution cou-
plée de deux suites récurrentes. Le phénomene
a constater avec le tableur est la périodicité des
effectifs des deux populations.

A. Modélisation sur tableur

Bilan : on constate dans les deux graphiques que
la population des proies ou bien celle des pré-
dateurs s'éloignent du point d’équilibre, que les
évolutions des populations sont périodiques, lége-
rement décalée par rapport au temps.

On peut le comprendre : lorsque la population des
proies augmente, les prédateurs ont davantage
de nourriture donc aprés quelque temps, la popu-
lation augmente. Plus il y a de prédateurs, plus
les proies diminuent, et ensuite, cette population
décroissant, les prédateurs ont moins de nourri-
ture donc leur population décroit également ; d’ou
le phénomene cyclique.

B. Expression des suites (u ) et [v)
. c a
1. On obtient le couple (U, V)= =, —|.
d b
2. Soit n un entier naturel :

¢ = un+‘\

n+1

c
-U=(a+1-bv,u, -=
d

c
=u,-—+au,-bvu, ;

d

a

Spu =V, _E_CV" +dv,u,.

On en déduit :

bc
tn+1 = tn__sn - btnsn
d ,neN.

ad
Sy =S, +—t —dts,
b
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3. On obtient :
1 _bc
Ta=| 9
;@
b
| ke ac
Xn+1= d d
: ad a’ll-d) ¢
b b? d

TP2. Gestion de stocks

e Durée estimée : 55 min

¢ Objectif : Utiliser le calcul matriciel fourni par
le tableur pour comprendre les différents niveaux
du calcul dans la gestion de stock.

1. a) La matrice C. se calcule comme un produit
matriciel afin d'obtenir le colt des matiéres pre-
mieres auquel on ajoute le colt de main d'oeuvre.
OnaC=CQ, +C,.

b) On effectue un produit matriciel du co(t unitaire
par jeux avec la quantité de jeux. Ona C= CJ.C)C.

c) La recette s'obtient par le produit matriciel du
prix de vente unitaire par la quantité de jeux. On a
R=VQ.

2. Le Dicomaths p. 246 permet d’obtenir toutes les
données pour effectuer les calculs matriciels sur
le tableur.

d) Chez le fournisseur B, le bénéfice est de 7689,1.
Pour le fournisseur A, il est de 7613,3. Ce fournis-
seur est donc a privilégier.

3. a) Le fournisseur A est a choisir dans ce cas.
b) Le fournisseur B est & choisir dans ce cas.
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(o Y-\ I:{7W4 Chaines de Markov Manuel p. 200-235

l. Introduction
Commentaires pédagogiques

Le chapitre s'appuie tout d’abord sur les cours de probabilité de premiere et de terminale. Il utilise les
définitions de variables aléatoires discrétes, probabilités conditionnelles et repose principalement sur
le théoreme de la probabilité totale.

La loi binomiale doit avoir été traitée en classe de spécialité afin de comprendre lintérét réel de ce
chapitre et comprendre qu’elle ne peut pas couvrir tous les cas de modélisations, méme simplifiées.
La question est de savoir si l'on peut abaisser les hypothéses et considérer des expériences aléatoires,
non plus indépendantes, mais qui dépendent les unes des autres, dans une faible mesure. Peut-on alors
obtenir des résultats de prévisions sur les phénomenes aléatoires, au méme titre que la loi des grands
nombres dans le cas de répétitions indépendantes ?

Ce chapitre permet d’apporter des réponses a cette question, en utilisant ce qui est maintenant appelé
« chaine de Markov » et qui fut introduit par le mathématicien russe Andrei Markov au tout début du
XXe siecle. Ces chalnes modélisent des phénomenes aléatoires dans lesquels Uinstant futur peut n'étre
décrit que par le seul instant présent.

Markov appliqua en particulier ces chaines dans l'étude de la succession des lettres dans un roman
d’Alexandre Pouchkine (voir exercice 22).

De nombreuses modélisations sont alors possibles : séquencage de UADN, logiciel d’écriture, intelli-
gence artificielle, évolution de population, épidémiologie...

Ce chapitre propose une introduction aux chaines de Markov dans le but de répondre a de premiéres
questions concernant les différents états que peut prendre un systéme muni de conditions initiales :
Quelles sont les lois de probabilités qui régissent ce systeme? Ces lois convergent-elles?

Le cours et la progression dans les exercices s'articulent autour de ces questions et des éléments intro-
duits dans le chapitre précédent.

Si les transitions des états d'un systeme ne dépendent pas de l'instant donné, alors l'algebre linéaire se
révelera un outil fondamental dans l'étude des chaines de Markov. En lien avec le chapitre précédent ce
cas sera privilégié dans ce chapitre et offre un développement particulier a l'algebre linéaire.

Le choix est fait de commencer par travailler sur les déplacements dans un graphe, en lien avec le cha-
pitre 6. On s'intéresse a l'algorithme de Dijkstra-Moore afin de déterminer le plus court chemin dans un
graphe pondéré.

On introduit les chaines de Markov avec un soin particulier porté sur la modélisation probabiliste. Les
exercices proposés vont dans ce sens, en laissant une réelle liberté sur la modélisation et sa construc-
tion. De méme les exercices soulignent limportance de la distribution initiale dans 'étude des distribu-
tions et de leur évolution.

Objectifs

=> Appliquer lalgorithme de Dijkstra-Moore.
= Justifier le caractére markovien.

= Déterminer une matrice de transition.

=> Manipuler un graphe probabiliste.

= Déterminer une probabilité.

= Déterminer une distribution invariante.
- Etudier une chaine de Markov.
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Il. Corrigés

Pour prendre un bon départ p. 201

1. Effectuer un calcul matriciel
1. On a les résultats suivants :

A+B=|® 72|, A-B=|"2 8|
13 -3 -3

10 2

(3 -2 4)|3 4 -2|=013 12 22);
4 5 3

-1 10|[1 -4] |29 %

1 2113 iNh 13

2 3 > a2

2. Résoudre un systéme
a) Le systéme est équivalent a :

A HEWEHEE]
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b) Le systéme est équivalent a :

2 3 -2|[x| |5 X 0
-3 6 2||ly|l=|N"|e|y|=]| 2
4 7 81|lz] |18 z] (05

3. Calculer une probabilité

2. PIA N B) = P,(BIPIA] = % et

P(B) = P[A N B) + P[KﬂB]:%. Cette derniére

formule s'obtient par la formule de la probabilité
totale.

PB) 13

3. Finalement R,(A) = PIANB]_3

4. Appliquer la formule de la probabilité
totale

1.0n a, d’aprés les hypotheses :

PIM N F)=0,48x0,02=0,0096;

PIFNM) =0,52x0,01 = 0,0052.

2. Par définition, lévénement complémentaire
vérifie :FNF=C;FUF=Q.

Ainsi, F et F forment un systéme complet d’évé-
nements.

3. Finalement, d’apres la formule de la probabilité
totale,onobtient: P(M) = PMNF) + P(F N M) = 0,048.

5. Manipuler des graphes orientés

1.a) On a un graphe d’'ordre 6 dont les degrés de
chaque sommet sont, dans lordre alphabétique :
3:6;2;4;4;3.
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b) On obtient % =11arcs dans ce graphe.

2. a) Un chemin de longueur 4 reliant A a F peut
étre donné par : A-E-B-A-F.

Un circuit de longueur 7 peut étre donné par :
A-F-E-D-B-B-B-A.

3. La matrice d'adjacence est donnée par :

0000 11
T 11000
M=000100
010000
010 100
000110

Activités p. 202-203

1 Parcourir des chemins dans un graphe
pondéré
¢ Durée estimée : 45 min

¢ Objectif : En lien avec le chapitre précédent,
le choix est fait d'étudier les différents déplace-
ments dans un graphe. On introduit ici les graphes
pondérés et des chemins pondérés. Parmi ces
chemins d’un point a un autre, nous nous intéres-
sons au plus court d’entre eux en terme de pon-
dération.

A. Graphe pondéré

1. Les temps de transmission correspondent a
chaque aréte du graphe, on les place alors au-
dessus de ces arétes afin de les pondérer.

2. a) Considérons tous les chemins possibles et
notons pour chacun le temps total de transmis-
sion :

P-1-NY-C-D-S (18 ms)
P-1-NY-C-D-LA-S (20 ms)
P-1-NY-C-M-LA-S (26 ms)
P-1-NY-C-M-LA-D-S (26 ms)
P-M-LA-S (20 ms)
P-M-LA-D-S (20 ms)
P-M-C-D-S (20 ms)
P-M-C-D-LA-S (21 ms)

b) Le plus court chemin est donc P-I-NY-C-D-S
avec un temps total de transmission de 18 ms.

Cependant cette méthode est bien fastidieuse.

B. Algorithme de Dijkstra-Moore : recherche du
plus court chemin

1. a) | est le sommet adjacent a P de poids mini-
mal : 1 contre 10 pour M.

9 correspond au point total de P a O en passant
par |.

b) Passer par | pour aller de P a O est plus court
que depuis NY, on garde donc le chemin le plus
court et on élimine celui passant par NY.

c) La ligne é comportera la motion « Depuis P en
passant par | et O ».

2. On complete le tableau :

P| 1 |0O|NYl C D | M |[LA| S
1(P) 10(P)
9(1) | 8l 10(P)
1) 12(NY) 10(P)

12(NY]) 10(P) 20(0)

12(NY) 18(M)
17(C) 17(C)[19(C)
18(D)

On obtient le chemin le plus court en remontant
S-D-C-NY-I-P de poids 18.

2 Modéliser Uévolution d’une épidémie

¢ Durée estimée : 30 min

¢ Objectif : L'évolution d'une épidémie, en effec-
tuant des hypothéses de changement d’états
d'un jour au jour, suivant est un exemple clas-
sique de chaine de Markov. Lactivité permet de
construire la modélisation et de comprendre les
relations entre les distributions de transition afin
de répondre a lune des questions de ce chapitre.

1. Pour tout entier n, Uunivers des possibles de
cette expérience aléatoire : « choisir un individu a
Uinstant n » comporte trois événements élémen-
taires. On associe un état de santé d'un individu a
une valeur de Ulensemble {1 ; 2 ; 3}. Chaque X est
ainsi une fonction d’'un événement sur une valeur
de {1; 2 ; 3}. Lensemble image ne dépend donc
pasdenetonnote X €{1;2;3}.
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2. D'apres les hypothéses, on a, pourn € N :

P[Xn:1](Xn+1 = 1] = 0'5 ; P[Xn:1][Xn+1 = 3] = 0v5 H
Py X, =11=0,05;P, (X  =2=095;
P[Xn=3](Xn+1 = 2] =0,75; P[Xn:SI[Xn+‘| = 3] =0,25.

3. On peut construire un graphe pondéré orienté a
trois sommets.
0,5

0,5 0.5

0,95 0,25

4. a) Il s'agit de donner la loi de distribution ini-

tiale:m =(1 0 0J.

b) Lensemble image permet de décrire l'ensemble
de Uunivers des possibles. Soit n € N, la famille

([Xn =1);X =2); X = 3]) forme un systéeme com-
plet d’événements. Ainsi, d’aprés la formule de la
probabilité totale, on a:

P, =1 =P(X = 11N Ix,,, = 1))+ P1X, = 2)
N X, = 1)+ X =31 X, = 1))

- 0,5PX = 1)+0,05PX = 2);

PIX,., =2)=P(X = 1) N X,., = 2)) + PlIX = 2)
nx,,=2))+ Ax =31 N (x,,, = 2]

= 0,95P(X = 2) +0,75P1X =3);
PX ., =3 = P([Xn =N, = 3]) + P((Xn =2)
N, =31+ A(x =31 N (x,,, =3)]

- 0,5PIX = 1) +0,25P(X = 3).

c) On obtient la relation suivante :

05 0 05
.., =n,/005 095 O
0 075 025
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3 Prévoir grace aux états invariants

e Durée estimée : 30 min

e Objectif : Si l'étude des distributions et leur
relation permet d'étudier l'évolution d’un systeme
sur le court terme, il s'agit a présent de prévoir
son évolution sur le long terme.

A. Etat initial particulier

1. On s’intéresse aux choix de navigateurs Inter-
net année apres année. Pour n un entier naturel,
on tire un employé au hasard dans l'entreprise, on
regarde son navigateur et on note X la variable
aléatoire qui a l'un des trois événements élémen-
taires de l'expérience associe une valeur de len-
semble {1;2;3}. On note :

(X =1)=« Uemployé utilise SearchPlus l'année n » ;
(X =2) = «lemployé utilise FastFound l'année n » ;
(X =3) = « lemployé utilise EasyNavig l'année n ».
De plus, les probabilités de changement de navi-
gateur l'année suivante ne dépendent que du choix
fait lannée présente.

La suite de variables aléatoires (X ] suit une chaine
de Markov dont U'ensemble des états est {1; 2 ; 3}.
Les probabilités de transition ne dépendent pas de

lannée considérée, cette chaine est donc homo-
gene. On donne la matrice de transition :

01 06 03
Q=102 04 04
005 02 075

0,1
@,
(1)

0,4 0,4 0,75
L'état (ou distribution) initialle) est donnée par :

n,=(01 03 04

3. On utilise les données de probabilités pour en
déduire une estimation des répartitions.

Les distributions de la chaine de Markov se
construisent de la maniére suivante :
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01 06 03
m,.=m| 02 04 04
0,05 02 0,75

On constate que la répartition ne change pas en
2020 nien 2021 : en effetn, =n, A =1, =T,

4. Si 'état initial est r=(0,2 0,5 0,3) les distri-
butions évoluent avec :

n, =(0,135 0,38 0,485) et
m,=(0,11375 0,33 0,55625).

B. Observation sur le long terme
Onnotem=(0,4 0,5 0,1).

1. On calcule :

m,=(0,145 0,46 0,395)
m,~(0,1005 0,3011 0,5984)
m,,~(0,7000 0,30001 0,59999)
n,,~(0,1000 0,3000 0,6).

Plus les valeurs de n augmentent, plus les distri-
butions se rapprochent de la distribution appelée
état invariant.

2. On constate ceci pour d’autres distributions ini-
tiales, on pourra en choisir deux ou trois.

On peut conjecturer alors que, quel que soit 'état
initial considéré, lorsque les distributions d'une
chaine de Markov convergent, elles convergent
vers un état invariant.

A vous de jouer p. 205-217

1.
A B C D E =
Depuis Al0) | 0 |21(A)] o |5(A)| « |[7(A)
Depuis D(5) % 11(D)
Depuis E(11) 19(E) |25(E)
Depuis B(19) 23(B)
Depuis F(7) 10(F)
Depuis E(10) 18(E)
Depuis B(18) 23(B)

Le chemin le plus court est donné par A-F-E-B-C,
de longueur 23.

2. Le chemin le plus court reliant D a C est le che-
min D-E-B-C, de poids 18.

3. Notons A, B et C les trois amis et X L'ami a qui
Noé envoie un message au jour n. Pour tout entier
n, lensemble image de Xn est {A; B; C}. Les pro-
babilités d'envoi a un ami ne dépendent que de
Uenvoi du jour précédent avec la probabilité P, .
X, = ej] =0,5poure #e € {A;B;C}(X)estune
chalne de Markov.

4. Les probabilités de triche de cet éléve ne
dépendent que de s'il a triché la question d’avant.
On peut ainsi construire une chaine de Markov
a deux états {0 ; 1} ot (X = 0) est 'événement
« l'éleve triche a la n-iéme question » et (X = 1)
lévénement « l'éleve ne triche pas a la n-ieme
question ». On peut donner les probabilités condi-
tionnelles, pourn € N :

'D[xn=0][Xn+1 =0 = % ;
P[X :0][Xn+1 = 1] = l ]
" 3
'Dlx,,=1][Xn+1 =0=05;
'Dlxn=1][Xn+1 =1)=05.

5. Les probabilités de position de cette aiguille
dans linstant futur ne dépendent que de sa posi-
tion dans le présent. On peut ainsi construire
une chaine de Markov a douze états qui sont les
valeurs du cadran. On a, pour n € N :

Py alX, =i)=05sij=i+1;i-11[12] 0sinon.

6. Si l'éleve change tous les jours de lecon a révi-
ser, son choix futur se porte sur les cours qu’il a
sauf celui du jour présent. Les probabilités sur la
lecon a réviser ne dépendent que de la lecon du
jour présent. On peut donc adopter un modele de
Markov dont le nombre d’états est égal au nombre
de lecons que l'éléve possede.

Pour de perdre le modéle de Markoy, il est néces-
saire de changer 'hypothése afin que les probabi-
lités du choix futur soient dépendantes des choix
présents et passés. On peut par exemple supposer
que l'éleve choisit aléatoirement parmi les cours
qu’il n’a pas encore travaillés dans la semaine.
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7. Lespace d’étatsest E={0; 1; 2} et la matrice de

4 41

9 9 9

transitionest Q=| 0 21
3 3

0 0 1

8. Par lecture des probabilités de transition dans

la matrice, nous obtenons :
P, (X =2)=05;P, (X  =1)=0,2.

(X,=1*""n+1 (X,=2)*" "n+1

9. Par lecture des probabilités de transition dans
la matrice, nous obtenons :
Paoin = 3205 P, IX

¥, = 1) =0,1;
Pyl =2 =02

0 1 0
10.Q=(0,35 0 0,65].
0 1 0
11.
12.
06 04 O
Q=055 02 0,25
0 09 01
Qé<:(:ls\___,/‘,Lk‘__,/<:E>OJ
0,55 0,9
0,2
13.% =mQ=(0,1PX =A) +05PX =B)

0,9P(X = Al +0,5PX, = B))
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14. On commence par remarquer qu’il s'agit d'une
chaine a deux états.

La premiére partie de la question est un point
de calcul matriciel. Calculons la premiére puis-

sance :
@=|1 0l-y
0 1

Ainsi, pour tout entier naturel n, on a:
OZn - /2 : 02n+1 - Q
Ainsi, on obtient, en notant m, = (x y):

n

T = (x ) sinestpair
(y x)sinestimpair

15. On commence par modéliser la situation par
une chaine de Markov a deux états. Soit n un entier
naturel, on note (X = 0) l'événement « le fumeur
ne fume pas au jour n » et (X = 1) lévénement « le
fumeur fume au jour n ». La suite (X ) définit ainsi
une chaine de Markov sur lespace d'état {0;1}. On

L . . 08 02
peut écrire la matrice associée : Q= .
0,25 0,75
0,69 0,31
0,3875 0,6125

0 d’arréter de fumer, on obtient comme distribution
initiale ;= (1 0). Finalement : m, =, @* = (0,69 0,31).

La probabilité qu’'il ne fume pas au deuxiéme jour
est 0,69.

On calcule Q? =[ ].S'ildécide au jour

0,376 0,624
0,312 0,68
g% = 0,624 désigne la probabilité de passer de A a

12

16. On calcule @° =[ ] Le coefficient

B en trois étapes.

17.n=[é 5}
9 9

18. On calcule AM =A. SiB=(p 1 - p)estune
autre distribution invariante, alors on résout le
systeme afin d'obtenir : BM=B < B = A.
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19.1.p =21 1|
21 -1

2. Un raisonnement par récurrence nous donne :
Q=P 1 0 P-1=l 1+(a-1 1—[2a—1]“.

0 (2a-1r 2{1-2a-10 1+(2a-1r
Doum =[x y)avec:

x =(1+(2a- 1P =A) + (1 - (2a - 1)7)PX_ = B)
v, =(1-(2a - 1IPIX, = Al + (1 + (2a - 1))P(X, = B)

20. On obtient, en choisissant d’arrondir les pro-
babilités au centieme :

m,=7,Q%~(0,16 043 0,41)

21. 'état du systéeme dans l'année future dépend
uniguement de celui de lannée présente. La
chaine de Markov a pour ensemble d’états {P ; V}.

L'état invariant est unique [é g] : la chalne de

Markov converge vers cet état. La répartition est
alors répartie en 40 % des éléves dans le lycée P
et 60 % dans le lycée V.

22. On commence par modéliser le probléme par
une chaine de Markov.

Markov a établi que les probabilités de la lettre
suivante ne dépendent que de la lettre présente.
On peut alors adopter ce modeéle avec une matrice

013 0,87]

de transition donnée par
0,66 0,34

Il est raisonnable dans cette section d'interpré-
ter la question de la maniére suivante : au bout
d'un certain temps quelle est la probabilité de
tomber sur une voyelle ou une consonne ? Ainsi,
lon détermine l'unique distribution invariante de

la chaine : Tt = [g f_)—q] Par théoreme, la chaine

converge vers cette unique distribution invariante.
Le grand nombre de lettres peut nous indiquer
ainsi qu’il est, au fur et a mesure que l'on avance
dans le livre, un peu plus probable que la lettre
regardée soit une consonne.

Exercices apprendre a démontrer p. 218

Pour s’entrainer

On raisonne par récurrence sur m € N'. On
regarde la propriété aurangm: P, (X =e)est
le coefficient (i, j) de Q™.
Initialisation : par définition d'une chaine de
Markov homogéne, pour tout entier naturel
P[Xn:el.][Xn+1 = e désigne la probabilité de transition
de l'état e, a l'état e, soit donc le coefficient (i, j)
de Q.

Hérédité : supposons qu'il existe un entier naturel
m non nul tel que la propriété soit vraie au rang m.
On a alors @™' = QQ™. Ainsi, le coefficient (i , j] de
la matrice Q™' est donnée par :

Sali, KAk, j).

k=1

Par hypothese de récurrence,
Qlk,j)=P (X mzej].Ainsi,d'aprés la démons-

(Xp=ek) > "n+
N

tration rédigée, on a Z Qli, k]P[X =ek][Xn+m = ej]P

P (Xp=e;)

(X

n+m+1

= ej]. On en déduit alors la propriété au rang
m+1.

Conclusion : 'égalité est vraie au rang m =1 ; de
plus, pour tout entier naturel non nul, elle est

héréditaire. Par principe de récurrence, la pro-
priété est vraie pour tout entier non nul.

Exercices calculs et automatismes p. 219

23. Représenter a l'aide d’un graphe
On dresse le graphe suivant :
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24. Lire un graphe

1.¢c) 2.d) 3.a)
4. d) 5. a)
25. Matrice de transition (1)
1. ¢ 2. ¢ 3.b) 4. d)
26. Matrice de transition (2)

02 03 05

Q=06 0 04
0 09 01

27. Matrice de transition (3)

On commence par noter le nombre de sommets :
ici ily a en 4, c'est lordre de la matrice carrée.
Ensuite, on place des arcs entre les sommets
qui admettent des coefficients non nuls de par la
matrice et ensuite on pondére les arcs avec ces
coefficients.

28. Evolution des distributions
a) Vraie. b) Fausse.
c) Fausse.

29. Distribution invariante
a) Fausse. b) Vraie.
c) Vraie.

Exercices d'application p. 220-222

Déterminer un plus court chemin

30. On dresse le tableau pour appliquer lalgo-
rithme de Dijkstra-Moore.

A B € D E F G
0 |[10(A)| o o | 8(A) |32(A) |
w | 24(E) ©
29(D) ©
16(B) 17(B)
21(C)
31(A) | 32(A)

Le plus court chemin est A-B-G-F de longueur 31.
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31. On dresse le tableau pour appliquer lalgo-
rithme de Dijkstra-Moore.

A B © D E F G
5(A) | 16(A) 5(A)
15(B) 5(A)
14(E) | 9(D) 16(E)

Le plus court chemin pour aller de A a F est le
chemin A-E-F de poids 16.

32. On dresse le tableau pour appliquer lalgo-
rithme de Dijkstra-Moore.

G A B © D E F
15(G) | 4(G) 9(G)
24(A) [ 15(G) 9(G)
15(G) 32(E) 20(E)
19(B) 20(E)
30(A) 20(E)
30(A)-30(F)

Ly a deux chemins de poids minimal :
D-A-B-G ou D-F-E-G.

Justifier le caractére markovien

4
Fx,-n Xy =Bl = =

33.1. P(X, =Bl =,
2

1

P[Xn:B][XnH = B] = 5

2. P(X, = A= et PIX, =B) = 1.
30 30

3. PIX, = A = 227 ot pix, =B)= 241 |
450 450

34. a) La situation est une chaine de Markov, c’est
le modeéle des urnes d’'Ehrenfest.

b) Les états et les variables choisies ne per-
mettent pas de modéliser la situation par une
chaine de Markov ; il est possible ici de changer
l'espace d'états et la suite de variables pour obte-
nir un tel modeéle.

c) La situation ne peut suivre un modeéle de Markov

et U'on ne peut pas trouver de modéle pertinent de
Markov a partir de cette situation.

d) Tout comme le premier cas, la suite est une
chalne de Markov.
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35. Plusieurs choix sont possibles.

e Un modele de Markov : on remet la boule dans
lurne si le nombre de boules avant le tirage est
pair. Sinon on retire la boule.

* Pas de modeéle de Markov : on remet la boule
dans lurne si cela fait déja trois fois que lon a
enlevé une boule.

Déterminer une matrice de transition

01 02 07
36.a]M1=[0'2 0'8] bIM,=| 0 05 05
0.4 06 02 03 05

37. Il s'agit de vérifier que la somme des coeffi-
cients de chaque ligne vaut 1.

Pour@,:03+0,7=1;08+0,2=1.
PourQ,:1-a*>+a*=1.

Pour03:—+l+l= ;2+1+E= ;l+l+l=1.
9 3 9 7 5 35 2 3 6

Pour04:1+l+l='];g+l+l= ;l+l+l=1.
4L 2 4 3 6 6 6 12 4

38.0na: 085 015 )
0,33 0,67

39.a) P, (X, =B)=03.

¢) A1) n( X, = B8)) = 0,06,

b)P, (X =C)=0,7.

(x,=B)"*2

d) P((X, = 8 N X, = B)) = 0,09.

062 01 07
40.0na: (03 03 04|
0o 0 1

41. Le temps qu’il fera dans le jour futur ne
dépend que du temps qu’il fait au jour présent. Si
l'on note X la variable aléatoire correspondant au
temps qu'il fait au jour n, alors (X ] peut étre modé-
lisée par une chaine de Markov a deux états dont

la matrice de transition est donnée par :

NlwN|l—
Nl=N-=

42. On est en présence d'une chaine de Markov a
trois états dont la matrice de transition est donnée
par :

L
6 2 3
m=lo 1 2|
3 3
T3
L 4

Ona:m,= 22 1
9 3 9

Manipuler un graphe probabiliste
43.

44.1. Les événements (X, = A, (X, = Bl et (X, = C)
forment un systeme complet d'événements. On
utilise ce systeme complet pour appliquer le théo-
reme de la probabilité totale dans les questions
al, b) et c). Ce théoréme sera appliqué avec le sys-
téeme complet (X, = A), (X, = B) et (X, = C) pour la
question dJ.

a) PX,=A)=0,2x03+0,5x0,7+0,3x0,4=0,53.
b) P(X, =B)=0,2x05+0,5x0,3+0,3x0,6=0,33.
c). P(X,=C)=0,33.

d) P(X,=B)=0,53x0,5+0,33x0,3+0,14x0,6

= 0,448.
2. La matrice de transition est donnée par :
03 05 02
M={07 03 0
04 06 O
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45,
0.7 , 0.8
46.

Calculer des probabilités
47.1.PX,=A)=05; P(X,=B)=0,5; PX,=C] = 0.
2.a)m,=(0,15 0,15 0,7)etn,=(0,395 0,395 0,21).
b) P(X, = A} =0,15et P(X,=C) = 0,21.

3.1 =n,Q".

b =nQ°=(03 03 04]et

m, = m,Q° ~ (0,3 0,3 0,4). On peut calculer

20
la distribution pour des entiers de plus en plus

grands pour conjecturer qu’elle converge.

48.1.a)Onam,=(0,550,45) et m, = (0,535 0,465).
b) P(X, = B) = 0,45 et P(X, = A) = 0,535.
2. 0n a pour tout entier natureln >0: 7 = M.

3.0nam, ~(0,53850,4615) et m, =(0,53850,4615).
La suite des distributions semble converger.

4. 0n am, = M. Calculons det(M) = -0,3 # 0. La
matrice est donc inversible. On multiplie alors a
droite par la matrice inverse.

49.1.0nam =(02 08 etr =(0404 0596),
m,=(0,47948 0,52052) et m, = (0,5074 0,4926).

2. Ainsi, la probabilité que Uenseignant désigné
fasse gréve est de 0,5074.

Déterminer une distribution invariante
50.a)n=| % bln=| -
M 1 16 16

51. 0n calcule pour les deux propositions tM. Dans
le premier cas, M = m, la distribution est donc
invariante. Ce n’est pas le cas pour la seconde car
M =(0,212 0,21 0,578).
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52. 1. 0n donne la matrice de transition :

yo|01 09]
02 08

2. On a pour tout entier naturel n: = M".

Ainsim, =(0,181810,81819) et n,~ (0,1818 0,8182).
La suite des distributions semble converger.

3. On résout U'équation M = ©t et on détermine
18 81

n=|— —|
99 99

53. 1. On vérifie que n@Q = 7.

2. On pose & = [x y) et on résout ©Q = © avec
x+y=1

-0,6x+0,6z=0
54. On résout le systeme 10,1x-0,8y+0,7z=0,
0,3x+0,3y-0,6z=0
sans oublier la condition propre aux distributions :

x+y+z=1.0ntrouve alors L 1
3 3 3

55. 1. Soit n un entier naturel. Par hypothese,
ona:

'Dlxn=P][Xn+1 =P)=0,65;
P[Xn:,,][XI7+1 = G) = 0,35;
Pt = P) =07
P olX0 =61 0.3

2.0nam,=(1 0);m =(0,65 0,35 et
m,=(0,6675 0,3325).
3.a) On détermine lunique distribution invariante

8 3

b) Par théoréme du cours, la suite des distribu-
tions converge vers la distribution invariante. Kel-
lia boira plus d’eau plate que d’eau gazeuse.

56. 1. On somme les coefficients sur chaque ligne :
p(2-p)+(1-pl2=1.

Etp+1-p=1.Qestdonc stochastique.

2. 0n a le graphe suivant :

TR

T-p
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91
3.a)0na@-= 120 1?0 . On calcule les 10 distri-
10 10
butions demandées avec :
n, ~ (0,989 0,011)

m,,~(0,9890,011).
b) La suite des distributions semble converger.

8 16
4.0na@-= 120 120 .On calcule les 10 distribu-
10 10
tions demandées avec :
T, = (0,7895 0,2105)

., ~ (0,7895 0,21085).

La suite des distributions semble converger éga-
lement.

5. On a respectivement
90 1 15 4
n=|— —|etn=|— —|
921 91 19 19

Les distributions convergent vers la distribution
invariante.

6. La distribution invariante de cette chaine de
Markov est donnée par

(1- p)?

1-p+p?

= P
[1—p+p2

Exercices d’entrainement p. 223-225

Algorithme de Dijkstra-Moore

57. Le chemin le plus court est le chemin A-E-D-G
de longueur 80 km.

58. 1. On dresse le tableau pour effectuer l'algo-
rithme :

Al B C E G L P Vv
160(A) 180(A)
300(C) 340(CJ|180(A)
260(P) 280(P)
330(E) 280(P)
370(V)[330(E)
410(L)

Le plus court chemin est B-L-E-P-A de 410 km.

2.0nreprend le tableau avec une aréte en moins et
on détermine le chemin A-C-L-B de 420 km.

Modéliser par une chaine de Markov

59. 1. La marche aléatoire donnée par le graphe
décrit un mouvement futur qui ne dépend que de
la position présente de la grenouille. (P ) est une
chaine de Markov d'espace d'états {A; B ; C} et de

04 01 05
matrice de transitionM={05 0 05|
0 08 02
0,4 01 05 '
2.n =nM=(0 1 005 0 05
0 08 0.2

m, = (0,272 10,3465 0,384335)
etm, =(0,27902 0,336645 0,384335).

La probabilité qu’elle revienne en B en quatre
sauts est 0,3465 et en six sauts 0,336645.

60. a) Si lon note (X =0), (X, = 1) les événements
respectifs « Léa choisit un roman le n-ieme jour »
et « Léa choisit une BD le n-ieme jour », alors [Xﬂ]
forme une chaine de Markov a deux états {0 ; 1}.
En effet les choix du jour futur de Léa semblent
ne dépendre que du jour présent. Les probabili-
tés conditionnelles dépendent de l'entier n et l'on
pourrait choisir d’écrire :

P, X =0=08sin=0;1;2;3[7]

(X,=00"""n+1

P, X .=1=06sin=4;5;6[7]. Lachainen’est

X,=1""n+
pas homogene.
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b) Si l'on note (X =0J, (X = 1) les événements res-
pectifs « il choisit un chocolat la n-ieme heure »
et « il choisit un café la n-ieme heure », alors (X
forme une chaine de Markov a deux états {0 ; 1}.
En effet les choix de U'heure future semblent ne
dépendre que du choix de l'heure présente. Les
probabilités conditionnelles dépendent de l'entier
n et lon pourrait choisir d’écrire :

Py X, =1 =07 lorsque n est petit et sin =18,
alors P, =0][Xn+1 = 1) = 0,9. La chaine n'est pas

homogéne. On pourrait sS'amuser a décrire a l'aide
d’une suite la croissance de chance qu'il souhaite
un café.

c) Le repas du renard au jour futur ne dépend
pas uniquement du jour précédent mais jusqu’a
trois jours dans le passé. On ne peut donc pas
construire de chaine de Markov.

61. 1. Les choix du professeur dans l'appréciation
future ne dépendent que du choix fait lors de l'ap-
préciation présente. On peut modéliser ce conseil
de classe par une chaine de Markov dont les états
sont les trois mentions et l'entier n correspond
aux éléves.

2. Cette chaine est homogéne, les probabilités ne
dépendent pas des éléves rencontrés. La matrice
de transition est donnée par :
02 02 06
Q=05 02 03].
0,6 02 0.2

On a le graphe:

0,2

0,2 03 0,2

62. 1. Les probabilités du classement de Evane
sur le podium ne dépendent que de son classe-
ment la semaine précédente. On peut modéliser
ce classement par une chaine de Markov dont les
états sont les trois marches du podium {1 ; 2 ; 3}
et l'entier n correspond aux semaines écoulées.

186

2. Cette chaine est homogene, les probabilités ne
dépendent pas des semaines. La matrice de tran-
sition est donnée par :

05 04 01

Q=104 05 01|
06 03 01

Le graphe est donné par :
0,5

0,5 0.1 0,1

63. Les probabilités de fonctionnement du pano-
ramique des Domes un jour donné ne dépendent
que de son fonctionnement le jour précédent. On
peut donc modéliser la situation par une chaine
de Markov a deux états qui sont le fonctionnement
ou non du panoramique. Ce fonctionnement ne
dépend pas du jour n considéré donc la chalne est
homogene et admet pour matrice de transition :

g-[09 01]
07 03

Son graphe est :

="

0,7

64. Les probabilités de changement dans chacune
des situations ne dépendent que des choix de parité
présents. On peut modéliser ces choix par une
chaine de Markov a deux états, homogéne et dont
les matrices de transition sont respectivement :

01 09 0,9 01
0,9 01 01 09

RO

avec :

0,9
="
0,1
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65. 1. Les probabilités de changement d'états
dans linstant futur ne dépendent que de létat
présent comme le précise le graphe probabiliste.
On considére alors (X ) comme étant une suite de
Markov a deux états dont la matrice de transition

04 06

est donnée par M=
02 08

J et sa distribution

initiale est ;= (0 1).

2.0n calcule r, =M = (0,2 0,8) et

n,=m, M=(0,24 0,76). La probabilité que la par-
ticule se trouve dans 'état A au bout d’une micro-
seconde est 0,2 ; au bout de deux microsecondes
est 0,24.

3.a) On a pour tout entier naturel : m_, = M.

1
b) On obtient ainsi les relations :

a,.,=04a,+0,2b,
b,..=0,6a, +0,8b,
4. a) Les valeurs que renvoie lalgorithme sont les

valeurs des suites : a_et b . On utilise ici la relation
propre aux distributions.

b) On fait tourner lalgorithme afin de montrer que
Uaffirmation est effectivement vraie.

66. 1. Dans cette ville, les probabilités du temps
présent ne dépendent que du temps le jour passé.
On peut modéliser la météo par une chaine de
Markov homogeéne a trois états {V ;N ; G}.

2. La matrice de transition de cette chaine est

o 11
2 2
1T 1 1
Q=|— — —|.Legrapheest:
3 2 6 grap
12,
3 3

3. Aprés un jour de gréle, il s'agit de regarder la
troisieme ligne de la matrice. Le temps le plus
probable est donc la neige.

4. La question porte sur une conditionnelle sur
deux jours dans le passé. Or nous travaillons avec
une modélisation markovienne de la météo, ainsi :

1
Rxn_FNlm[x":N][Xnn =V)= F>[X":N][Xn+1 =V)= 5

67. Il s'agit ici de mener la modélisation proba-
biliste du début a la fin. On note respectivement
(X, = 0) et (X = 1) les événements « elle écoute
Mozart » et « elle écoute Mendelssohn » au
n-ieme jour. On modélise l'écoute du disque par
une chaine de Markov (X ) a deux états {0 ; 1},
homogéne, dont la matrice de transition est don-

. 06 04
née par Q= .
{0,6 O,AJ

Si on note le samedi comme n = 0, alors le ven-
dredi suivant Uachat correspond a n = 6. On note
(r) la suite de distribution avec m = Q'm,. On
recherche donc m, en fonction de la distribution
initiale 7t = (x, y,).

Finalement m, = (0,6(x, +y,) 0,4lx, +y,)). Quel que
soit le disque écouté a Uinstant initial, Mozart sera
le plus probablement écouté le vendredi suivant
l'achat.

Etudier le comportement d’une chaine
de Markov

68.1 = (1 0][0'8 O'ZJGtTE61=[O,5 0.5.

69. On note respectivement (X = 0] et (X = 1) les
événements « Noémie aide Mayna » et « Mayna
aide Noémie » au n-iéme jour. On modélise le tra-
vail des deux amies par une chaine de Markov (X ]
a deux états {0 ; 1}, homogene, dont la matrice de

transition est donnée par Q =

g~ WIN
g|l—= W|—

Si on note le lundi comme n =0, alors le vendredi
correspond a n = 4. On note (r ) la suite de distri-
butions avec &, = (1 0)et n, = Q'm;. On recherche
doncm, :m, ~ (0,71 0,29)

Finalement Mayna aidera Noémie le vendredi avec
une probabilité de 0,29.
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70.0n note X le nombre de salles propres au jour
n. Ce nombre ne dépend que du nombre de salles
utilisées au jour précédent. Ainsi (X ) est une
chaine de Markov a trois états {1; 2 ; 3}.

Pour déterminer les probabilités d’utilisation des
salles, il convient d’adopter une modélisation par
loi binomiale : chaque soir, on répete trois fois de
maniére indépendante une expérience de Ber-
noulli avec succes de salle utilisée de probabilité
0,25. Le nombre de salles utilisées suit une loi
binomiale %(3 ; 0,25). On note respectivement Py
p,. P, P, les probabilités qu'il y ait eu i salles utili-

27 27 9 A
sées.Ona:py=—,p, = , = — Py =

On utilise ces valeurs pour obtemrl[es pro%abllltes
conditionnelles de la troisieme ligne de la matrice
de transition de la chaine de Markov. La deuxieéme
ligne utilise une B(2 ; 0,25) et la premiére ligne

une %B(1; 0,25):
1 3 4
4L 4
ol 19|
16 16 16
19 s
64 b4 64

La distribution invariante est unique égale a :

1 40 16 . Dans le contexte, si la chaine
9 207 23

de Markov converge, alors cela signifie que sur
le long terme, le plus probable est que les trois
salles soient propres, la société semble assez
efficace !
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71. 1. Les probabilités de choix de vélo a un jour
donné ne dépendent que du choix du jour précé-
dent. Ainsi, le choix de vélo peut étre modélisé
par une chaine de Markov a deux états avec pour

matrice de transition Q= 08 02 .
06 04

0.4

0,6

2. Il n'y a qu’une distribution invariante (0,5 0,5).
Les distributions de la chaine de Markov
convergent vers cette distribution. Ainsi, méme
si au premier jour des vacances seuls 5 % des
clients louent un vélo électrique, la moitié environ
en louera au bout d'un certain temps.

72. 1. Le premier éléve effectue un tirage succes-
sif d'une piéce ; le modéle adopté est une loi bino-
miale d'espérance 50.

2. Le deuxiéme éléve décide d'utiliser une chaine

de Markov de matrice de transition Q@ = [0'2 0'8].
08 02
Cette chalne admet comme distribution invariante
(0,5 0,5). Le professeur devra ainsi regarder
les différences au début de la suite (paquets de
nombres dans le cas aléatoire) car sur la fin les
répartitions seront probablement trés proches.

73.1. La matrice de transition nous donne les dif-
férentes probabilités de changement d'états. Il y
a une chance sur dix que la piece passe de l'état
fonctionnel a l'état usé ; sinon elle ne change pas
d'état. Il y a quatre chances sur dix qu’étant usée,
elle devienne défaillante.

2.0na:
0,9

0,1

%0

0,6 1
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3. On note (r ) la suite de distribution avec

n =Q m etm,=(1 0 0]. On recherche donc
n, = Q'm,.

m, = (0,6561 0,1755 0,1684). La probabilité que
la piece soit défaillante au bout de quatre mois est
d’environ 0,17.

74. 1. a) Les probabilités de changement d’abon-
nement d’une année ne dépendent que des don-
nées de l'année précédente. La répartition des
abonnements suit une chaine de Markov a trois
états. Le nombre total d'abonnements restant
constant au fil des ans, cette chaine de Markov est
homogeéne.

0,80 0,15 0,05
:M=|0,20 0,65 0,15 et la distribution
0,30 0,20 0,50

- T 11
initiale : my=| = = —|.
3 3 3

b) On a

(B %2 X©)
5 0,15 0

0,6

13 1 7 29 197 113
2.0nam=|— - —|etm=|— — —|

30 3 30 60 600 600
La probabilité que lindividu soit abonné a A en
2020 est environ égale a 0,5.

5

3. On a pour tout entier naturel n : & =m M".
D'ou m,, ~ (5367 0,315 0,1483] et

m,, =~ (537 0,315 0,148). La suite semble étre
convergente.

4. On résout le systeme :
-0,2x+0,15y+ 0,05z =0
0,2x-0,35y+0,15z =0
0,3x+0,2y-0,5z=0

en utilisant la relation x + y + z=1. On trouve alors

T 1 1
== — —|
{3 3 3]

5. Si la suite des distributions converge, elle
converge vers sa distribution invariante. On en
déduit qu'au bout d'un certain temps, la réparti-
tion des trois abonnements est identique.

Exercices bilan p. 226

77. Savoir perdre

1. Les probabilités de gagner la partie suivante
ne dépendent, avec ce simulateur, que de la
réussite au cours de la partie effectuée. La suite
(X ) est donc une chaine de Markov d’ensemble
d'états £ = {0 ; 1} avec pour tout entier naturel n,
PIX =0)=a etPX =1)=b .

3 17
2. a) Par hypothése :t, = | — —|.
yP ° [20 20J

b) La formule de la probabilité totale, en utilisant
la méthode 5 p. 213 du manuel nous donne :

TN N =
aglw NlwW

3. a) La relation précédente nous fournit :
=7,

b) On calcule m, = ©,@° = (0,35 0,65).

4. a) Il existe une unique distribution invariante :

8 15
n=|— —|
23 23

b) Le simulateur peut programmer les chances de
victoire a 8 sur 23 afin que le joueur ait toujours
les mémes chances de gagner.

¢) Par théoréme, la distribution invariante étant
unigue sur une chaine a deux états, les distribu-
tions convergent vers la distribution invariante.
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78. Demande en mariage

1. La situation est particuliere car une modélisa-
tion par un schéma de Bernoulli pourra convenir
ici, de par lindépendance dans la répétition des
expériences. La chaine de Markov a deux états
obtenue admet comme matrice de transition :

' 0,6.0,6

2. a) La distribution initiale est de la forme (1 0)

[»]

1]
agN ol w
glw N

ou (0 1) selon la réponse de B.
&8 @

b) On calcule @ = 125 16235 . La probabilité que
125 125

A obtienne la réponse de B est proche de 0,5.

cJOna @’ = . Le résultat différe peu.

N— N —
N|l— N —

4. a) la distribution invariante est unique, donnée

par11
2 2]

b) Par théoréme la suite des distributions converge
vers la distribution invariante. Il y a une chance
sur deux que B obtienne la réponse.

79. Le bon fromage

A. Etude du trajet

1. On dresse le tableau afin d'appliquer lalgo-
rithme :

F| O T D M N R C
130(F)|123(F)
130(F)

311(T)
311(T)

295(0)

396(N) 517(D)|517(M)

Le plus court trajet est donc F-0-N-M-C pour un
trajet de 517 km.
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2. A leuro prés, il lui faudra un budget mensuel
de 414 euros.
3. Il s'agit de décomposer le trajet en deux mor-

ceaux en passant par Dijon. On trouve alors
F-T-D-R-C pour un trajet de 640 km.

Le budget mensuel s'éleve a 438 euros.

B. Etude d’une chaine de Markov

1. Les probabilités du choix du fromage lors du
retour suivant ne dépendent que du choix du
retour actuel. On peut construire ainsi une chaine
de Markov a trois états S, C, F.

2. D'apres les hypothéses, on a :

3 11
5 5 5
o=t o 1|
2 2
11y
2 2
3. Avecm,=(1 0 Olona:
. 1389 1111 1111
n, =n,Q* = .
2500 2500 2500

La probabilité qu’il raméne un autre fromage est

e % C’est donc fort probable.
2500

Préparer le BAC Je me teste p.228

80.A 81.B 82.A
83.B 84.A 85.A

Préparer le BAC Je révise p.229

86. Optimiser un réseau d’irrigation

Le chemin de longueur minimale est le chemin
A-B-F-H-K de longueur 9 km.

87. Evolution d’un marché

1. a) Les probabilités de changer d'opérateur a
Uinstant futur ne dépendent que de lopérateur
choisi a linstant présent. Il s'agit d’'une chaine de
Markov d’ensemble d’états {E ; G}
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On a le graphe suivant :
0,55

0,45

b) En 2020, la probabilité qu'une personne ait
choisi E est 0,1. D'oum, = (0,1 0,9).

M 07 03 .
0,45 0,55
2.7 =m M etm,=(0,56875 0,43125).
3.ale, +g =1.

ble  =07e +0,45g .
cle ,=07e +0,45(1-¢e)

1

1

88. Changements d’états d’une particule

A. Etude d’un premier milieu

1. a) Les probabilités de passer d'un état a lautre
dans linstant futur ne dépendent que de l'état a
Uinstant présent.

b) On suppose qu’en linstant initial latome est en
état stable.

A= 0,995 0,005 _
0,6 0,4

2. T = nOA".

3.a) det(P) =121 0.

(1o
b)D=—

12110 12

200

4. Un raisonnement par récurrence nous permet
de montrer que A" = PD"P-" pour tout entier natu-
rel. Lhérédité utilise l'égalité A™' = A"A = PD"P-"A
par hypothése de récurrence.

5.7, = LHZO +0,395" 1-0,395).
121

6. limm =20 1|
N>+ 121 121
B. Etude d’un second milieu

1.A=[0‘99 0,01].
a 1-a

2.7 =(0,980,02) eta =0,49.

Exercices vers le supérieur p.230-233

89. Tirages consécutifs de pile ou face.

A. Estimation et simulation

1. a) Cette question permet de travailler sur la
perception des éléves concernant l'aléatoire, en
écho a Uexercice 72.

b) et c) On entre par exemple sous tableur les
simulations avec la commande
ALEA.ENTRE.BORNES(O ; 1). Un tel phénoméne
se produit relativement souvent comme on peut
le constater.

B. Modélisation et calcul

1. a) Pour tout entier naturel n non nul, X prend
comme valeur un nombre entier entre 1 et 5. De
plus, la valeur prise a linstant n + 1 ne dépend que
de la valeur a linstant n. La suite (X ) est ainsi une
chaine de Markov a cinqg états. Dans le cadre de
Uexercice, des que l'on obtient au moins une fois
5 cotés consécutifs identiques, alors on a réalisé
U'événements qui nous intéresse.

b) On obtient graphe et matrice :

65 05 0 0 ©
65 0 05 0 ©

M=|05 0 0 05 0.
65 0 0 0 05
6 0 0 0 O
0,5

O)
%A\%@Q

c) Aprés un lancer, on commence une série avec
une valeur.

2. a) Pour tout entier naturel non nuln, on a:
n =m M
b) Ainsi mt,, = m, M¥
=(0,134 0,07 0,036 0,019 0,741).
Ainsi, p = 0,741.

3. a) On réutilise la modélisation effectuée en
déterminant mr,,. On obtient p = 0,821.
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b) On modélise a présent le probléme par une
chalne de Markov a six états dont la matrice de
transition est la suivante :

0505 0 0 0 O
05 0 05 0 0 O

M-|05 0 0 05 0 0
05 0 0 0 05 0
05 0 0 0 0 05
0 0 0 0 0 1

Onaalors m,, = ,M” et p= 0,807.

90. Contrat d’assurance

1. Les probabilités de changement de bonification
dans le futur ne dépendent que de l'état présent,
pas des états passés. Ainsi, on peut modéliser le
probléme par une chaine de Markov a trois états
dont la matrice de transition est donnée par :

062 08 O
062 0 08].
0 02 08

2. Les changements de bonification dépendent a
présent des états passés dans une faible mesure
certes, mais suffisamment pour nous faire, a
priori, quitter le modéle de Markov.

L'astuce ici, que l'on peut adopter dans les situa-
tions oU les hypothéses sont « un cran trop
poussées dans le passé », est de considérer une
variable qui prend en compte deux années consé-
cutives par le biais de couples d'états : (e, ; e). On
peut alors noter Y = [Xn ;Xn_1] et obtenir une chaine
de Markov a 7 états qui sont les couples : (0 ; 0)
0;10;00;21(2;2)(2;1)(2;0).

Dans cette situation particuliére certains événe-
ments étant de probabilité nulle par hypothese, il
est possible de garder la méme modélisation que
précédemment. Ce ne serait plus possible néan-
moins si le modéle de départ était une chaine de
Markov a quatre états.
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91. Marche aléatoire en dimension 1

A. Non bloqué aux extrémités

1. Les probabilités de passage d'une case a la case
suivante ne dépendent que de la case actuelle. (A )
est donc une chaine de Markov homogéne dont le
graphe est :

05 05 05 05 05

b) On obtient la matrice de transition :

0,5

65 05 0 0 ©
65 0 05 0 ©
M=10 05 0 05 O
0 0 05 0 05
0 0 0 05 05

0 0.
2. 0n a, pour tout entier naturel n_= M".

ainsiquem,=(0 0 1

Ainsin—iiiii
* 132 16 16 16 32

Ainsi la probabilité qu’il se trouve en case 2 est de
3, en case 0 de i
32 16

3.0na:

[E 165 127 165 EJ
256 1024 512 1024 256
nznz[O,Z 0,195 0,21 0,195 0,2 ;
m,~(02 02 02 02 02

On peut conjecturer que la suite des distributions
converge.

On résout le systéme m = M et on détermine une
1111
5 5 5 5/

B. Bloqué aux extrémités

La chalne de Markov admet cette fois la matrice
de transition suivante :

unique solution = [%
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Ona:
S AP
64 32 64
1023 1 1023
Ty = 0 .
2048 1024 2048
Les distributions convergent vers :
= 1 0 0O 1 .
2 2

C. Simulation d’'une marche aléatoire
On complete le programme :

import random
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
def automate(n):
positions=[0]
for i in range (n):
p=positions[-1]
if random.random() <0.5:
p=ptl
else:
p=p-1
positions.append (p)
return positions
print (automate(10000))

On s'éloigne de plus en plus de 0 d’un co6té ou de
lautre mais on observe le retour en 0 qui s'effec-
tue ensuite.

On pourra profiter de cet exercice pour aller plus
loin et travailler en programmation sur les retours
en 0 avec des représentions graphiques. On four-
nit quelques éléments dans ce sens.

x=np.array ([k for k in range(10001)])
y=np.array (automate(10000))

plt.plot (x,y)

plt.show ()

0 20 40 60 80 100

0 2000 4000 6000 8000 10000

92. Séances d’accompagnement personnalisé

1. Les probabilités d'intégration des éléves dans
les groupes la semaine suivante ne dépendent
que de la position des éléves dans les groupes la
semaine présente. On peut modéliser le probleme
via une chatne de Markov a trois états C, M, B. On
peut donner la matrice suivante :

06 015 0,25

M=02 06 02

s 92 1

14 14 7
0.6

2.0nam,=(0 0

T =7,M".

3.alntM=n

b) On en déduit qu’un état stable est donné par
1

—.

787

4. a)

import numpy as np
u=np.array ([0, 0, 1])
M=np.array ([[0.6, 0.15, 0.25],[0.2, 0.6, 0.2],
[3/14,9/14,1/711)
for k in range (1,8) :
u=u.dot (M)
print (u[l])

1) et pour tout entier naturel,
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b) Le programme renvoie environ 0,46. Cette
valeur correspond au premier coefficient de la
matrice ligne m, soit donc la probabilité qu'un
éléve se trouve en groupe moyen.

b) On modifie le programme et on obtient une pro-
babilité d'environ 0,21 pour les éléves en besoin.
LAP semble effectivement efficace.

93. Jeu de société

1. Les probabilités de position future du pion ne
dépendent a priori que du nombre de dés a tirer
donc que de la case ou il se trouve présente-
ment. En réalité, en regardant ces probabilités,
on concoit que ces probabilités ne dépendent pas
méme de ce nombre de dés.

On peut établir un modele de Markov afin d"étudier
la position du pion. Cette chaine est homogeéne,
la position ne dépend en aucun cas de linstant
regardé.

2. On obtient @ =

et

Nl—= N[—= N|—=
W= W= W=
o~ |— O |—= O =

3. Il s'agit de considérer lunion disjointe d'événe-
ments :

(N2, (X, =N UNZ,0X; =2 U (N2, (X = 2)).
Apreés simplification et utilisation de la propriété
de Markov, on obtient comme probabilité de cet
événement :

1 1 1
—P(X, =1+=P(X, =2)+ —P(X, = 3.
4 9 36

Au bout de trois tours, on obtient :

Lo, =1+ L P1X, =20+ ——PlX, =3
8 27 216
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94. Seulement le graphe

La chaine de Markov considérée admet quatre
états et lon peut donner sa matrice de transition :

0 025 075 0

o1 0 o0
0 0 1 0|
0 05 05 0

7 est une distribution invariante pour cette chaine
si, seulement si,

n=(0 x y 0],
avec x +y = 1. Ainsi si la chaine converge, le sys-

téeme concerné n’atteindra presque surement que
les états B et C.

Finalement, on peut s'intéresser aux puissances
de la matrice. On peut conjecturer puis démontrer
par récurrence que, pour tout entier naturel n non
nul,ona @ =Q,dour =mrQ.Ainsiselon la distri-
bution initiale, le systéme se retrouve dans l'état B
ou C d'une maniére plus ou moins probable.

95. Marche sur un triangle

1. Les probabilités de position future du lapin ne
dépendent que du sommet ou il se trouve a lins-
tant présent.

On peut construire alors une chaine de Markov
dont les trois états sont les sommets du triangle.
Les probabilités dépendent du triangle considéré.

2. a) On la matrice :

0 05 05
Q=105 0 05
05 05 O

et le graphe :

b) On la matrice :

o
o N | —

_
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et le graphe :

3
¢) On a la matrice :
0 S 4
7 7
o158 o 3
8 8
3 4
9 9
et le graphe :
3 S
7 9

3
8

96. Dans une salle de jeu

1. a) Pour tout entier naturel les probabilités que
le systéeme se trouve dans le futur dans un état
donné ne dépendent pas de linstant ni des états
passés, juste de l'état présent. On peut alors défi-
nir une chaine de Markov dont U'espace d'états est
{0: 1} (considérer une chaine a trois états {0; 1; 2}
semble ici inutile du fait d’'une image impossible).
Sa matrice de transition est donnée par :

0-[09¢ 004
08 02

D"

0,8

b) La distribution invariante de cette chaine est

= 20 1 . On peut ajouter ainsi qu’il est trés
21 21

improbable selon cette modélisation qu'apres un

grand nombre de jours il y ait un simulateur en
panne en début de soirée.

2. Il s'agit cette fois de considérer (X ) comme une
chaine de Markov a trois états {0 ; 1 ; 2}. En effet,
le réparateur laisse passer une journée avant de
venir, il peuty avoir deux simulateurs en panne lors

0,64 0,32 0,04
d'une soirée. Ainsi,ona: Q=] 08 0,2 0
0 1 0

3. En gardant un espace d’états comme dans les
questions précédentes, c’est-a-dire en ne comp-
tant que le nombre de machines en panne, il fau-
drait les informations données par deux jours
consécutifs. Aussi on ne serait plus dans une
situation de Markov.

On introduit alors deux nouveaux états :

(X = 1) = le n-ieme jour il y a une machine en
panne dont c’est le deuxiéme jour de réparation ;
(X =2,) = le n-ieme jour il y a deux machines en
panne avec une dont c’est le deuxieme jour de
réparation.

On obtient alors une chaine de Markov a 5 états
dont la matrice de transition est donnée par:

064 032 004 0 O

0 0 0 08 02

Q=| O 0 0 0 1

0,8 02 0 0 O

0 1 0 0 O
Dans cette situation, la probabilité que les deux
simulateurs fonctionnent au bout de trois soirées

s'ils fonctionnaient la premiére soirée est environ
0,467.

97. Mouton d’hier, mouton d’aujourd’hui

1. La premiére stratégie peut étre modélisée par
une chaine de Markov a trois états qui sont les
genes mm, Mm, MM chez le mouton.

On dresse la matrice de transition :

05 05 O
Q=025 05 0,25].
0 05 05

Le caractére du mouton correspond donc aux
états Mm et MM.
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La seconde stratégie peut étre modélisée par
chaine de Markov a deux états qui sont l'absence
ou la présence de ce caractere chez le mouton. On

a la matrice suivante : Q = (g 3

2. Il est clair que la stratégie 2 permet de faire
apparaitre directement le caractere a tout le trou-
peau dés la deuxieme génération.

Concernant la stratégie 1, calculons quelques dis-
tributions selon la distribution initiale. Plusieurs
maniéres de traiter la question sont possibles :
calculer la puissance n-ieme de la matrice ; ou
juste conjecturer sa convergence avec la calcula-
trice. On conjecture que la suite des puissances
converge vers la matrice

025 05 025
025 05 0,25].
025 05 0,25

Ensuite si l'on considére une distribution initiale
n =[x y =z, la suite des distributions converge
vers: (0,25 0,5 0,25).

Ainsi quelle que soit la répartition initiale du trou-
peau, au bout d'un certain temps, il n'y a qu'une
chance sur quatre pour que le mouton choisi au
hasard soit encore sans le caractere donné.

98. Chaine a quatre états

A. Etude de probabilités

1. Si le systeme est dans l'état 3 ou 4, alors il y
reste linstant d’aprés de maniere quasi certaine.
On parle d'états absorbants.
2.

0,4

—_—
0,75
0,25 0,6

16@) @31

3. Les probabilités dépendent bien évidemment de
la distribution initiale. On a, en utilisant les proba-
bilités conditionnelles, les propriétés de Markov et
les probabilités de transition en plusieurs étapes :

P((X = 1) N (X, =3)) = 0,6P(X, = 1);

mmﬁnm&=m=%M%=m
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mm:mmm=nm%=m=%M%=n

Les trois probabilités suivantes sont nulles car il
est impossible de passer de l'état 2 a l'état 3.

4.Onposern=(a b x ylaveca+b+x+y=1.0n
résout nQ = w et on détermine quea=5b=0.

B. Modélisation

On dresse dans cette partie toute la modélisa-
tion qui nous conduit a construire une suite de
variables aléatoires (X ) dont l'ensemble image est
constitué des quatre états de la plante et qui est
une chaine de Markov. Cette chaine de Markov est
celle étudiée dans la partie précédente.

1. Il s'agit d’une probabilité calculée plus haut
avec P(X,=1)=1.0n a donc

PUX, = 1) 1 (X, = ) = =
10

2.Sil'on suppose que les distributions convergent,
alors elles convergent vers un état invariant :
les plantes deviennent soit stériles soit mortes,
d’aprés la question 4. Le traitement sur la maladie
ne fonctionne donc pas.

99. Chaines a deux états

1.SiQ=(g,J), alorsonagq,,+q,,="1etq, +q,,=1.
On posealorsp=gq,,etg=q,,.

2. On travaille par disjonction de cas suivant les
valeurs de p et g.

Si p = g = 0, toute distribution est invariante car
Q=1,
Sip=g=1,iln’ya pas de distribution invariante.

Si p, g sont non tous deux nuls ou non tous deux
égaux a 1, ily a une unique distribution invariante

qui est P |
p+q p+q

3.a) On démontre par récurrence que, lorsque p, g
sont non tous deux nuls, alors, pour tout entier
naturel :

o-__|a p| 0=p-grfp -p|
prala p) P+q (-9 ¢

[l s’agit de simples multiplications matricielles.
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b) Dans le cas souhaité,ona1-p-g€10; 1]
ainsi la suite de terme général (1 - p - g)" converge
vers 0. On obtient donc comme matrice limite la

matriceL q ’0.
p+qig p

100. Rebatir sur les cendres

A. 1. Si lon note (r ] la suite des distributions de
cette chaine de Markov, on a pour tout entier natu-
reln:n =mQ".

Avecm; =(0 0 1), oncalcule n, =m @ La proba-
bilité que la forét soit a dominante eucalyptus en
2025 est environ égale a 0,236.

2. a) L'événement considére pour un entier natu-
rel, le fait que la forét soit a dominante eucalyptus
trois années de suite.

b) La probabilité dépend bien évidemment de la
probabilité que cela se produise la premiere année
considérée. En utilisant les probabilités condition-
nelles ainsi que la propriété de Markov, on a :

PIX =E)N (X, =E) N (X, ,=E)=025PX, =E).

Ainsi lorsque pour une année donnée on se
retrouve a dominante eucalyptus, il n’y a qu’une
chance sur quatre pour que lon puisse réintro-
duire des koalas aprés deux ans.

B. Sil'on note (r ) la suite des distributions de cette
chaine de Markov, on a pour tout entier naturel n :

r.=rM.
Avec r; = (1 0), on calcule r, = r,M®. La probabilité

que la forét subisse un incendie en 2025 est donc
environ de 0,36.

101. Dresser une araignée
1. On dresse le graphe :

1
2

3. On considére le systeme complet d’événements
((X =i))pouri=1,2,3.D’apréslaformuledelaproba-

bilité totale, on a P(X

n+1

L T )
2 2

4. De méme, on a

P(X

n+1

~2=1Pix =1+ pix =2,
2 12

5. Pour tout entier naturel n, on a, d'apres les deux

1
. . _ 2 2
questions precédentes, v = v, D
2 12
Une récurrence immédiate nous fournit
1
2 2
=V
A R
2 12
6.0na:
1 R
Lt
T 0o -1
2 12 4
(I 3 0
, 2 2 6
Finalement =P p-
1 1 1”
- L 0 1
2 12 4
On alors :

oo
(PX =) PX =2))=(1 0) P ¢ P,

On peut placer des coefficients littéraux pour les
deux matrices et obtenir ainsi Uexistence de deux
réels a et b tels que :

5) 1
“-al2] +b-——
P[xn_11_a[6]+[4].
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7. Comme 0<%<‘| et —1<—%<0 on obtient, par

limites de suites géométriques :

im1-P(X, =1=1.
Or P (l'araignée obéit a Uordre a linstant n)
=1 - P(X =1). Ainsi au bout d'un certain temps
laraignée obéira a lUordre.

102. Chaines et congruences

1. Pour tout entier naturel, X (Q) = Z. Soit e € Z,
ona:

X, =ele XY =edoly =e-X)

Ainsi les probabilités de positions a linstant
n + 1 ne dépendent que de l'état a linstant n. La
suite (X ) constitue donc une chaine de Markov a
ensemble d’états infini, dénombrable.

2. Il s'agit de déterminer une probabilité de retour
en 0 en n étapes.

Par hypothése : n =1, 2 [3]. On S’intéresse ainsi
a lévénement (X = 2x - y = 0) ol x et y sont des
entiers naturels avecx +y = n.

On résout ainsi l'équation diophantienne :

2x -y = 0 de couples solutions [k ; 2k) pour k € Z.
Ainsi n = 3k = 0 [3]. (X = 0] est un événement
impossible si n n"est pas un multiple de 3.

103. Trajectoires
1. La trajectoire VRR correspond a l'événement
(X, =N (X, =R N [X,=R)).
2. C'est la définition d’'une chaine de Markov.
3. Cette probabilité dépend de la distribution ini-
tiale de la chaine de Markov :

PUX, = V) N (X, = R) NIX, = B)) = 0,16P(X, = 1.

On peut alors effectuer plusieurs hypothéses pour
la distribution initiale : soit l'on choisit une ville de
départ avec probabilité de 1, soit on considére que
les trois villes peuvent étre choisies de maniére
équiprobable.

4. Les probabilités des trajectoires BRB et RBV
sont respectivement 0,36P(X, = B) et 0,12P(X, = R).
Si l'on suppose que la ville de départ est choisie
de maniere équiprobable, alors la premiére tra-
jectoire est la plus probable.

015 052 033
5.0na @?2=|0,135 0,61 0,255] et
0,15 046 0,39
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0,141 0562 0,297
Q*=|0,144 0529 0,327|. On en déduit donc
0,138 0,586 0,276

que la probabilité qu’elle revienne dans la méme
ville deux jours aprés l'avoir quittée est 0,946.

104. Matrices stochastiques

A. 1. Remarquons que AX est une matrice colonne.
AX =X pourtouti €[1;n|le i-éme coefficient de
la matrice colonne AX est égal au i-eme coefficient
de X quiest 1.
DouAX=Xe X0 a, x1=1,i€[1;n]
2.S0itA,BE S ,ainsi X7a,; =Tet X7,b,; =1

On note AB = [c,.j]. D’apres la question précédente :
ABX = AlBX) = AX = X.

Ainsi, comme ABX = X on a X7,¢;; =1 pour tout
i€|l;n]etABES.

B.1.a) Si A = [a/./], alorsonaa,, +a,,=1cet
a,, +a,,=1.0nposealorsp=a,,etg=a,,

b) Si A= ([1) (1)] alors par récurrence surn € N,

ona:A"=/ et A7 = A
SiA=/2, pourn € N, A"=A.

2. a) On évalue le polynéme en x =
x=p+q-1.0ntrouve alors :

1 et en

a=[p+q—1]”—1
p+q-2
b=1+4'|—[p+q—'|]”.
p+q-2

b) Il s'agit de concevoir le polyndme avec évalua-
tion matricielle. On obtient, pour X=A:

A =(A-1)A-(p+q-1)PIA +aA+ bl

On vérifie que (A-/ )(A-(p + g - 1)/ ) est la matrice
nulle.

On obtient alors :

Ar=aA + bl
1o plera= =t pylera =
_ p+q-2 p+q-2
[1_q][p+q—1]n_1 1+[,|_q][p+q—1]n_1
p+q-2 p+q-2
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cJOnap+qg&{0;2tdoncp+qg-1€]-1;1[ 3.0nobtient:

Ainsi : 1 1 1

_ $;=—=S5,+—=5;;5,=—5,+5,;
lima=——""; limb=1+—" . 3 2 3
o pHq=2 p+q-2 (P 101

o . S3 =55t 055, =05 5
Ainsi la matrice converge vers 2 2

D’ou le systeme donné.

qg-1 p-1
4. On résout le systéme et on trouve :
5o p+q-2 p+q-2 .
g-1_ _p-1 75 A9
p+qg-2 p+q-2 34 17 17 34
-1 -1 La page P2 a le plus haut score.
On vérifie q +P =1,douBES,.

p+q-2 p+q-2 B. Deuxiéme exemple

3. Supposons que B soit la limite de la suite. Par  On obtient le systéme de 12 équations suivant :
récurrence immédiate, A€ S pour N € N.

1 1
S ==S,+=5,

Ainsi X7 al) =1 et par somme de limites, Sy

1= limNﬁwo 7=1 alll\j] = 27=1 limNﬁ+wa/”\;] = ;’7=1 bl j S, = 151 + 154

DouBES,. 1 1

On conclut en étudiant la limite d'un produit matri- S TEstos

ciel par somme et produits de limites sur les réels 1 1

et en utilisant la relation A% = A"A", S, = g51 + 553
1

Travaux pratiques p. 234-235 ? i‘

TP1. Algorithme PageRank

e Durée estimée : 55 min

¢ Objectif : Comprendre la maniére dont Google s =ls
attribue et évalue la pertinence des pages web 97
dans un réseau. On travaille sur deux exemples. 1
Sg 558 +=S5,+—=5,+—=5,
A. Un premier exemple 1 1

1. P1 contient un lien ; P2 deux liens ; P3 deux
liens et P4 trois liens. 1 1

2. On obtient le graphe probabiliste:

—1,
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On obtient la solution suivante :

5,=0
s,=0
s, =0
5= o
21
ool
21
el
7
el
21
-
21
sulzji
21
$1=£é
21
Sm'_jé
21

Les pages qui ont le plus haut score sont P5 et P9.

TP2. Urnes d’Ehrenfest

e Durée estimée : 55 min

¢ Objectif : Introduire un probleme historique sur
les phénoménes mécaniques dans létude des
mouvements de particules. Travailler sur les listes
et les représentations graphiques en Python.

A. Simulation du modéle
1.

import random
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
def Ehrenfest (N,n):
A=[i for i in range (1,N+1)]
Xn=[len(A)]
for k in range (n):
b=random.randint (1,N)
if b in A:
A.remove (b)
else:
A.append (b)
Xn.append (len(A))
return Xn
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2. a)

def courbeEhrenfest (N,n):
x=np.array ([k for k in range(n+l)])
return plt.plot (x, Ehrenfest(N,n))

courbeEhrenfest (500,1000)

500
450 -
400 A
350 -
300 -
250 1

0 200 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

b) courbe Ehrenfest(500 , 2000)
500 -

450 A
400 +
350 4
300 +
250 -

200 400 600 800 1000

o

Courbe Ehrenfest(500 , 5000)
500 -

450 A
400 +
350 4
300 +
250 4

0 1000 2000 3000 4000 5000

Pour différentes valeurs de N, on constate que les
X tendent vers 0 lorsque n tend vers +o0. Plus N
augmente plus la convergence est rapide.

B. Etude du modéle

1. Les valeurs de X ne dépendent, étape apres
étape, que de la valeur précédente. Les probabi-
lités d'effectifs dans Uinstant futur de Uurne A ne
dépendent donc que du nombre de boules a l'ins-
tant présent. La suite de variables aléatoires (X )
|[est d(inc une chaine de Markov d’ensemble d'états
0;N|.
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2. La distribution initiale est une matrice de
dimension 1 x (N + 1) :

m,=0 .. 0 1)

3. D'une étape sur lautre, les valeurs de la suite
de variables ne peuvent différer que de 1.

4. a) S’il n’y a aucune boule dans lurne A, elles
sont toutes dans l'urne B et au prochain tirage de
numeéro, il y aura avec certitude une boule dans
lurne A. Ainsi Q(O, 1) = 1. On a aussi

QIN-1,N)= % car il ne reste alors qu’'une boule

dans lurne B.
b) Q(7, /) = 0 si les valeurs ne sont pas consécutives.

c)OnaalorsQli,i+1)=1 —LetO[i,i—1]=L.

N N
5. Outre les deux extrémités, chaque fléche allant
vers la droite a pour poids 1—# et vers la gauche

i . :
N. On peut écrire la matrice sous cette forme :

01 0 0 .. 0
1o M=V o
N N

2 N-2

0 £ o =<

M= N N
0 0
N-1 o 1
N N
0 0 10

6. Pour N =4, on adonc

0 10 0
10200
4 4
M=01010.
2 2
OOEOl
4 4
0 0 0 1O

Lorsque n est pair, la distribution répartit les poids
sur les effectifs pairs avec une probabilité de %

pour une répartition égale dans les deux urnes
et lorsqu’il est impair, ils sont répartis sur les
impairs, de maniére équitable.
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