Equation différentielle d’ordre 1 :
1ire étape : on écrit I’équation différentielle sous la forme :
y'(x) + a(x)y(x) = g(x)
2" étape : On résout I’équation sans second membre (ou équation homogeéne)
y'(x) +alx)y(x) =0
Pour y(x) # 0 on vérifie a cette étape si y(x) = 0 convient comme solution
dans I’équation différentielle de départ.
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On integre (on cherche alors une primitive de a(x), nommons la A(x), il vient :

Inlyy ()| = —-A(x) + C
On passe a I’exponentielle il vient :
elnlyH(x)l — e_A(x)+C
Et eMVH®I = 3 (x) et e TAXIHC = 74X x o€ = K, e74X) jyient :
yu(x) = K1e™4™
Avec K, une constante réelle et A(x) une primitive de a(x) (on la prend toujours
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avec constante nulle, car cela n’a aucune utilité de la prendre non nulle).
On a trouvé les solutions de I'équation homogene
3éme &tape : on cherche une solution particuliére, en observant I'équation
différentielle pour déterminer la forme de la solution particuliere ou en
procédant a la méthode de variation la constante, c’est-a-dire qu’on remplace
K; par K(x) et on détermine K (x) il vient :

Yp(x) = K(x)e 4™

dy;;x) = K'(x)e™ ™ — (A(x))'K(x)e 4™ avec: (A(x))' = a(x)
dydp_:c) = Kr(x)e—A(x) _ a(x)K(x)e‘A(x)

On remplace dans I'équation différentielle compléte (celle de départ), il vient :
¥p' (%) + a0y, (x) = g(x)
K'(x)e™® —a(x)K(x)e ™™ + a(x)K(x)e ™™ = g(x)
K'(x)e ™) = g(x)
K'(x) = g(x)e*™

On integre I'égalité précédente pour obtenir K(x) et on obtient la solution
particuliere.

K(x) = f g(x)e‘®dx

La solution générale de I’équation différentielle est la somme de la solution de
I’équation sans second membre et de I’équation particuliére, il vient :



y(x) = yu(x) + y,(%)
y(x) = Kie™® + K (x)e AW

y(x) = K;e A% 4 =4 j g(x)ed®dx

y(x) = e 4% (K1 + f g(x)eA(")dx)

Un exemple avec variation de la constante :

y'(x) —2xy(x) = 3xe*
On résout tout d’abord I'équation sans second membre, on trouve : y,(x) =
Ke* et on ne voit pas de solution particuliere évidente, on applique la méthode
de variation de la constante en posant y,(x) = K(x)ex2 d’ou y,(x) =
K'(x)e*" + 2xK(x)e*" en remplacant dans I'équation différentielle de départ
il vient : K’ (x)e*” + 2xK (x)e*” — 2xK(x)e*” = 3xe*’ soit :
K'(x)e*” = 3xe* d'ou K'(x) = 3x d’ot K(x) = %xz + Cdou:

yp(x) = GxZ + C) e* donc y(x) = y,(x) + Yp(x) = ze n Cz) o

On peut parfois éviter la méthode de variation de la constante, en observant
I’équation différentielle de départ, selon les expressions qu’on y trouve.

Des exemples de détermination des solutions particuliéres sans passer par la
méthode de variation de la constante :

Pour: y'(x) + x%y(x) = —x%;y,(x) = —1 convient.

Pour: 2xy’(x) — y(x) = x; y,(x) = x convient.

1+xe y(x) = ﬁ ; ¥p(x) = x convient.

Pour: (x+ 1)y’ + xy = x*—x+ 1, un polynéme de degré 1 convient, on
pose: y,(x) =ax+b alors y,(x) =a on remplace dans I'équation
différentielle et on procéde par identification: (x + 1)a + x(ax + b) = x* —
x + 1 soit ax + a + ax? + bx = x?> — x + 1 (deux polyndmes sont égaux si et
seulement si tous les coefficients de méme degré sont égaux) d’'ota = leta +
b =—1d'ou b = —2.0n obtient y,(x) = x — 2

Pour:y'(x) + 2y(x) = sin(x), une fonction de la forme :

Pour:y'(x) —

Yp(x) = acos(x) + bsin(x) convient, on a y,(x)= —asin(x) +
b cos(x) on remplace dans I’équation différentielle de départ et on identifie, il
vient: —asin (x) + b cos(x) + 2(acos(x) + b sin(x)) = sin(x),  d’ou
—a+2b=1etb+ 2a =0soith =§eta= —gd’oU:

Yp(x) = —% cos(x) + %Sin(x)



Pour:y’'(x) + y (x) = cos(2x), une fonction de la forme :
Yp(x) = acos(2x) + bsin(2x) et on procede comme pour le cas précédent,

Vp(x) = —2asin(2x) + 2bcos(2x) on remplace dans I'équation
différentielle et on procéde par identification : —2a sin(2x) + 2b cos(2x) +
a cos(2x) + b sin(2x) = cos(2x), dou —2a+b =0et2b+a = 1soith =
%et a= % on trouve finalement : y,(x) = % cos(2x) + % sin(2x)

Pour:y'(x) +y(x) = e3* unefonction de la forme 1 ¥p(x) = ae®* convient,

! — 3X i1 v . 3x 3x — 53X 4’Ar _1 _ 1 3x
Yp (x) = 3ae>*ilvient:3ae>* + ae”* =e doua—zdoncyp(x)—ze

4me gtape : si dans 'énoncé, on donne des conditions particuliéres on procéde
aux calculs pour déterminer les coefficients dans la solution (attention c’est
seulement a cette derniere étape qu’il faut faire ces calculs et non pas a I'étape
2).



