Second ordre

Equations différentielles du type ay’’ (x) + by’ (x) + cy(x) = 0

Les équations différentielles linéaires homogéne a coefficients constants d’ordre 2 sont de la forme :
ay’ + by' + cy = 0. (avec a, b et c des réels non nul).

On recherche des solutions de la forme y(x) = "™ ou r est un nombre inconnu.
Ona:y'(x) =re™ety”(x) = r?e™

L’équation devient : ar?e™ + bre"™ + ce™ =0

(ar? + br + c)e™ = 0 ce qui revient a résoudre :

ar? + br + ¢ = 0 (car e”™ = 0) cette équation s’appelle I’équation caractéristique de I’équation
différentielle linéaire homogéne d’ordre 2. (Il faut donc savoir résoudre une équation du second
degré. Le rappel est fait dans le chapitre calculs numériques et algébriques).

Nommons r; et 1, les racines

Selon le signe du discriminant A= b? — 4ac :

Si A= 0, I'’équation admet une racine double réelle r = —%

Si A> 0, 'équation admet deux racines réelles ry = %j—m etr, = %j_m

Si A< 0, I'équation admet deux racines complexes conjuguées r; = Zbiy - (b"-4ac) V_Z((fz_émc) =a+if
etr, = w =a—if

La solution générale de I’équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre 2 : ay’’ + by’ +cy = 0
est alors :
Kie"* + Ky,e™*, siA> 0,1 et ry réels
y(x) = (Kix + Ky)e™,si A= 0,r réel et avec K, et K, réels
(K; cos Bx + K, sin fx)e®*,si A< 0 1y et r, complexes

On peut aussi écrire (K; cos fx + K, sin fx)e®* = Ae“ cos(Bx + ¢)

Equations différentielles du type y”'(x) + w?y(x) = 0

L’ensemble des fonctions solutions de I'équation différentielle y”' (x) + w?y(x) = 0 ol w est un
nombre réel strictement positif quelconque est I’ensemble des fonctions définies sur R,

x +— A cos wx + B sin wx avec A et B des constantes qui peuvent étre déterminées a I'aide
des conditions initiales.

L’équation caractéristique est 7> + w? = 0, on a A< 0, I"équation admet deux racines

2

. , V4w . . .
complexes conjuguées r; = S =l etr, = —iw, donc les solutions sont de la forme :

(A cos wx + B sin wx)e? soit A cos wx + B sin wx.

Equations différentielles du type ay’’' (x) + by’ (x) + cy(x) = f(x)

De méme que pour les équations différentielles linéaires d’ordre 1, on a :

La solution de I'équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants
ay’’ (x) + by'(x) + cy(x) = f(x) est la somme de la solution générale de I'équation
différentielle homogene associée et d’une de ses solutions particulieres.




