Exercices : Les matrices et les calculs matriciels

Exercice 1:
Exercice avec des matrices carrées d’ordre 2 en Terminale

o - 1 -2\ fx y\ (-5 -6
Déterminer les réels x: et y tels que (2 4) (3 4) = (10 12)

Solution1:

Correction de I'exercice sur des matrices carrées d’'ordre 2

1 =2 r oy\_ -6 y—8
-2 4 3 4) \—22+12 -2y+16

x —6 = -3

On obtient le systéme —2z+12 = 10

y—8 = —6

—2y+16 = 12
T = 1
)22z = -2
ssi y — 1B
-2y = —4

ssi et .

Exercice 2 :

Exercice autour d’'une matrice A d'ordre 2

Onnote [, — (1 —2) et( = (31).
Question1:
Déterminer lorsqu’elles sont définies les matrices L A, €' A, A C', A L et donner les réponses en fonction de C' ou L.
Question2:

Lamatrice A — 5 I estinversible ou non inversible ?

Question 3:

- - xr
Déterminer I'ensemble des réels ., y tels que A X = O lorsque X = (U)

(O est la matrice colonne a deux lignes nulles).
On en déduit que A est une matrice inversible ou non inversible ?

Solution 2 :



Correction de I'exercice autour d’'une matrice A d'ordre 2
Questionl:

o Lestdetype(2,1),C detype(2, |)et Acarréedordre 2.
On peut définir L A et A C' mais on ne peut pas définir €' Aet A L.

oLA=(1 -2) (_31 ;s)

LA=(1x3+2x1 —-1x6-2x2)
LA=(5 -10)
LA=5b8L

;v o

. (3x3+6x1Y) _ (1
A(—(ﬁl><3~2xl)—(

AC=5C|

)

Question 2 :

On note I la matrice identité d'ordre 2.

La matrice (J qui intervient dans la suite est la matrice colonne nulle & deux lignes.

Onavuque AC =5C,doncAC —5C =0soit AC —51C =0
ouencore(A —51)C =0

Si la matrice B = A — 51 était inversible, en multipliant 3 gauche la relation BC = O, par la matrice B~L on aurait

Bl (BC) = B-lx Osoit(B_l B) ' = Osoit] €' = OdoncC' = O, cequiestimpossible.
Lamatrice A — 5 I nest pas inversible.

Question 3:

. ({3 —6 x\ _ (0
axon(’, ) ()-()
A3x—6y\ (0
= —z+2y/) \O

J3x—-6y=0
*N-z+2y=0

Les deux équations étant identiques a un facteur multiplicatif prés ssi m
s - 2 .
e Enutilisant Xy = | LAXp =0.

Si A était inversible, en multipliant 2 gauche par A~ 1: A~1 4 Xy = Odonc X = O cequiest absurde.

A n'est pasinversible.



Exercice 3 :

Exercices de matrices d'ordre 3 en Terminale

SoitA= |0 1 0O

Question1:
Calculer A"sin € IN*,
Question 2:
La formule obtenue dans la question 1 est valable pourn = —1
Vraiou Faux?
Solution 3 :
Correction de I'exercice 1 sur les matrices d’ordre 3:
Question1:

On calcule les premiéres valeurs de A™ ce qui conduit a poser une conjecture que 'on démontre par récurrence.

1 0 n
sin e NY,P(n):A"=[0 1 0]
0 0 1

* Initialisation P ( 1) est évidente.

* Hérédité

On suppose que P (1) est vraie

Antl — gn 4

At =10 1 0 01 0

1 0 n+1
donc A"l = [0 1 0
00 1

Onaprouvé que P(n + 1)estvraie.



* Conclusion

La propriété est vraie par récurrence pour tout nn € [*

Question 2 :

Vrai,

Onintroduit I3 la matrice obtenue en remplacant 1 par —1 :

1 0 -1
B=10 1 0
0 0 1

Uncalcul simpledonne AB = I3 = B A

Donc A estinversibleet A~} = B.

La propriété est donc encore vraie pour 11 = — 1.
Exercice 4 :
Question 1:
1 -1

Avec une calculatrice, calculer I'inverse de A = | 1

—1 1
Question 2:

r—y+z=3
Résoudre matriciellement le systémeq  + y — 2 = —1
—x+y+z=09

Solution 4 :



Correction de |'exercice 2 sur les matrices d’'ordre 3 en Terminale Générale :

Question 1:
1 1 1 0
4—-1 — 1
A E 0 1 1
1 01
Question 2:

On écrit le systéme sous la forme

x )
AX =YX =|yl|eeY =[ -1
2z 5

Comme A est inversible d'ordre 3, on peut multiplier lamatrice A X de type (3. 1) agauche par la matrice A~
Onobtient A7'AX = A 'Y soit [3. X = A ! Ydonc X = A71Y,

Dans le cours, on a vu que la réciproque est vraie.

L[1 10\ (3

==l a x5} |-t
2\1 0 1/ \5
2/2 1

x=[42]=|2
8/2 1

Lessolutionssontxr = 1,y = 2etz = 4.
Exercice 5:

Exercice sur les calculs matriciels en terminale maths expertes

On considére les matrices

2 1
.) g
A=-1 o0 ,B:(El )3)
; -
. 2 -1 1
) 0 1 0
c_i,JDﬁl32
0 0 1

Lorsque c'est possible, calculez les matrices A B, BAABABC, DA ABC BCD.

Solution 5 :



Correction de I'exercice sur les calculs matriciels en maths expertes

Il faut bien sar avant tout calcul vérifier que le produit est défini.

Je donne uniquement les résultats dans la suite :

(6 4
~1 0
pa=|7" .
\1 2
13
|
PE=11
1
17
ABC=]1
37

Le produit B €' n'a pas de sens car I3 est de type (2. 3) et C' de type (4. 3),donc B C' D) n'a pas de sens.
Exercice 6 :

Exercice sur les matrices avec de la trigonométrie en terminale

sin € Nett € R, (R(t))" = R(nt).

Vraiou Faux ?

Solution 6 :



Correction de I'exercice sur les matrices avec de la trigonométrie
Vrai,
sin € N,onnote P(n):(R(t))" = R(nt)

* Initialisation

(R(t))? = Let R(0x t) = R(O):( =T

cos0 —sin0
sin0  cos0

donc P(0) est vraie.

* Hérédité

On suppose que P (1 ) est vraie.

(R(t))"* = (R(t))" x R(¢).

Par P(n),(R(t))"*! = R(nt) x R(t)
(R(1)" ! = R(nt+1t) = R((n+ 1))
Onadoncobtenu P(n + 1).

% Conclusion

Par récurrence, P( 11 ) est vraie pour tout entier 1.

Exercice 7 :

Exercice pour déterminer une suite en maths expertes

On consideére la suite (u,, ) définie par: g = 1. 4y = 6 et, pour tout entier naturel 11, Uy, 49 = By, — Suy,

s, ; (2 =05 (-1 0.5
On considére de plus les matrices B = (4 _1 ),C = (_4 9 )

Question1:

Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel 2 = Lona: A" = 2" B + 4" .
Question 2 :

Pour tout entier naturel 11,ona:Un = A" U,

Vraiou Faux?

Solution 7 :



Correction de I'exercice pour déterminer une suite avec des matrices
Question 1:

Sin £ M, onnote

P(n)A*=2"B+4"C,

* Initialisation.

Sin =1,

g . (2 -0,5 ~1 0,5
2" B + 4 c*_ZBH(uzCl )+4(_4 2)
_(4 -0y, (1 2
—\5 —2 ~16 8

0 1
(% -

Onaprouvé que (1) est vraie.

* Hérédité.

On suppose que P (1) est vraie.

Onécrit A" = A" x A

=(2"B+4"C) (2B+4C)

Artl =ontl B2 L on v ABC+4" x2C B+ 412

On fait quelques calculs intermédiaires :

n_ (-1 0,5\ (2 —0,5 _ {0 0\ _
(B‘(mx 2) (4 —i )CB‘(U 0)‘02
done ArH—L = 2:1.—!-1 B +4"+1C.

Onaprouvé que P (1 + 1)estvraie.

* Conclusion :|a propriété est vraie par récurrence sur 1.



On remarque que la propriété est aussi vraie aurang Ocarsin = 0,
aon n v v l' O
2"B+4"C=B+C= 0 1

2B+4°C=0L=A"
donc P(0) est vraie.

Question 2 :
Vrai,
sin € N,onnote P(n) :Un = A" Uj.

* Initialisation.
sin=0A"=1,

AUy = I, Uy = Uy, donc P(0) est vraie.

* Hérédité.

On suppose que P (1) est vraie.

Unt = AUp = A (A"Up) = (A A™) Uy

Unt1 = AV U,
Onaprouvé que P(n + 1)estvraie.

# Conclusion :a propriété est vraie par récurrence sur 1.



