Test de rentrée : Les Intégrales : Exercices du chapitre :

Exercice 1:
Calculer les intégrales suivantes :

4 3 5 1
A=J-—2dx B=J-3x2+4x—5dx C=J-e‘2xdx
1 X 2 -1
Correction
ae[ 2
1

Ona:f(x)=xiz=3><x—

2

Une primitive de f est la fonction F telle que : F(x) = 3 X (— i) = —%
Donc:
*3 31* 3 3y 9
a=| 24 =[——] —F@w-F=-5-(-5) =1
flxzx o), TFW-FO==3-{-7)=3

5
B=J- 3x? + 4x — 5dx
2

= [x3 + 2x? — 5x]3
=534+2x%x52-5x5—-(23+2x2%2-5x%x2) =144

1
C =f e %X dx
1

Ona:f(x) = e~2%x = _iz(_z)e—Zx

Une primitive de f est la fonction F telle que : F(x) = _ize—Zx
Donc:
1 1 1
¢= j e dx= e | =F@)-FC-1)
-1 _2 -1
1 1
— __ze—le _ __Ze—zx(—l)
1 1
= —56_2 + Eez
1 1
— 2
-4(e-2)
Exercice 2 :

Calculer une intégrale en appliquant la linéarité
Onpose: A = fozn cos?xdx et B = fozn sin? x dx
a) CalculerA+ BetA—B.
On donne : cos?(x) + sin?(x) = 1 et cos?(x) — sin?(x) = cos(2x)
b) En déduire A et B.

Correction
a) On calcule en appliquant les formules de linéarité :
2 21 21 2
A+B= f cos?(x) dx + f sin?(x) dx A—-B= f cos?(x) dx — f sin?(x) dx
0 0 0 0



21
cos?(x) + sin?(x) dx = f cos?(x) — sin?(x) dx
0

2w
= 1ldx = f cos(2x) dx
i 2
= [x]&" = [—sin(Zx)]
2 0
1 1
=27 = Esin(Z X 21) — Esin(Z x0)=0

b) Onaainsi:

A+B=2n 2A=2m .. . _ o _
{A—B=O donc{AzB soit:A=B=m
Exercice 3 :

Encadrer une intégrale

a) Démontrer que pour tout x de [0; 1],0ona: 0 < e*’ < e

b) En déduire que : 0 < fol e dx<e—1.

Correction
a) Sur[0;1], x? < «x.

Comme la fonction exponentielle est croissante et positive sur R,ona: 0 < e*’ < e*,
b) On déduit de la question précédente que :

1 1 1
dexS]ex dxsfexdx
0 0 0

1 1
dex=O etfexdx=[ex](1,=e—1
0 0
D'oU:OSfolexzdee—l.

Exercice 4 :

Calculer une intégrale en intégrant par parties

Calculer les intégrales suivantes :
s s

2 2 e?
A=] x sinx dx B=] x? cos x dx C=f Inx dx
0 0 1

Correction
T

2
A =f x sin x dx
0

v u’ W Ce choix n’est pas anodin ! L’idée est ici de ne plus laisser le facteur x
dans I’expression qu’il restera a intégrer. |l faudrait donc dériver x.
Onpose: v(x) = x - vx)=1
u'(x) =sinx - u(x)=—cosx
Ainsi, en intégrant par parties, on a :



s s

2 T 2
A= f u'(x) v(x)dx = [u(x)v(x)]3 —f u()v'(x) dx

0 0 -
= [—cosx Xx]%— fi—cosx X 1dx
0

T
Vi

L 2
= [-x cosx]? +j cosx dx

0

T v

. ™
= _ECOSE-I_ 0 X cos 0 + [sin x]?

— - 7-[ - 0 — 1
= sin > sin0 =
A

2 2
B = x“ cosxdx
0

v u
On pose : v(x) = x? - v'(x)=2x
u'(x) =cosx - u(x)=sinx
Ainsi, en intégrant par parties, ona:

v

B = fiu'(x) v(x)dx = [u(x)v(x)]% — fzu(x)v’(x) dx
0

0

s
- n
. 212 2 .
=[smx><x]0—j sinx X 2x dx
0
VA
s
2 o 2 S
=[x 51nx]0—2f x sinx dx
0

Or, dans le terme de droite, on reconnait I'intégrale A de la question précédente qui a été
calculée par parties. Il s’agit ici d’'une double intégration par parties.

Onadonc:

T\ 2 T
(Y il a2 _
B_(Z) sm2 0sin0—2x 1
_T[z 2
4

2

e
C=.[ 1 XInxdx
1

)

u v

R1r

Onpose:v(x) =lnx - v'(x)=

u(x)=1 - ulx)=x

Ainsi, en intégrant par parties, ona:

2 2

e

C = fe u'(x) v(x)dx = [u(x)v(x)]iZ —f u(x)v'(x) dx
1 1

2 ¢ 1
= [xInx]$ —j x —dx
. X

e?

=e21nez—1ln1—f 1dx

1



=e?x2lne — [x]¢

=e?x2—e?+1
=e?+1
Exercice 5 :

Calculer I'aire délimitée par les courbes de deux fonctions continues et positives On
considére les fonctions f et g définies par f(x) = x2 + 1 et g(x) = —x? + 2x + 5.
On admet que pour tout x de [—1;2],ona f(x) < g(x).

Déterminer I'aire délimitée par les courbes représentatives de f et de g sur l'intervalle
[—1;2].

Correction

On calcule la différence de I'aire sous la courbe
représentative de g et de l'aire sous la courbe
représentative de f.

Cela revient a calculer la différence des intégrales :

A= f_zlg(x) dx — f_zlf(x) dx

2

Iy = f_lg(x) dx B

=f_21—x2+2x+5dx
2

1
= [——x3 +x% + Sx]
3 -1

= —%x23+22+5><2—(—%(—1)3+(—1)2+5x(—1)>
=15
Ifzf_lf(x)dx

2
=f x%+1 dx
1 .

= Ex3 + x]_l
= 1 x234+2— <1 (-1)3 + (—1))
3 3
=6
Donc:A=1I,—I=15-6=9u.a.
Remarque : Une autre méthode, un peu plus rapide, consisterait a utiliser la linéarité de
I'intégrale.

A= f_zlg(x) dx — f_zlf(x) dx



2 2
=f —x2+2x+5dx—f x’24+1d

-1 -1

2
=f —x?+2x+5—-x%—1dx
-1

2
=f —2x*+2x+4dx=--=9

-1
Exercice 6 :

Calculer une valeur moyenne d'une fonction

On modélise, a I'aide d'une fonction, le nombre de malades lors d'une épidémie.

Au x-ieme jour apres le signalement des premiers cas, le nombre de malades est égale a
f(x) = 16x% — x3.

Déterminer le nombre moyen de malades chaque jour sur une période de 16 jours.
Correction

16
m=16_00 f(x)dx
16
— 2 _ 43
_160 16x x° dx
16
=L[E 3_lx4]
161 3 4 |,
= 1(16><163 1><164)
16\ 3 4
1024
=— =3

Le nombre moyen de malades chaque jour est environ égal a 341.
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Exercice 7 :

Etudier une suite d’intégrales
On considére la suite d’intégrales (I,,) définie pour tout entier n, par :

e
I, =f x (Inx)™ dx
1



a) Calculer I.

2
e n+1
———1,

b) A I'aide d’une intégration par parties, démontrer que : I,,,1 = > >

Correction
a) Pourn=0,ona:

e 1 .1° 1, 1., e*—1
I = d :[— 2] = — 2——12:
0 flx TRV T2 T2 2

b) L'objectif est d’exprimer I,,,4 en fonction de I,,.

e
Iyl = f x (Inx)**tdx
1

)

u v
Onpose:v(x) = (Inx)"" - v'(x)=Mm+1)x i X (Inx)™
1
u'(x) =x - ul) = Exz

Ainsi, en intégrant par parties, on a :

hor = | WG vl dx = LGOv()]E | "GOV () dx
1 1

1 € €1 1
= [—xz(lnx)”“] —f —x?(n+1) x—x (Inx)"dx
2 1 1 2 X

1 1 n+1°
= Eez(ln e)tl — > X 1?2(In D)™t — Tf x(Inx)™ dx
1

ez n+1
=5 [n

2 2

2
e n+1
Donc: 41 = 5 TI"



